> Dig iie 


nati, ©. La RR 
ape ©: ee oe 


i qu ie 
>) Ai 


aw an \ Pay 
a ar, 7 rat 
Inh i Bhat 
wy ame We 1 7 
if fh it ven 
| t 
à 
inne 
D ji Il 
L 
| 3 
10,4 
Wy I 
MY ‘ 
j 
i 
\ l' a " } 
Nat x | 
JL F ) 
N 
| i 4 
i 
iy hie 
x 
0 17 M 
tn } 
ety 
ht 
ah rif Hm 
ir ny 
% iy 


it 
j 
Any) 


s 
“hy u » 
L i? ı$ 
’ 
1 ¥ 
i 
L 
EL 
0 7 0 
ER 
i 0 v 
0] 
j | | À 
i u 
5 Eu) 
| VU 
: Dore 
j ; 
| ; 
f B 
7 " ‘ 
# I , I 
i | 
) 
t 
: 
9 
1 
i 
f 
/ 
’ 
j AU 
ö 
f pn 
= 
i 
) 
B 
\ 
i 
Bi 5 
4 
‘ 
' € 
t 
‘ 
} 
i 
® 
5 Mr 
4 
4 
; 3 
= 
u I 
4 
5 ’ 
. k 
4 
1 
ju 
\ 
i 
1 
= 7 i u v4 
; 
11 - 
| 
or, 
LOS 
ÿ 
i A u 
L : 
’ 
4 
i 
v j ver 
# ’ 
By 
een | » ‘ns 


pa 


WT NU TU (la 


Cru Ruh \ | 
à ji NT EUR FA 


y DL ER | 


ACADEMIE DES SCIENCES 
DE L’EMPEREUR FRANCOIS JOSEPH 


(CESKA AKADEMIE CISARE FRANTISKA JOSETA.) 


BULLETIN INTERNATIONAL. 


RESUMES DES TRAVAUX PRESENTES. 


CLASSE DES SCIENCES MATHÉMATIQUES, NATURELLES ET DE LA MÉDECINE. 


XIXe ANNÉE. 


(1914.) 


I 


é 


PRAGUE. 
PUBLIÉ PAR L’ACADEMIE DES SCIENCES DE L’EMPEREUR FRANCOIS JOSEPH. 
1914. 


L’ACADEMIE DES SCIENCES DE BOHEME A ETE FONDEE EN 1890 
PAR S. M. L'EMPEREUR FRANCOIS JOSEPH I. 


PROTECTEUR DE L’ACADEMIE: 


VICE-PROTECTEUR: 
S. A. Le prince FERDINAND oe LOBKOWICZ. 


PRESIDENT: 
M. CHARLES VRBA. 


SECRETAIRE GENERAL: 
M. RODOLPHE DVORAK. 


PRESIDENT DE LA CLASSE DES SCIENCES MATHÉMATIQUES ET NATURELLES: 
M. CHARLES VRBA. 


CAS 


ACADÉMIE DES SCIENCES 
DEVPPEMPEREURAERANCOIS JOSEPH 


(CESKA AKADEMIE CISARE FRANTISKA JOSE] 


BULLETIN INTERNATIONAL. 


RESUMES DES TRAVAUX PRESENTES. 


CLASSE DES SCIENCES MATHÉMATIQUES, NATURELLES ET DE LA MÉDECINE. 


XIXe ANNÉE. Wa ot Juge 
302 394 


(1914.) 4 OCT 26 1936 


Ai u 


PRAGUE. 


PUBLIE PAR L’ACADEMIE DES SCIENCES DE L’EMPEREUR FRANCOIS JOSEPH. 
1914. 


By Transfer 


Bureau of Standards 


JAN 25 1994 


LOUIS WIESNER, PRAGUE. 


» U FeS 


Table des Auteurs. 


Prof. Dr. Karel Domin: Morphologische Studie über den Außenkelch 
und den Blütenbecher der Rosaceen nach Beobachtungen an 
vergrünten Blüten von Potentilla aurea L. ................. 

K. Zorawski: Uber gewisse Eigenschaften der Polaren ............ 

Zdenko Frankenberger: Über prähistorische Hunde von Podbaba bei 
ie OMEN RS TEP re ET a FRE 

Dr. Vaclav Simandl: Uber das verallgemeinerte Cylindroid............ 

— Beitrag zur Theorie der linearen Systeme von linearen Strahlen- 
COPIER 4 0.80.08 EEE dar ee ee ee ce ae 

Radim Kettner: Über die lakkolithenartigen Intrusionen der Porphyre 
zwischen MniSek und der Moldau ........... SR Me 

J. V. Zelizko: Ein neuer Fundort diluvialer Fauna bei Wolin (Süd- 
evo kan) PER ee ra. nen aay ee 

F.Slavik: Neue Phosphate vom Greifenstein bei Ehrenfriedersdorf. . ... 

Dr. Sig. Thor: Zur Kenntnis der Hydracarina-Fauna von Kaukasus 
nach den Sammlungen des Herrn Julius Komärek (Prag) ..... 

Doc. Dr. Otakar Leser: Über die Entwicklung der Form des Auges bei 
BIRTSETIMVEREEBTATENEE en en cinleic «2 sh olin EE 

Dr. Karel Schäferna: Uber eine neue Dikerogammarusart aus dem 
Kalkar ee ee NR 

Vinzenz Jarolimek: Konstruktionen»’einer imaginären Raumkurve 
II OrdnunezaussreellengRlementeners a 

Dr. Henri Svoboda: Deduction du point radiant d’etoiles filantes des 
éléments d l'orbite d’une comète et démonstration de la con- 
nexion des Aquarides et Orionides avec la comète de Halley 

— Dela figure du courant météorique de la comète de Halley ......... 

J. Sobotka: Einige Potenzeigenschaften bei Flächen zweiter Ordnung . . 

Wladimir Waclav Heinrich: Über die Messungen der Sternazimute in 


(alse IDWSRESSTOIM «0.5.6 coma ER N Se ke ee Rear 2 


J. Sobotka: Uber eine besondere Bestimmungsart von Kegeln und ei- 
nige damit zusammenhängende zyklographische Aufgaben 


Pag. 


108 


. 286 


Dr. Henri Svoboda: Deduction du point radiant variable des Lyrides 
de la figure du courant météorique .......................- 
B. Bydzovsky: Konstruktion der ebenen Kurven sechster Ordnung vom 
Geschlechte PUbIS 3m ars MRC ae ERP 
J. Sobotka: Das räumliche Analogon der Steiner’schen Parabel..... 
Vinzenz Jarolimek: Zum Normalenproblem der Kegelschnitte ...... 
J. Sobotka: Konstruktion von Schmiegungsebenen an gewisse Kurven 
mit einigen darstellend geometrischen Anwendungen .......... 
Jan Obenberger: Holarktische Anthaxien. I. Revision der Kratomeroiden 
Arten derıGattung er. 2 is oe ae erence erie er oe 


Morphologische Studie über den Außenkelch 
und den Blütenbecher der Rosaceen nach Beobach- 
tungen an vergrünten Blüten von Potentilla aureaL. 


Prof. Dr. KAREL DOMIN. 
(Mit 3 Tafeln.) 


Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Juni 1912, 


Für die Naturgesetze gibt es keine Ausnahmen, denn sonst würden 
sie eben aufhören, Gesetze zu sein und jene Harmonie, wie sie in der Natur 
herrscht, wäre unmöglich, ebensowenig wie eine allgemeine, zuverläßliche 
Grundlage, auf welcher die Botanik ihre sich unter allen Umständen in 
der Organisation des ganzen Pflanzenreiches zeigenden Leitideen aufbaut. 
Die Pflanzenarten stellen allerdings außerordentlich unbeständige Ein- 
heiten vor; sie befinden sich im ewigen Umbau, in einem Entwicklungs- 
gang, in dem sich die Progression mit der Ausbildung regressiver Merkmale 
in eigenartiger Weise kombiniert. Wie die Pflanzenarten uns gegenwärtig 
erscheinen, sind sie eine blosse Projektion langer Entwickelungsreihen, 
aber selbst so sind sie nicht ständig, sondern unterliegen fortschreitenden 
Umänderungen, welche sich jedoch zum größten Teile unseren direkten 
Beobachtungen entziehen.+) 

Trotz dieser Unkonstanz der systematischen Grundeinheiten beob- 
achten wir, daß die Pflanzen nach einem einheitlichen Grundplane, der 
keine Ausnahmen zuläßt, aufgebaut sind, ferner, daß die Pflanzenorgane 
bestimmten Gesetzen folgen und daß man Grundorgane unterscheiden 
kann, welche sich allerdings oft durch biologische Anpassung weitgehend 
verändern. 

Die vergleichende Pflanzenmorphologie ermittelt alle diese Gesetze 
und bietet uns so ein einheitliches Bild der Pflanze sowohl als Individuum 
wie auch als Glied in der ungemein komplizierten Entwicklungskette. 
Anscheinend finden sich zwar viele Ausnahmen von den Grundgesetzen, 


1) Vrgl. z. B. Velenovsky, Moderne Richtungen der Pflanzensyste- 
matik, Véstn. Ces. Akad. cis. Fr. Jos. roë. XI. (böhm.). — Do min, Einführung 
in die neueren Entwickelungstheorien, S. 115 ff., Prag 1909 (böhm.). 
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doch wirklich nur scheinbar. Die vergleichende Morphologie strebt darnach, 
alle diese Ausnahmen zu erklären und auf geltende Gesetze zurückzuführen 
und gleichzeitig ausfindig zu machen, warum sich die Organe oft so wun- 
derlich umwandeln.!) 

Die Grundprobleme der Pflanzenmorphologie sind heute bereits 
größtenteils gelöst, es erübrigen nur noch zahlreiche Spezialfragen, deren 
Aufklärung zum Teil recht schwierig erscheint, da die seit langem um- 
gewandelten Organe oft von ihrer ursprünglichen Form so weit abweichen, 
daß es ohne weitgehendes vergleichendes Studium, besonders der Ab- 
normitäten oft unmöglich ist zu entscheiden, woraus das veränderte Organ 
entstand und wie es sich auf seine Grundform, in letzter Reihe auf das 
Anaphyt, zurückführen läßt. Der Organograph forscht in solchen unklaren 
Fällen nicht lange dem wahren Wesen des auf den ersten Blick stark 
abweichenden Organes nach. Findet er keinen augenfälligen Zusammen- 
hang mit Phyllom, Kaulom oder Wurzel, erkennt er einfach das Organ 
als „neues“, als ein Organ ,,sui generis‘ an. Der vergleichende Morpholog 
hingegen begnügt sich niemals mit dieser Art der Lösung, welche in Wirk- 
lichkeit überhaupt keine solche ist, wie Velenovsky, Worsdell 
und andere Autoren bereits richtig hervorhoben. 

Besonders in den Blüten, welche veränderte Phyllome auf verkürzter 
Achse darstellen, findet sich das Grundelement, die Blätter, oft so son- 
derbar umgebildet, daß es keine leichte Aufgabe ist, ihre einzelnen Bestand- 
teile auf die ursprüngliche Form zurückzuführen. 

Sehr zutreffend bemerkt Velenovsky, daß gerade die Hypan- 
thien oder Blütenbecher (im weitesten Sinne des Wortes, daher sowohl 
die Kupulen als Achsenbildungen wie auch die Receptakeln als Phyllom- 
gebilde) ein so kompliziertes Problem für den vergleichenden Morphologen 
sind, wie wenige andere in der Blütenmorphologie. 

Schon seit zwei Jahren beschäftigte ich mich mit dem Studium 
der morphologischen Bedeutung des Außenkelches (Calyculus) bei den 
Rosaceen, jedoch erst im Maid. J. (1912) glückte es mir, eine große Anzahl 
vergrünter Blüten bei Potentilla aurea L. zu finden, welche nicht nur das 
Wesen des Außenkelches bei den Potentillen über allen Zweifel klar legen, 
sondern auch gleichzeitig neue Belege der Richtigkeit Velenovsky’s 
Theorie über das Receptaculum im allgemeinen bieten. 

In der Literatur (selbst in der allerneuesten) werden die Blüten- 
becher sozusagen durchgehends als Kaulomgebilde erklärt, und zwar als 
verbreiterte oder hohle Achse. Velenovsky (l. c. 820—849) bemerkt 
jedoch, daß die Kupulen (d. h. Blütenbecher Kaulomursprunges), wie man 
sie z. B. bei den Kupuliferen findet, eine große Seltenheit sind, da die Mehr- 
heit der Blütenbecher auf Phyllome zurückführbar ist (daher echte Recepta keln) ; 


1) Vrgl. besonders Velenovskvy, Vergleichende Morphologie der Pflanzen, 
Teil I—III., Prag 1905—1910. 


in äußerst seltenen Fällen ist der Blütenbecher zum Teil aus Phyllomen, 
z. T. aus dem Kaulome entstanden. 

Auf anatomischer Grundlage gelangte in neuester Zeit im großen 
und ganzen zum gleichen Resultate Aug. Hillmann,! welcher aus 
dem Verlaufe der Gefäßbündel schließt, daß das Rosaceenhypanth (mit 
Ausnahme der Gattung Rosa und der Pomaceen) eine kongenital ver- 
wachsene Phyllombildung darstellt. 

Der interessante Blütenbecher der G. Rosa, welcher ausgebaucht 
oder flaschenförmig, auf seiner Oberfläche vollständig glatt, außerdem 
massiv ist, wurde seit jeher fast von allen Botanikern als ein Kaulom- 
gebilde aufgefaßt, bs Velenovsky (l. c. p. 832) darauf hinwies, daß 
die gerade nicht seltenen und in. der Literatur wiederholt beschriebenen 
(von ihm besonders häufig an Rosa pimpinellifolia beobachteten) Ab- 
normitäten glänzend beweisen, daß das Hypanthium der Gattung Rosa 
ohne jeden Zweifel von Phylomnatur ist, denn es zerlegt sich in 5 freie, 
gefiederte Kelchblätter, welche sich frei dem Blütenboden anschließen. 
Diese Erscheinung wurde bei der Rose bereits im Jahre 1827 von Aug. 
Pyr. De Candolle beschrieben und klar abgebildet, jedoch wurde 
diese wichtige Abnormität von der Mehrzahl derjenigen, die sich mit der 
Morphologie des Rosaceenblütenbechers beschäftigten, nicht hinreichend 
gewürdigt. Auch Celakovsky, welcher im Jahre 1874 2) eine besondere 
Abhandlung der Morphologie des Blütenbechers und des unterständigen 
Fruchtknotens im allgemeinen widmete, betrachtet das Hypanthium der 
Rose als eine Kupula kaulomer Natur, wie er sagt, gänzlich identisch 
mit der Achsenkupula der Gattung Ficus. Die Annahme, daß sie phyllomer 
Natur sei, kommt ihm gänzlich absurd und unnatürlich vor. 

Auch Hillmann scheint die große Anzahl der beschriebenen 
Abnormitäten nicht zu berücksichtigen, trotzdem unter ihnen mehrere 
dadurch um so interessanter erscheinen, als sich bei ihnen der Blüten- 
becher bei sonst nicht wesentlich veränderten Blüten zerlegt. 


Aug. Pyr. De Candolle°) bildet auf einer besonderen Tafel 
eine proliferierende Rose mit vergrüntem Kelche ab, bei welcher der 
Blütenbecher mit den Kelchzipfeln sich in 5, nur an der Basis verbundene, 
gefiederte Blätter teilt. Das Receptaculum der Rose betrachtet De 
Candolle (l. c. I. p. 419) als verwachsenen Kelch, der noch mit dem 
Blütenboden (,,Torus‘‘), welchem die Fruchtknoten aufsitzen, zusammen- 
wächst. Der Torus (oder ,,réceptacle propre de fleurs") ist seiner Ansicht 
nach (l. c. I. p. 125) das verbreiterte Ende des Blütenstieles, aus welchem 


1) Aug. Hillmann, Vergleichend-anatomische Untersuchungen über 
das Rosaceenhypanth; Beih. Bot. Centralbl. XXVI. 1. Abt. S. 377 ff. (1910). 

®) L. Celakovsky, Über die Cupula und den Cupularfruchtknoten, 
Österr. Botan. Zeitschr. 1874, Nr. 12, Sep., p. 4. 

3) Aug. Pyr. De Candolle, Organographie végétale (deutsche Über- 
setzung von Meisner aus dem Jahre 1828), tab. 33. 
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die Petalen und Staubblätter hervorgehen. Auf S. 43 des II. Teiles be- 
schreibt er dann diese Verhältnisse bei Rosa folgendermaßen: 

„Der Kelch braucht, streng genommen, nicht mit den Ovarien ver- 
wachsen zu sein, um wirklich oder scheinbar einen Bestandteil der Frucht 
auszumachen; so z. B. sind die Carpelle bei den Rosen in der durch die 
Kelchröhre gebildeten Art von Becher!) zeïstreut; sie hängen nur mittelst 
ihrer Basis mit ihm zusammen ; nach dem Blühen werden die mit einander 
verwachsenen Torus und Kelch größer und vorzüglich an ihrer innern 
Oberfläche sehr fleischig." 

D. F. L. von Schlechtendal?) beschreibt eine sehr interes- 
sante Abnormität von Rosa fraxinifolia (,,calyce foliaceo flore potentilloide‘‘), 
bei welcher das Receptaculum verloren gieng, d. h. sich in vergrünte, 
groBe Kelchblätter teilte, welche dem wenig verdickten Blütenboden (oder 
Blütenstiele, wie Schlechtendal sagt) inserieıt sind; die Petalen 
waren nur gering an Zahl und unvollkommen entwickelt, Staubblätter 
zahlreich, in der Mitte waren dann dicht gedrängte Fruchtknoten, mit 
den Petalen gleichlang und in den flachen, zentralen, nur wenig gewölbten 
Teil des Blütenbodens gestellt. Ganz zutreffend schließt Schlechten- 
dal die Beschreibung dieser interessanten Abnormität mit folgenden 
Worten: „Beweis genug, wie innig die eigentlichen Rosen mit den Potentillen 
verbunden sind“. 

V.Borbäs?°) erwähnt eine analoge Abnormität bei Rosa dumetorum 
Thuill. und sagt: „Die vergrößerten Kelchblätter waren von einander bis 
zur Basis gänzlich abgesondert, und an dem unteren Teile unterscheidet 
man die Oehrchen der Nebenblatter so, daß man annehmen könnte, daß 
die Steinfrucht der Rose auch aus dem unteren Teile des Kelches, welcher 
den Nebenblättern entsprechen möchte, gebildet wird‘. 

Bei Rosa centifolia L. (sowie überhaupt bei veischiedenen kultivierten 
Rosen) sind ähnliche Fälle sehr häufig, wie man sich leicht durch einen 
Einblick in irgend ein Handbuch der Teratologie überzeugen kann. So 
Sagt 7. BaBleiniz eis): 

„Der Kelch der Primärblüte ist in den durchwachsenen Rosen sehr 
häufig verlaubt; die einzelnen Sepala sind als mehr oder minder voll- 
ständige, gefiederte Laubblätter ausgebildet. Dabei verschwindet meist 
die Axenröhre, welche in der Frucht die „Hagebutte‘ bildet und alle 
Blütenblätter sind auf einer cylindrischen Achse inseriert. Dieselbe ver- 
längert sich dabei gewöhnlich in der Blütenregion oft schon oberhalb des 


1) Von mir unterstrichen. 

? D. F. L. von Schlechtendal, Pflanzen-Mißbildungen, Linnaea 
VIII., p. 624 (1833). 

3) V. Borbäs, Korrespondenz, in Österr. Bot. Zeitschr. XXX. S. 136—137 
(1880). 

4) Penzig, Pflanzen-Teratologie I., p. 438 (1890). 


Kelchwirtels, hebt also die Petala, die petaloiden Stamina und die 
Carpelle in spiraliger Anordnung mit sich in die Höhe.“ 

Zahlreiche Abnormitäten der Rosen wurden in neuerer Zeit auch 
von O. Meyrant) beschrieben. 

Auch M. T.Masters?) führt die oft mit Durchwachsen der Blüten 
verbundene Zerlegung des Blütenbechers in freie Kelchblätter als eine 
bei den Rosaceen sehr häufige Erscheinung an, obwohl er für diese Ab- 
normitäten eine unrichtige Erklärung gibt, ebenso wie Penzig, welcher 
von der Kaulomnatur des Blütenbechers überzeugt ist. Allerdings läßt 
Masters wenigstens eine partielle Anteilnahme des Kelches an der 
Bildung des Blütenbechers zu, denn er sagt: „so zeigt das Aussehen ge- 
wöhnlich, daß der Fruchtknoten (die Hagebutte) der Rose eine Verbrei- 
terung des Blütenstieles ist, der oben mit den zusammenhängenden Basen 
der Kelchblätter im Zusammenhange steht‘. 

Einen äußerst interessanten Fall von vergrünter Blüte bei Rosa 
hybrida hort. führen J. C. Costerus und J. J. Smith?) an; der 
Blütenbecher war vollständig geteilt und die einzelnen Blütenteile waren 
der verlängerten Achse mit deutlichen Gliedern inseriert. Diesen lehr- 
reichen Fall zitieren wir wörtlich: 

„Ihe thalamus is not urceolate but lengthened out and consisting 
of distinct internodes. The five sepals have the shape of ordinary leaves. 
The lowest is solitary, then follow 2% mm higher up the other four sepals 
at distances hardly perceptible. The highest sepal consists of nothing but 
two well developed stipules and with its midrib the only petal coalesces 
at right angles. As these two (sepal and petal) are pressed against one 
side of the thalamus, there is no room here for stamens and pistils. These 
organs are consequently to be found only on the other side above sepals 2.4.“ 

Beachtenswert sind ferner die von Masters angeführten und 
abgebildeten (l. c. fig. 37, 38), übrigens öfters beobachteten Abnormitäten 
der Pomaceen, so z. B. des Apfels (Pirus malus), wo sich an Stelle des 
Hypanthiums ein vollständig freier und bis zur Basis geteilter Kelch und 
mehr oder minder getrennte obere Fruchtknoten finden. Diese Fälle 
beweisen binreichend, daß auch bei den Pomaceen der Blütenbecher 
phyllomer Natur ist, wenn er auch in normalen Blüten mit dem Frucht- 
knoten verwächst. 

Penzig führt (l. c. p. 445—446, 451) mehrere analoge Fälle bei 
Äpfeln und Birnen an und schließt daraus, daß die Kelchblätter wenigstens 
zum Teile an der fleischigen Frucht beteiligt sind. Er sagt nämlich: 


1) O. Meyran, Quelques observations de Tératologie végétale. A propos 
du genre Rosa. Journ. Soc. Nat. Hortic. Fr. ser. IV. vol. 6, p. 359—368 (1905). 

®) M. T. Masters, Pflanzen-Teratologie, in der Übersetzung von Dammer, 
1886, p. 98, Abild. 36. 

3) J. C. Costerus and J. J. Smith, Studies in Tropical Teratology, 
Annales Jard. Bot. Buitenzorg XIX., p. 154 (1904). 


„Im Allgemeinen führen die Beobachtungen an den sprossenden 
Pomaceen zu dem Schluß, daß an der Bildung des fleischigen Pericarpes 
hauptsächlich die Axe, und zwar vorzüglich deren Rindenparenchym be- 
teiligt ist. Doch zeigen mehrere unten angeführte Anomalien, daß auch 
die Basis der Blütenphyllome, und besonders der Kelchblätter fleischig 
werden und so an der Fruchtbildung Teil nehmen kann.“ 

Meiner Ansicht nach ist der Blütenbecher der Pomaceen vollständig 
mit dem der Drupaceen homolog, wie dies durch die Abnormitäten glän- 
zend bewiesen wird; der einzige Unterschied besteht darin, daß bei den 
letzteren regelmäßig ein freier Fruchtknoten dem Boden des Blütenbechers 
aufsitzt, während bei den ersteren der Blütenbecher mit den Fruchtknoten 
verwächst. Aber so wie bei den Pomaceen ein freier Kelch und oberer 
Fruchtknoten in abnormnen Fällen zum Vorschein kommt, so verwächst 
wieder umgekehrt bei einigen Arten der Gattung Prunus der Kelch (Blüten- 
becher) manchmal mit dem Fruchtknoten, so daß ein vollkommen unter- 
ständiger Fruchtknoten entsteht. Carrière!) beschrieb z. B. eine 
derartige Kirsche (Prunus avium) mit oberständigem, auf der reifen Frucht 
ausdauerndem Kelche. 

Im weiteren werden wir sehen, daß sich auch bei der Gattung Po- 
tentilla der Blütenbecher in vergrünte Kelchblätter teilen kann und ähnlich 
ist dies auch bei vielen anderen Rosaceen der Fall, wie wir noch zeigen 
werden. Es ist daher auffallend, daß ungeachtet aller dieser Fakta, sowie 
der wiederholt beschriebenen und durchaus nicht vereinzelten Abnormi- 
täten bisjetzt zablreiche Teratologen, Systematiker, Anatome und Onto- 
genetiker die Blütenbecher der Rosaceen als Achsenkupulen ansehen! 

Die Ausbildung des Receptaculums bei der Gattung Rosa selbst ist 
allerdings einigermassen befremdend, einerseits durch die Form, anderer- 
seits dadurch, daß es glatt und massiv ist. In dieser Hinsicht ist jedoch 
eine von Touchy?) beschriebene Abnormität sehr beachtenswert. Er 
fand nämlich bei Rosa leucantha Lois. die auf der reifen Frucht ausdauern- 
den Kelchzipfel hypertrophisch, fleischig, und der Farbe und der Konsistenz 
nach mit dem roten Blütenbecher vollständig übereintreffend ausgebildet. 
Dieser Fall beweist, daß eine fleischige Ausbildung des Rezeptakels nicht 
gegen seine Phyllomnatur spricht. 

Übrigens ist die lokale Hypertrophie außerfloraler Teile eine bei den 
Pomaceen seit langem bekannte Erscheinung. So entstehen z. B. manch- 
mal bei den Birnen fleischige Bildungen, von Carriere ,,fruits sans 
fleurs‘‘ genannt, dadurch, daß entweder Blattbasis, Blattstiel oder auch 
Achse samt Blättern anschwillt. Diese unechten ‚Früchte‘ sind mitunter 
der Birne auffallend ähnlich, in gleicher Weise genießbar und pflegen 


1) Carrière, Rev. Horticole 1870—1871; Kochs Wochenschrift f. Gärtn. 
1872, S. 119 (nach Penzig). 

2) Touchy, Sur quelques modes d’hypertrophie chez les végéteaux; Bull. 
Soc. Bot. France IV., p. 649 (1857). 


sogar die für das Birnenfleisch so charakteristischen Steinzellen zu besitzen! 
Manchmal werden sogar die Kelchzipfel oder die Petalen in ähnlicher 
Weise hypertrophisch. Analoge Fälle gibt es auch bei den Äpfeln, bei denen 
es außerdem mitunter vorkommt, daß sich der Fruchtstiel fleischig ver- 
dickt, so daß dann anscheinend zwei Früchte aufeinander sitzen. Diese 
Beispiele, von denen eine bereits ungemein umfassende Literatur handelt, 
führen wir nur als einen Beleg dafür an, daß man sich nicht durch den 
fleischigen Blütenbecher bei der Gattung Rosa täuschen lassen und aus 
seiner äußerlichen Ausbildung auf seine Achsennatur schließen darf. 

Im heurigen Frühjahre (1912) fand ich wieder mehr oder weniger 
durchwachsene Blüten von Rosa pimpinellifolia, deren Blütenbecher oft 
bis vollständig zur Basis (bis zum Blütenstiel) in freie, vergrünte, mehr 
oder minder gefiederte und mit Nebenblättern versehene Kelchblatter 
aufgelöst war, wie dies auch ähnlich Velenovsky (l. c.) beschreibt. 
Die Petalen pflegen in solchen Blüten entweder normal oder zum Teile 
vergrünt zu sein ; gewöhnlich sind ihrer weniger als 5 (manchmal nur ein ein- 
ziges) entwickelt. Unsere Abbildung 1 veranschaulicht eine Blüte dieser 
Rose mit 5 kleinen Kronenblättern und geteiltem Blütenbecher. 

Diese Fälle sprechen schon an und für sich für die Phyllomnatur 
des Blütenbechers der Gattung Rosa und man muß sich daher wundern, 
daß nicht nur Baillon,!) sondern auch W. ©. Focke,) und die Mehr- 
heit der übrigen Autoren, so z.B. Hofmeister) Eichler) Hens- 
low) Wiesner,*) Pax,’) P. A. Rydberg,) Wettstein®) und 
v. a. die Kaulomnatur des Blütenbechers von Rosa und der Rosaceen 
überhaupt als selbstverständliche Tatsache annehmen. Baillon z. B. 
schreibt über die ‚Serie des Rosiers‘: „Le pedoncule florale se dilate 
a son sommet, comme dans la plupart des Monimiacées, en un réceptacule 
creux, en forme de bourse ou de gourde, ventrue, globuleuse, ou plus ou 
moins allongée‘. Fock e äußert sich über den Blütenbecher der Rosaceen, 


) Baillon, Histoire des Plantes I. (1867—1869). S. 345. 
2) W. ©. Focke, Engler-Prantl, Nat. Pflanzen-Famil. III. 3. S. 1, 4 (1888). 
) Hofmeister, Allgem. Morphol. S. 475 (1868). 

4) Eichler, Blüthen-Diagramme II. S. 496 (1878) sagt von den Rosacen: 
Perianth- und Staubblätter sind allgemein dem Rande eines cupularen,in der Gestalt 
dabei vom kurz-becher-förmigen bis zum lang-röhrigen wechselnden Receptakulums 
eingefügt. 

5) Henslow, The Origin of Floral Structures, p. 96. 

8) Wiesner, Elem. Wiss. Bot. II. 307. 

7) Pax sagt in Allgem. Morphol. d. Pflanzen S. 206 (1890): In der Familie 
der Rosaceae finden sich alle Stufen perigyner Insertion, von der nur tellerförmigen 
Erweiterung der Blütenachse, wie sie bei-Potentilla vorkommt, bis zur flaschenförmigen 
Aushöhlung, wie sie bei Rosa begegnet. 

8) P. A. Rydberg, A Monograph of the North American Potentilleae 
(Mem. Deptm. Bot. Columb. Univ. vol. II.) p. 7 (1898). 

5) Wettstein, Handb. d. system. Botan. II. S. 356 (1907). 


wie folgt: „Achse in der Blüte zu einem kelchartigen, entweder flach- 
schüsselförmigen oder mehr oder minder hohlen, am Rande die Kelch-, 
Blumen- und Staubblätter tragenden Organe erweitert‘ und weiterhin 
(S. 4): „besonders bedeutungsvoll für die Familie ist die Mannigfaltigkeit 
im Bau der becherförmigen Blütenachse, welche früher als verwachsen- 
blättriger Kelch aufgefasst wurde und noch in manchen neueren Werken 
als solcher beschrieben worden ist”. 

Hillmann beschreibt in der angeführten Arbeit den Verlauf der 
Gefäßbündel in den Blüten einiger Arten der Gattungen Geum, Potentilla, 
Waldsteinia, Sibbaldia, Fragaria, Rubus, Dryas, Alchemilla, Prunus, Amyg- 
dalus, Ulmaria, Spiraea und Rosa. Er gelangt dann zu folgenden, hie 
kurz zusammengefassten Resultaten: 

Häufig finden sich neben verwachsenen Staubfädenbündeln (d. h. 
solchen, welche sich den Gefäßbündeln des Blütenbechers anschließen) 
freie Staubfädenbündel, d. s. solche, welche sich keinem Bündel des Blüten- 
bechers anschließen, sondern frei bis zum Blütenstiele verlaufen und sich 
entweder diesem oder dem Blütenboden anschließen. Mit Ausnahme der 
Gattung Rosa finden sich beide Kategorien der Staubfädenbündel bei 
allen genannten Gattungen (oft in einer und derselben Blüte) oder es 
fehlen auch manchmal die freien Gefäßbündel überhaupt. 

Bei der Gattung Rosa jedoch verlaufen die Gefäßbündel im Blüten- 
becher durchgehends unabhängig und frei neben den Hauptnerven des 
Blütenbechers und sind mit den zahlreichen Verzweigungen derselben in 
keinerlei Verbindung, nicht einmal durch Anastomosen. Auf dem Durch- 
schnitte des Blütenbecherstieles ist ersichtlich, daß die Staubfädenbündel 
ganz getrennt von den Bündeln des fleischigen Receptaculums bis hieher 
fortschreiten. 

Hillmann folgert aus diesen Tatsachen, daß die Blütenbecher 
aller angeführten Rosaceen phylomer Natur sind, da sie in dem Verlaufe 
ihrer Gefäßbündel mit dem Kelche der Gattung Lythrum, dessen Phyllom- 
natur außer Zweifel steht, übereinstimmen. Bei der Gattung Rosa, wo 
der Verlauf der Gefäßbündel ein anderer ist, soll der Blütenbecher bestimmt 
kaulomer Natur sein. Diese Ansicht Hillmanns scheint mir aber 
durch den Verlauf der Gefäßbündel bei der Gattung Rosa durchaus nicht 
gerechtfertigt zu sein. Da bei der Mehrheit der Rosaceen neben verbun- 
denen Gefäßbündeln auch freie auftreten können, wie Hillmann selbst 
zeigt, bei anderen wiederum nur verwachsene, und in beiden Fällen 
Hillmann zufolge dieser Verlauf der Gefäßbündel ein Beweis für die 
Phyllomnatur des Blütenbechers ist, sebe ich nicht ein, mit welchem 
Rechte man bei der Gattung Rosa auf die Kaulomnatur ihres Recepta- 
culums bloß daraus schließen kann, daß die Staubfädenbündel sowohl als 
die Bündel des Blütenbechers durchgehends frei verlaufen. Logisch gefol- 
gert scheint dies wenigstens nicht zu sein; übrigens war vielleicht Hill- 
mann über die Bedeutung des Blütenbechers von Rosa nicht ganz im 


klaren, denn er schreibt (gesperrt gedruckt!) auf S. 416: „Das Hypanth 
von Rosa wird schwerlich anders denn als Achsengebilde gedeutet werden 
dürfen‘ und gleich weiter auf S. 417 (wieder gesperit gedruckt!): ‚Dei 
der Gattung Rosa ist es unstreitig Achse“. 

Van Tieghem!) zeigte zwar, daß man aus dem Verlaufe der Ge- 
fäßbündel gewissermaßen auf die Natur des Blütenbechers schließen kann, 
seine Ansichten über das Hypanth der Rosaceen sind jedoch unannehmbar. 
Ihm zufolge ist der Blütenbecher weder aus kongenital verwachsenen 
Phyllomen noch aus der verbreiterten Achse hervorgegangen, sondern 
stellt ein Komplex von Organen vor (,,c’est un organe complexe, ar quel 
le nom de ‚coupe réceptaculaire’’ convient bien, ... dont l’expression 
reelle, la signification veritable, est d’étre la somme de dix appendices 
composées"). 

Hillmann selbst (l. c. p. 381) wendet sich gegen die Ansichten 
Van Tieghem's, indem er darauf hinweist, daß dieselben einseitig sind, 
da sie sich bloß auf anatomische Untersuchungen stützen. 

Dieser Vorwurf der Einseitigkeit gilt jedoch auch für Hillmann 
selbst, da er zwar die ontogenetische Entwickelung nicht in Betracht 
zieht (was ja auch richtig ist), anderseits aber die vergleichende Morpho- 
logie, besonders die zahlreichen, in der einschlägigen Literatur beschrie- 
benen Abnormitäten nicht berücksichtigt, sondern sich nur auf den Verlauf 
der Gefäßbündel stützt. Daher ist es nicht zu verwundern, daß er zu teil- 
weise unrichtigen Resultaten gelangt; die Anatomie an und für sich kann 
nicht in allen morphologischen Fragen zur Lösung führen, wie nebst 
manchen anderen Velenovsky anzahlreichen Beispielen bewiesen hat. Es 
ist kaum klar verständlich, weshalb die unverbundenen Staubfädenbündel 
und Blütenbechernerven von der Achsennatur des Receptaculums zeugen 
sollten. 

In den anatcmischen Angaben Van Tieghem’s und denen 
Hillmann’s finden sich auch Widersprüche. Van Tiegbemschreibt, 
daß sich das Hypanth der Gattung Rosa anatomisch von dem der Spi- 
raeaceen ,,parses vingt faisceaux périphériques, dont les fréquentes bipar- 
titions radiales donnent naissance à de nombreux verticilles de dix éta- 
mines chacun‘ unterscheidet, während Hillmann bei der Gattung 
Rosa bis zum Blütenstiele vollständig freie Staubfädenbündel angibt. 
Dieser Widerspruch erinnert unwillkürlich an die entgegengesetzten An- 
sichten der Ontogenetiker über den Blütenbecher. Die Mehrheit der 
letzteren, so z. B. Payer?) betrachten das Hypanth der Rosaceen als 
verbreiterte Achse, welcher Kelch, Blütenkrone und Staubfäden aufsitzen ; 
gleicher Ansicht sind ebenfalls Naegeli, Schwendener, Hof- 


1) Van Tieghem, Recherches sur la structure du pistil et sur l’anatomie 
comparee de la fleur. Paris 1871. 
? Payer, Organogénie comparée de la fleur. Paris 1851. 
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meister, Sachs, Goebel, Schumann u. a. Diesen gegenüber 
gelangt jedoch Koehne gerade auf ontogenetischer Grundlage zu der 
Ansicht, daß alle Blütenbecher eine Verschmelzung der Blütenphyllome 
ohne Anteilnahme der Achse darstellen.!) 


Vergrünte Blüten bei Potentilla aurea L. 


Die im folgenden geschilderten Abnormitäten fand ich auf einem 
großen in den Alpinen des böhmischen Universitätsgartens zu Prag kulti- 
vierten Rasen von Potentilla aurea L., welcher dem Zeugnis des Garten- 
inspektors zufolge bereits im vorigen Jahre (1911) vergrünte Blüten her- 
vorbrachte. Dieser Rasen wuchs üppig und gesund und trug teilweise 
normale blütentragende Stengel mit den üblichen Blüten der Art, teilweise 
unvollständig vergrünte Blüten (in geringer Zahl) und endlich eine große 
Anzahl von Blüten, deren Kelchblätter in lange, gestielte und assimilie- 
rende Laubblätter verwandelt waren, während die übrigen Blütenteile 
entweder mehr oder minder normal oder ebenfalls umgewandelt waren. 
Von den letzteren Blüten untersuchte i.h ungefähr 50; sie bildeten sich 
durchgehends einzeln und terminal auf verkürzten Seitenstengeln, so daß 
sie sich in dem Rasen vollständig verloren, selbst wenn sie normale, gelbe 
Petalen trugen, und zwar weil sich die umgeänderten gestielten Kelch- 
blätter auf den ersten Blick von den assimilierenden Laubblättern durchaus 
nicht unterschieden. 

Bei einigen Blüten waren die Kelchblätter in grüne, gestielte Laub- 
blätteı verwandelt, während die iibiigen Blütenteile vollständig normal 
blieben, nur die Anzahl der Staubfäden war manchmal geringer. Diese 
grünen, gestiellen Blätter standen im Kreise und waren unten (durch ihre 
Scheidenteile) verwachsen, jedoch bedeutend höher hinauf als bis wohin 
der Blütenbecher reichte. Der drüsige Discus blieb manchmal unausgebildet, 
der Teil zwischen diesem und dem Blütenboden war bedeutend verkürzt. 
Der Außenkelch dieser Blüten war gewöhnlich klein, in Gestalt ungeteilter, 
lineal-lanzettlicher Zipfel. Eine solche Blüte mit dreiteiligen bis 2 cm 
langen Blättern ist in Fig. 2 dargestellt. 

Bei weniger vollkommener Vergrünung, welche jedoch unvergleichlich 
seltener vorkam, wandelten sich die Kelchblätter in einfache, am Grunde 
verschmälerte (jedoch nicht gestielte), grüne und assimilierende Blätter 
um, deren Größe ungefähr der des Blättchens eines ausgewachsenen Laub- 
blattes gleichkam. Der Außenkelch nahm zwar an Größe zu, blieb jedoch 
meist ungeteilt, wie dies Fig. 10 veranschaulicht, welche aber gleichzeitig 
eine durchwachsende Achse (Blütenboden) zeigt. 

Unter anderem beobachtete ich auch eine durch ihre gestielten 
Kelchblätter der in Fig. 2 abgebildeten entsprechende Blüte, die jedoch 


1) Vrgl. Velenovsky, Vergleich. Morphologie III. 908 (1910). 
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rein männlich war ; sie wies 13 Stamina und einen flachen, niedrigen Blüten- 
boden ohne Fruchtknoten auf. 

Die Verringerung der Staubblätteranzahl war überhaupt in vielen 
der vergrünten Blüten eine charakteristische Erscheinung, eine Vergrünung 
der Stamina beobachtete ich jedoch niemals. In manchen Blüten fand 
ich nur einige wenige Stamina mit kurzen Fäden, in seltenen Fällen waren 
sogar die Blüten rein weiblich, vollkommen ohne Stamina. 

Die durch Vergrünung des Kelches entstandenen Kelchblätter 
gleichen nicht selten in ihrer Länge den grundständigen Laubblattern ; sie 
sind ganz normal ausgebildet und pflegen bis über 6 cm lang zu sein. Die 
Außenkelchblätter teilen sich dabei entweder alle oder nur einige in zwei 
Blättchen (Fig. 3). Der Blütenbecher bleibt zwar erhalten, ist jedoch 
mehr von häutiger Konsistenz und erweist sich deutlich als verwachsener 
Stipularteil der Kelchblätter. 

Bei weiterem Fortschreiten der Vergrünung macht sich eine Neigung 
der umgewandelten, gestielten Kelchblätter bemerkbar sich von einander 
abzutrennen, wobei ihre Insertion und Größe bereits mehr oder minder 
die genetische Spirale andeutet. Mitunter sind 2 der Kelchblätter an ihrer 
Basis verwachsen und ihnen folgen die übrigen 3, welche etwas höher 
inseriert sind. Dabei gerät allerdings der Blütenbecher vollständig in 
Verlust und der geteilte Außenkelch praesentiert sich ganz deutlich als 
freie Zipfel der ,,angewachsenen Nebenblätter‘‘ oder richtiger gesagt als 
freie Scheidenöhrchen. 

Abbild. 4 versinnlicht eine vergrünte Blüte, deren unterstes Kelch- 
blatt.von den anderen entfernt ist und einem dreizähligen unteren Stengel- 
blatte gleichkommt. Das folgende Kelchblatt ist ebenfalls frei, die übrigen 
drei jedoch (auf der Abbildung rückwärts) sind verwachsen und ihr 
Calyculus (mit Ausnahme des Randes) sogar ungeteilt ; die Achse selbst 
wächst kurz durch. Die Petalen und Stamina sind vollkommen normal, 
manchmal aber nicht vollzählig ; sie sind in Kreisen an der Basis des ver- 
längerten Blütenbodens inseriert. 

Mitunter kommt es jedoch vor, daß selbst die Petalen mehr oder 
weniger vergrünen, so daß eine solche Blüte einen äußeren Kreis von 5 
verlängerten, grünen, dem Kelche entsprechenden Laubblättern und einen 
inneren Kreis solcher mit etwas kürzeren Blattstielen, der Blütenkrone 
entsprechend aufweist. Nicht selten finden sich Übergänge, bei welchen 
ein Kronenblatt teilweise gelb, petaloid, teilweise virescent ist. Manchmal 
ist bei einem gestielten, dreizähligen, aus einem Petal entstandenen Blatt 
ein Teil der Blattspreite, oder wenigstens des einigermassen verbreiterten 
Blattstieles gelb, während der Rest des Blattes in Konsistenz und Farbe 
mit den echten Laubblättern vollständig übereinstimmt. Den Übergangs- 
formen zufolge scheinen die Petalen bloß den Blattspreiten zu entsprechen 
und erst sekundär, bei fortschreitender Vergrünung, beginnt sich der 
Stipularteil zu entwickeln. Nicht selten besitzt der Blattstiel eines solchen 


vergrünten Kronenblattes ein einziges Nebenblatt, welcher Fall in Fig. 11 
veranschaulicht ist, wo wir zwei durch ihre Scheiden (= Blütenbecher) 
verwachsene, vergrünte Kelchblätter sehen, zwischen welchen ein zwei- 
zähniges, aber noch ungeteiltes Außenkelchblatt ersichtlich ist, sowie 
ferner ein umgeändertes Petal, welches der Basis des Blütenbodens (eigen- 
tlich der durchwachsenden Achse) dicht oberhalb der Insertion der umge- 
wandelten Kelchblätter eingefügt ist. 

Fig. 5 veranschaulicht einen interessanten Fall, der allein schon für 
die wahre Natur sowohl des Außenkelches wie auch des Blütenbechers 
spricht. Das Hypanth ist vollständig zerlegt, das unterste vergrünte Kelch- 
blatt vollkommen frei und von den übrigen deutlich entfernt, worauf die 
weiteren 4 Kelchblätter, durch ihre Stipularteile paarweise verwachsen, 
folgen. Die Stamina sind gering an Zahl, kurz, und auf der Abbildung 
durch die Petalen verdeckt. Die vier Petalen sind mehr oder weniger 
vergiiint (die dunklere Schattierung deutet den virescenten Teil an). 
Der verbreiterte Blütenboden sowie die Drüsenscheibe fehlen, dagegen 
findet sich eine ziemlich dünne, zylindrische und an ihrem Grunde nackte 
Achse, welche etwas höher ein grünes Blättchen (allem Anscheine nach 
das emporgehobene fünfte Kronenblatt) sowie zahlreiche normale Frucht- 
knoten trägt und an ihrem Ende als blattragende Achse weiterwächst. 
Fig. 6 zeigt eine analoge ebenfalls an ihrem Ende weiterwachsende Achse 
aus einer anderen Blüte, gleichfalls mit einem kleinem Blättchen, welches 
das fünfte Petal zu sein scheint. 

In einer anderen, im ganzen analogen Blüte war ebenfalls eine durch- 
wachsende Achse (Blütenboden) in der Form eines blattragenden Sprosses 
entwickelt, doch sie trug in ihrem unteren Teile keine Fruchtknoten. — 
Eine weitere der vergrünten Blüten besaß 5 große, grüne, langgestielte 
5—3zählige Kelchblätter, von welchen eines etwas tiefer inseriert war, 
während die übrigen in einem annähernden Kreise standen; die Blumen- 
krone war in 5 vollkommen grüne, gestielte, nur wenig kürzere Blätter 
umgewandelt, während die Stamina und Fruchtknoten fast ganz nor- 
mal waren, jene dem Blütenboden mehr als gewöhnlich genähert. 

In seltenen Fällen erscheinen in der Achsel eines oder des anderen 
der vergrünten Blütenphyllome ziemlich große und sich weiter entwickelnde 
Knospen, wie ich dies bei zwei der allerletzten Blüten beobachtete. 


Bei der großen Anzahl der untersuchten Blüten würde es viel zu 
weit führen, alle Modifikationen und Stufen der Vergrünung eingehend 
zu beschreiben. Bei normaler Blumenkrone, Staubblättern (ungeachtet 
ihrer manchmal geringeren Anzahl) und Fruchtknoten weisen der Kelch 
mit dem Außenkelche sowie der Blütenbecher eine ganze Stufenreihe 
von Umwandlungen auf, welche man kurz folgendermassen zusammenfassen 
kann: 

1. der Blütenbecher bleibt erhalten, der AuBenkelch zeigt sich als 
kleine, lineale, einfache Blättchen, der eigentliche Kelch als aufsitzende 
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oder kurz bis sehr lang gestielte, einfache, dreizahlige oder manchmal 
sogar fünfzählige grüne Laubblätter; 

2. wie im vorhergehenden, jedoch sind einzelne bis alle Außenkelch- 
blättchen zweizähnig, zweispaltig oder in zwei selbständige Blättchen 
getrennt; 

3. sämtliche Außenkelchblättchen sind bis zur Basis geteilt und 
erscheinen dabei deutlich als Zipfel der Kelchscheide (= Hypanth), welche 
tiefer gespalten ist, so daß von dem Blütenbecher nur ein geringer Teil 
erhalten bleibt ; 

4. der Blütenbecher verliert sich vollständig; die grünen Kelch- 
blätter sind bis zur Basis getrennt oder gruppenweise verwachsen, und im 
Kreise angeordnet; 

5. die vergrünten Kelchblätter beginnen sich in die genetische Spi- 
rale zu stellen, was sich nicht nur in ihrer Größe, sondern hauptsächlich 
in dem Abstande des untersten Kelchblattes zeigt; die übrigen Kelch- 
blätter sind dann mehr oder weniger von einander entfernt (ungleich hoch 
inseriert) oder sie sind zu Gruppen von zwei bis drei verwachsen. Selbst 
bei dieser weitgehendsten Umwandlung bleiben manchmal die AuBen- 
kelche zwischen den an der Basis verwachsenen Kelchblättern einfach ; 
in der Regel jedoch sind sie geteilt. 

Die Blütenstengel erwiesen sich bis auf wenige Ausnahmen als streng 
dimorph, d. h. es fanden sich neben den äußerst verkürzten, mit einzelnen 
vergrünten Blüten, deren Kelchblätter in langgestielte Laubblätter um- 
gewandelt waren, endigenden Stengeln auch solche, die verlängert waren 
und mehrere normale Blüten trugen. Mitunter aber kamen selbst auf 
diesen Stengeln in geringerem Maße vergrünte Blüten vor, bei welchen 
jedoch das Verhältnis der einzelnen Kelch- und Außenkelchteile sehr 
kompliziert und recht unklar war, denn häufig geschah es bei diesen Blüten, 
daß der aufsitzende, mehr oder minder vergrünte Zipfel des eigenen Kelches 
zwei dem dreizähligen Blatte angehörige Seitenblättchen bildete, welche 
nach rückwärts verschoben, bald größer, bald kleiner, ganzrandig oder 
mehr oder weniger gezähnt erschienen; da sich dabei gleichzeitig auch 
der Außenkelch mehr oder minder veränderte und teilte, war die Fest- 
stellung der Beziehungen zwischen den zahlreichen Blättchen meist un- 
möglich. In ähnlicher Weise vergrünte Blüten von Potentilla recta unter- 
suchte ich bereits im vorigen Jahre, ohne jedoch darnach zu einem be- 
stimmten Resultate zu gelangen. 

Interessant waren bloß solche Fälle wenig vergrünter Blüten von 
Potentilla aurea, an denen man an den allmählichen Metamorphosen gut 
beobachten konnte, daß es die Kelche (und nicht die Außenkelche) sind, 
welche sich in die grüne Blattspreite umwandeln. 

Eine Vergrünung des Fruchtknotens, wenn auch nur in geringem 
Maße, konnte ich ebensowenig beobachten wie eine solche der Stamina. 
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Bei allen erwähnten Umwandlungen ist es eine sehr wichtige Er- 
scheinung, daß nach Zerlegung des Blütenbechers und Abortierung des 
drüsigen Discus weder Petalen noch Stamina eine Änderung erfahren, 
was zu beweisen scheint, daß sie an der Bildung des Hypanths nicht be- 
teiligt sind. 


Der Außenkelch (Calyculus) der Rosaceen. 


Der Außenkelch der Rosaceen wurde verschieden gedeutet und dies 
zwar entweder als dem Kelche angehörende Nebenblätter, als Hochblätter, 
oder schließlich als ,,segmenta calycina accessoria‘. 

Der erste, der den Calyculus als ein Stipulargebilde auffaßte, war, 
soweit ich in der Literatur feststellen konnte, J. Roeperim Jahre 1826.) 
Roeper sagt schon ziemlich zutreffend: ,,Foliola quinque minora exte- 
riora et cum foliis calycinis veris alternantia, quae in Potentillis generi- 
busque aliquot affinibus videmus mihi ex foliorum calycinorum stipulis 
per paria connatis efformata esse videntur, neque ad proprium verticillum 
ea pertinere credo‘. Ein Jahr später?) bemerkte er, daß diese seine Ansicht 
über den Außenkelch die richtige sei, denn er schreibt: ,,Contigit mihi 
paulo post flores Fragariae invenire, quibus, quod antea suspicatus tantum 
eram, optime probatur, dum scilicet e foliolis externis alia apice bifida 
erant, alia ad basin usque separata‘‘. Deshalb schlägt er vor, man möge 
den Kelch als ‚calyx stipulatus‘, beziehungsweise ,,exstipulatus" be- 
zeichnen. 

Aug. Pyr. De Candolle erkennt in seiner ,,Organographie 
végétale‘ aus dem Jahre 1827 diese Ansicht noch nicht an, hingegen 
wird sie von Meisner in seiner bekannten Übersetzung von De Can- 
dolle’s Werk aus dem Jahre 1828 im I. Teile S. 390 in einer Anmerkung 
erwähnt. . 

Späterhin akzeptiert die Mehrzahl der Autoren die Ansicht Ro e- 
per’s,sosagtz.B. Baillon (1. c. S. 366) vom Außenkelch der Rosaceen: 

„Ces languettes sont de nature stipulaire, et chacune d’elles résulte 
de la fusion de deux stipules voisines. Il arrive méme assez fréquemment 
que cette fusion n’a pas lieu; le calicule peut alors étre formé de dix 
folioles libres, ou unies deux à deux, alternant par paires avec les sepales.‘ 

Im gleichen Sinne äußern sich über die Stipularnatur des AuBen- 
kelches eine ganze Reihe von Autoren, so z. B. Eichler, Hofmei- 
ster, Warming, Pax Rydberg BRocke, Velenoyvsrs, 
Ascherson und Graebner, Wettstein, Hillmann tu. v. a. 

Wer nur einige mit Außenkelch versehene Vetreter der Rosaceen 
kennt und vergleicht, dem erscheint es oft auf den ersten Blick klar, 


1) J. Roeper, in Linnaea I. S. 461 (1826). 
2) J. Roeper in Linnaea II. S. 82 (1827). 
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daß der Calyculus nichts anderes als ein Stipulargebilde sein kann. Wenn 
wir jedoch die ganze Familie überblicken und die Modifikationen des 
Außenkelches im Umkreise verschiedener Gattungen der Rosaceen ver- 
folgen, erweist sich die Frage nach seinem Ursprunge als bedeutend kom- 
plizierter und jene Momente, welche man gewöhnlich als Beweise seiner 
Stipularnatur angibt, erscheinen gar bald unzulänglich. Die Ausbildung 
des Calyculus ist bei den Rosaceen so vielgestaltig und oft bei einer und 
derselben Art so variabil, daß der zum Beweise seiner Stipularnatur ge- 
bräuchliche Hinweis auf seine häufige Teilung in zwei Zipfel oder Blättchen 
nicht genügt. 

Die verbreitetste Ansicht ist, daß das Receptaculum eine flach- 
oder schüsselförmig verbreiterte Achse ist, welcher die Petalen und Kelch- 
blätter inseriert sind, von denen die letzteren teilweise aus dem der Blatt- 
spreite entsprechenden Teile (dem eigentlichen Kelche) und aus zu zweien 
verwachsenen Stipularanhängseln (freien Nebenblättern) bestehen. 

Wenn wir jedoch die Ansicht von der Phyllomnatur des Blütenbechers 
als richtig anerkennen, dann können wir den Außenkelch unmöglich als 
verwachsene Nebenblätier bezeichnen, denn das Receptaculum ist ja gerade 
aus den eigenen Stipular-(Scheiden-)teilen der Kelchblätter hervorgegangen, 
was die vergrünten Blüten beweisen, wogegen der Calyculus nur freie Zipfel 
des kongenital zum Hypanth verwachsenen Stipularteiles darstellt. 

Die beschriebenen Abnormitäten lassen keinen Zweifel über die 
Richtigkeit der Ansicht über die Stipularnatur des einem aus Hochblättern 
bestehenden Involucrum oft auffallend ähnelden Außenkelches aufkommen. 
Allerdings muß man den Calyculus nur als freie, paarweise verwachsene 
Scheidenöhrchen (die eigentliche Scheide bildet das Receptaculum), oder 
im Sinne der bisher gebräuchlichen, wenn auch nicht ganz richtigen Termino- 
logie als freie, paarweise verwachsene Zipfel der angewachsenen (und gegen- 
seitig verwachsenen) Nebenblätter, welche den Blütenbecher bilden, bezeichnen. 

Wie ich schon an anderer Stelle!) ausführte, stellen die Blätter der 
Rosaceen im Sinne der Theorie Velenovsky’s gewöhnlich zweiglie- 
drige Blätter vor. Das erste Glied, die Scheide, tritt häufig in den Primär- 
(den Kotyledonen folgenden) Blättern sowie in den die Blattknospen 
deckenden Schuppen und in den Erstlingsblättern neuer Sprosse auf. 
Der eigentliche Scheidenteil reduziert sich jedoch nach und nach stark, 
wogegen sich große Scheidenöhrchen bilden, bis endlich die sogenannten 
„angewachsenen Nebenblätter‘ (stipulae adnatae) oder schließlich selb- 
ständige Öhrchen als freie Stipulen entstehen. Verfolgt man die Meta- 
morphose des Blattes in fortschreitenden Formationen bis zu den Blüten, 


1) K. Domin, 1. Ein Beitrag zur Morphologie des Dikotylenblattes; Bull. 
Acad. Science Bohéme, 1911. ; 

2. Morphologische und phylogenetische Studien über die Stipularbildungen ; 
Annales Jard. Bot. Buitenzorg 2e Sér. vol. IX. (1911). 
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so sieht man, daß die höchsten Hochblätter oft wiederum nur ein einziges 
Glied, und zwar gewöhnlich die Scheide (mit rudimentärer Spreite), seltener 
ein durch Verschmelzen beider Glieder entstandenes Phyllom vorstellen. 
Fig. 15—18 veranschaulichen die Entwickelung der der Blattscheide 
gleichenden Hochblätter bei Fragaria. Es wäre daher zu erwarten, daß 
auch die Kelchblättchen ein einziges Glied (wie dies sonst die Regel ist) 
und nicht zwei darstellen. Die Erscheinung, daß die Kelchblätter aus 
2 Gliedern bestehen, wie dies bei vielen Rosaceen der Fall ist, ist sehr 
beachtenswert und gewiß außergewöhnlich .!) 

Bei der Beurteilung des morphologischen Wertes des Außenkelches 
muß man sich besonders vor Augen halten: 

1. Die ganz gewöhnliche, häufig vorkommende Teilung des Calyculus 
in zwei (häufig jedoch auch mehrere) Segmente oder Zipfel bedeutet noch 
keine Zerlegung in die ursprünglichen Stipulen. Es ist dies bloß ein in den 
Blütenphyllomen weit verbreitetes Spalten und Teilen. 

2. Größe, Form, Farbe und Konsistenz des Calyculus sind durchgehends 
sekundäre Erscheinungen, aus welchen man ebenfalls nicht mit Bestimmtheit 
auf die morphologische Natur des Außenkelches schließen kann. 

3. Der Aupenkelch ist jedenfalls der Teil eines Blattes und kann sich 
als solcher auf die mannigfaltigste Weise umwandeln und gegebenen Falls ein 
ganzes Blatt nachahmen. 

4. Nimmt man die Phyllomnatur des Blütenbechers an, kann man 
infolgedessen den Außenkelch nicht als ganzes Nebenblatt auslegen. 


* x * 


Wir führen zunächst die Verbreitung des Calyculus in der ganzen 
Familie der Rosaceen an, wobei wir dem System Focke’s in Engler’s 
Pflanzen.-Fam. III. 3 folgen.?) 


I. Spiraeoideae. — Kein Außenkelch. 
II. Pomoideae. — Kein Außenkelch. 
III. Rosotdeae. — Der Außenkelch meist vorhanden. 


In der Abteilung Kerrieae ist der Calyculus bei der Gattung Rhodo- 
typus entwickelt, fehlt jedoch bei den Gattungen Kerria und Neviusia. 
Die letztgenannte Gattung ist dadurch interessant, daß bei ihr auch die 
Petalen fehlen, während der Kelch blattartig entwickelt und gesägt ist. 

Der artenreichen Gattung Rubus fehlt der Außenkelch. 

In der Abteilung der Potentillineae ist der Außenkelch fast immer 
vorhanden; so kommt er vor bei allen Arten der Gattungen Fragaria, 


1) Ein ähnlicher Außenkelch kommt besonders beiden Malvaceen vor, 
wo er sehr verschieden gedeutet wird; Velenovsky faßt ihn als ein Stipular- 
gebilde des Kelches auf. 

*) Für die mitteleuropäischen Gattungen und Arten vergl. besonders 
Ascherson und Graebner, Syn. Mitteleurop. Flora VI. S. 5 ff. (1900). 
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Potentilla, Horkelia, Ivesıa, Drymocallis, Stellariopsis, Sibbaldia, Potaninia, 
fehlt jedoch bei der Gattung Chamaerhodos (Ch. erecta (L.) Bunge). 

In der Abteilung der Dryadineae pflegt der Außenkelch gewöhnlich 
entwickelt zu sein, so meist beiden Gattungen Waldsteinia, Coluria, Fallugia 
und regelmäßig bei der großen Gattung Geum, er fehlt jedoch der Sektion 
Stylipus der letztgenannten Gattung, wohin das nordamerikanische Geum 
vernum Torr. gehört ; ebensowenig findet man ihn bei den Gattungen Dryas 
und Cowania. 

In der Abteilung Sanguisorbeae kommt er bei den Gattungen Alche- 
milla, Agrimonia, Aremonia, Spenceria, Leucosidea und Hagenia vor, fehlt 
jedoch den Gattungen Sanguisorba, Poterium, Margyricarpus, Tetraglochin, 
Polylepis, Acaena, Bencomia und Cliffortia. 

Bei der sehr artenreichen Gattung Rosa fehlt der Calyculus durch- 
gehends, doch beobachtete ich abnorm bei einer in unserem botanischen 
Garten kultivierten Rosa cinnamomea L. einen gewissen Pseudocalyculus 
in Gestalt lineal-fadenförmiger, langer Segmente, genau in der Mitte 
zwischen den ganzrandigen Kelchzipfeln an jener Stelle, wo bei anderen 
Rosaceen der Außenkelch zu stehen pflegt. Nach Übergängen zu urteilen, 
welche ich an einigen Blüten beobachtete, war dies jedoch kein echter 
Außenkelch, sondern es waren Fiederzipfel des Kelches, wie sie bei der 
Gattung Rosa häufig auftreten; hier waren sie aber regelmäßig einem 
Außenkelche entsprechend angeordnet und dadurch noch auffallender, da 
bei dieser Art der Kelch gewöhnlich ganzrandig ist. 

IV. Neuradoideac. — Der Außenkelch ist bei der Gattung Neurada 
entwickelt, fehlt jedoch bei der Gattung Grielum. 

V. Prunoideae. — Kein Außenkelch. 

VI. Chrysobalanoideae. — Auch bei dieser, von den eigentlichen 
Rosaceen stark abweichenden Unterfamilie ist ein Außenkelch niemals 


vorhanden. 
* * * 


Der Außenkelch unterliegt ungemein mannigfaltigen Variationen, die 
sich einerseits als mehr oder weniger konstantes Merkmal einzelner Arten, 
andererseits als Abnormitäten erweisen. Wie Th. Wolf, der Monograph 
der sehr schwierigen, über 300 Arten zählenden Gattung Potentilla anführt, 
läßt sich die Ausbildung des Calyculus zu diagnostischen Zwecken gut 
verwenden, ebenso wie bei zahlreichen anderen Gattungen, bei denen 
entweder ganze Artengruppen (so z. B. innerhalb der Gattung Horkelia) 
oder einzelne Arten durch Form und Größe des Außenkelches chakterisiert 
sind. Als Beispiel seien zwei in unserem botanischen Garten gewöhnlich 
kultivierte Arten der kleinen Gattung Waldsteinia erwähnt, und zwar 
W. geoides Willd. und W. trifolia Koch, bei welchen man eine auffallende 
Verschiedenheit in der Ausbildung von Kelch und Calyculus beobachten 
kann. Bei W. geoides zeigt sich der Außenkelch in Gestalt fadenförmiger, 
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ziemlich lange Blattchen, die Zipfel des eigentlichen Kelches sind breit, 
länger, und gewöhnlich dreizähnig. W. ¢trifolia hingegen besitzt lineale 
Außenkelchblätter, die um ?/, kürzer sind als der Kelch, dessen Zipfel 
kurz eiförmig, lanzettlich oder dreieckig sind. 


Bei manchen Arten ist die Ausbildung des Außenkelches ziemlich 
konstant, bei anderen findet sich stets eine gewisse Anzahl von Abwei- 
chungen, wie man dies leicht durch Untersuchung eines größeren Materiales 
feststellen kann. Bei einigen Arten ist sogar diese Veränderlichkeit und 
Unbeständigkeit des Außenkelches gewissermassen ein konstantes Merkmal. 


Bei den Fragaria-Arten sind solche Abweichungen sehr häufig, 
besonders bei den im Garten kultivierten Pflanzen. Sehr oft sind einige 
(oder sogar alle) Außenkelchblätter mehr oder weniger zweizähnig, zwei- 
spaltig oder ganz in zwei selbständige Blättchen getrennt. Diese Blättchen 
pflegen bald gleich groß, bald wieder von sehr verschiedener Größe zu sein ; 
mitunter gleichen sie an Größe dem ursprünglichen Außenkelchblatte, 
manchmal überragen sie dieses sogar bedeutend an Größe. Dies berechtigt 
uns jedoch nicht diese häufig auftretenden Abnormitäten in jedem 
Falle als Urform, als eine atavistische Abnormität, d. h. Spaltung eines 
durch kongenitales Verwachsen zweier ‚Nebenblätter‘‘ entstandenen 
Phyllomes zu betrachten, was besonders aus folgenden Umständen her- 
vorgeht: 

1. Es finden sich mitunter auch mehr oder weniger zweizipflige bis 
vollkommen in 2 Blättchen geteilte Kelchblätter. Es kann auch geschehen, 
daß 3 bis 4 Kelchzipfel derartig gespalten sind, wobei die Blättchen des Aupen- 
kelches ungeteilt bleiben, so daß man in solchen Fällen mit gleicher Be- 
rechtigung behaupten könnte, der Kelch sei aus Nebenblättern hervorge- 
gangen, die dem Außenkelche angehören. Dies wäre jedoch eine ungerecht- 
fertigte Schlußfolgerung ; man erkennt eben daraus, daß es sich in beiden 
Fällen bloß um ein gewöhnliches Spalten und Teilen der Blütenphyllome 
handelt. 


2. In manchen Fällen entwickelt sich der Aupenkelch zu einem drei- 
zähnigen Blättchen oder er vergrößert sich und nimmt vollkommen den Cha- 
rakter eines Hochblattes an, obwohl er nur einen ‘freien Scheidenzipfel vor- 
stellt. Ein besonders interessanter Fall ist in Fig. 14 verbildlicht. Wir 
sehen hier 5 Kelchblätter, von denen drei (1, 2, 5) normal sind, eines (3) 
unsymmetrisch kurz-zweizipfelig, und das letzte (4) tief in zwei Blättchen 
eingespalten. Auch beim Außenkelche sind 3 Blättchen ziemlich normal 
(b, d, e), wenn auch von ungleicher Größe; das vierte (c), das durch seine 
Größe auffällt, ist an seinem Ende kurz gespalten, das letzte (a) ist in 
eigenartiger Weise umgeändert, es ist nämlich in zwei selbständige, mit 
dem Kelche gleichlange Blättchen geteilt, von denen das eine schmal 
lineal-lanzettlich, ungeteilt, das andere ein wenig kleiner als der eigentliche 
Kelch und am Ende dreilappig ist, als würde es ein Hochblatt vorstellen, 
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dessen Mittellappen der reduzierten Blattspreite und dessen Seitenlappen 
den freien Stipularzipfeln entsprechen würden. 

Verschiedene andere Fälle, in denen der Außenkelch, eventuell auch 
der Kelch sich teilt und verschieden umändert, beobachtete ich in großer 
Zahl, doch dürften die angeführten Beispiele als Beleg unserer Behauptung 
genügen. 

3. Zuweilen teilt sich der Außenkelch der Erdbeeren in drei, oder wie 
ich einmal beobachten konnte, sogar in vier, ziemlich gleich große Blättchen. 

4. Die Metamorphosen des Außenkelches und Kelches täuschen gar 
oft auf den ersten Blick. So fand ich einige Blüten von Fragaria elatior, 
bei denen sich der Kelch in sonst ganz normalen Blüten in einen breiteren, 
gewissermaßen eine Scheide nachahmenden basalen Teil und einen schmä- 
leren, einer Blattspreite ähnelnden (Fig. 8) oberen Teil zu unterscheiden 
begann, obwohl allerdings das ganze Kelchblatt nur der Blattspreite ent- 
spricht, da sein wahrer Stipularteil einerseits den Blütenbecher, anderer- 
seits den Außenkelch bildet. Alle diese Veränderungen sind ausgesprochen 
progressiver Natur und bestätigen von neuem die bekannte Tatsache, daß 
das Blatt und seine Teile sich häufig auf die wunderlichste Weise um- 
ändern. 

Eine noch bedeutend größere Anzahl von Variationen findet man 
bei der formreichen Gattung Potentilla, bei welcher zwar der Außenkelch 
gewöhnlich aus ganzrandigen, kleineren Blättern besteht, manchmal ist eı 
jedoch (normaler Weise) bedeutend größer als der Kelch und gegebenen 
Falls sogar blattartig ausgebildet. Bei unseren heimischen Potentilla-Arten 
pflegt der Calyculus einfach und kleiner als der Kelch zu sein, obwohl schon 
z. B. Potentilla recta häufig einen Außenkelch aufweist, der bedeutend 
größer als der Kelch ist. 

Im folgenden führen wir einige interessante normale und abnorme 
Beispiele verschieden ausgebildeter Außenkelche innerhalb der Gattung 
Potentilla an: 

1. Ein großer, mehr oder weniger gezähnter, lappiger oder auch 
blattartig ausgebildeter Außenkelch findet sich als ein spezifisches Merkmal 
bei folgenden Vertretern der Gattung Potentilla. 

Potentilla heterosepala Fritsch, heimisch in den Hochgebirgen von 
Mexiko, Gvatemala und Neu-Granada, besitzt einen mit dem Kelche 
ziemlich gleichlangen Außenkelch, dessen Blättchen elliptisch, stumpf und 
gewöhnlich dreizähnig oder dreispaltig mit verlängertem Mittellappen sind. 
K. Fritsch!) beschreibt sie folgendermassen: ‚Die Blätter des AuBen- 
kelches sind in der Mehrzahl der Fälle dreispaltig und den obersten Vor- 
blättern einigermaßen ähnlich ; manchmal sind aber die beiden Seitenzipfel 


1) K. Fritsch, Über eine neue Potentilla aus Mittelamerika, Englers 
Botan. Jahrb. XI., p. 316 (1890). 
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nur schwach angedeutet oder sie fehlen ganz ... Bei jeder Blüte ist aber 
mindestens ein Teil der Kelchblätter dreispaltig.‘ 

Bei der nahe verwandten Potentilla Dombeyi Nestl. aus den hohen 
Kordilleren Südamerikas kommen nach Th. Wolf!) wenigstens in der 
Varietät andicola Lehm. ebenfalls manchmal 2 bis 3spältige Außenkelch- 
blätteı vor. 

Vom größten Interesse sind die Außenkelche der asiatischen Poten- 
tilla indica Th. Wolf (= Fragaria indica Andrews, Duchesnea fragarioides 
Sm., Duchesnea indica Focke), bei welcher sie, wie Fig. 13 veranschaulicht, 
nicht selten (bei normalen Blüten!) größer als der Kelch, dreilappig und 
die Lappen ott noch mit 1—2 Seitenzähnen, grün und assimilierend zu 
sein pflegen, so daß niemand in ihnen paarweise verwachsene Nebenblatt- 
zipfel abnen würde! Auf den ersten Blick bietet diese Art einen gewichtigen 
Beleg gegen die Stipularnatur des Außenkelches, vergleichen wir jedoch 
alle Modifikationen, so sehen wir, daß dies bloß ein Extrem ist, welches 
durch allmähliche Übergänge mit der ursprünglichen Form zusammen- 
hängt. Penzig?) erwähnt, daß bei dieser Art die AuBenkelchblätter 
oft in zwei gleiche und selbständige Hälften geteilt sind. 

Th. Wolf (l. c. p. 665) schildert den Außenkelch dieser Art, die 
er mit Recht der Gattung Potentilla einreihte, wie folgt: ,,sepala externa 
foliacea cuneato-obovata antice tridentata vel trilobata (rarius 5- vel 
pluridentata) sub anthesi internis subaequilonga vel longiora post anthesin 
reflexa‘‘. Weiterhin beschreibt er eine interessante Varietät (var. serrulata 
Th. Wolf I. c. p. 666), bei der die ,,sepala externa oblongo-ovata acute 
5—Tserrata” sind. 

Die in Armenien einheimische Potentilla Seidlitziana Bien. hat zwar 
den Außenkelch bedeutend kürzer als den Kelch, die Blättchen des ersteren 
sind jedoch vorne dreilappig, mit sehr stumpfen Lappen. 

Die besonders im Himalaya-Gebirge wachsende Potentilla doubjou- 
neana Camb. besitzt einen mit dem Kelche fast gleich langen Außenkelch, 
dessen Blättchen breit keilförmig obovat und tief dreispaltig sind; die 
Kelchblätter sind wie bei allen vorher erwähnten Arten ungeteilt und 
ganzrandig. 

2. Eine besondere Abnormität bei Potentilla verna L. beobachtete 
Th. Wolf, dessen Liebenswürdigkeit ich ihre getreue Abbildung zu ver- 
danken habe. Der Außenkelch war bei ihr blattartig entwickelt, als große, 
grüne, gezähnte Blattchen; die Kelchblätter waren klein, normal, und 
zum Teil in 2 Blättchen geteilt, so daß es dieser merkwürdigen Abnormität 
zufolge scheinen würde, als entspräche der Calyculus der Blattspreite und 
der Kelch eher den Stipulen. Es ist dies ein neuer Beweis, auf wie sonder- 


1) Th. Wolf, Monographie der Gattung Potentilla, Biblioth. Botan. Heft 71 
(1908) p. 397. 
*) Penzig, Pflanzen-Teratologie, I., p. 429 (1890). 
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bare Art sich ein Blatteil umändern kann. Th. Wolf (l. c. p. 23) 
äußert sich über diesen Fall folgendermaßen: „Von P. verna sah ich eine 
Blüte, an der die 5 äußern Kelchzipfel 2mal so lang als die innern, breit 
und tief gezähnt, kurz den ausgebildeten Hochblättern der Pflanzen 
vollkommen ähnlich waren und einen Hüllkelch bildeten, welcher auf- 
fallend an die Hülle von Eranthis hyemalis erinnerte‘. Dazu fügt Wolf 
noch hinzu: „Überhaupt erlauben sich die äußern Kelchzipfel viel mehr 
Unregelmäßigkeiten als die innern, sie erinnern dadurch oft viel eher als 
diese an ihre ursprüngliche Blattnatur, und dies spricht nicht gerade zu 
Gunsten der Deutung derselben als ursprüngliche Nebenblättchen der 
innern Kelchzipfel. Bei den innern Zipfeln kommt eine ausnahmsweise 
Spaltung nur sehr selten, und eine regelmäßige Zähnelung derselben, soviel 
ich weiß, nur bei P. geoides und P. calycina vor.“ 


3. Bei Potentilla canescens und balcanica beobachtete ich ein Anwachsen 
eines oder zweier Hochblätter an den Blütenbecher, also eines Phylloms an 
eine andere Phyllombildung. Es ist dies zwar eine sonderliche Abnormität, 
doch könnte man mehrere Analogien aus anderen Pflanzenfamilien anführen. 
In einem Falle war die Verschiebung und Emporhebung ziemlich deutlich, 
in einem anderen Falle (bei P. canescens) wuchs ein kleines Hochblatt aus 
dem Hypanth hervor ohne jedwede Andeutung eines Herablaufens. Diese 
Abnormitäten zeugen jedoch nicht gegen die Phyllomnatur des Blüten- 
bechers. 


4. Für einige Potentilla-Arten ist es sehr bezeichnend, daß der 
Außenkelch frühzeitig und rasch heranwächst und dadurch bedeutend 
dem Kelche voraneilt, wie dies häufig bei Stipularbildungen vorkommt, 
welche sich vor der Blattspreite zu entwickeln pflegen. Als Beispiel möge 
die wohlbekannte Potentilla reptans L. (Fig. 9) dienen. 


5. In Süd-England fand ich bei Richmond an einer gewöhnlichen 
Potentilla argentea L. zwei sonst vollkommen normale Blüten, von denen 
der einen zwei, der anderen drei Außenkelchblätter fehlten, während die 
vorhandenen ungeteilt waren. Diese Erscheinung ist, soweit mir bekannt 
verhältnissmäßig selten, läßt sich jedoch morphologisch leicht erklären, 
denn bekannterweise bleiben selbst bei den Laubblättern mitunter die 
freien Scheidenöhrchen unentwickelt. Übrigens besitzen zahlreiche Rosa- 
ceen-Gattungen, so z. B. Rubus, mit Stipulen versehene Blätter, und 
dennoch bilden die Kelchblätter ihren Stipularteil (den Blütenbecher) 
ohne freie Scheidenöhrchen (den Außenkelchblättern). Verhältnissmäßig 
am häufigsten abortiert eines oder das andere Außenkelchblatt bei der 
Gattung Geum, bei welcher übrigens der Art Geum vernum normaler Weise 
der Außenkelch überhaupt fehlt. Daß ein oder zwei Außenkelchblätter 
unterdrückt waren, beobachtete ich an mehreren der in unserem botani- 
schen Garten kultivierten Arten, wenn auch nur an einzelnen Blüten und 
nach Durchsicht eines umfangreichen Materiales. Bei Geum urbanum wurde 
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außerdem von J. Roeper!) ein vollständiger Abort einiger Außen- 
kelchblätter beobachtet. 

6. Eine interessante Abnormität fand ich an einer Blüte von Poten- 
tilla vecta. Der Außenkelch wurde von 5 durchgehends ungeteilten Blätt- 
chen gebildet, welche bedeutend größer waren als die sämtlich bis zur 
Basis geteilten Kelchblätter. 

7. Die Teilung des Außenkelches in zwei Blättchen ist eine sehr 
verbreitete Erscheinung. Es finden sich Übergänge von kurz zweizähnigen 
Blättchen bis zu vollkommen geteilten, manchmal pflegen sie sogar mehr- 
zähnig zu sein oder selbst einem Hochblatte ähnlich, so z. B. nicht selten 
bei Potentilla rupestris. Die größte Anzahl von Außenkelchblättern fand ich 
bei einer siebenzähligen Blüte von Potentilla recta, bei der alle Blättchen 
geteilt waren, so daß ihre Gesamtzahl 14 betrug. Gewöhnlich pflegen 
jedoch bei mehrzähligen (6—9zähligen) Blüten, die,oft endständig sind, 
die Außenkelche ungeteilt zu sein. Auch vierzählige Blüten mit nur 4 Außen- 
kelchblättern gehören zu den Seltenheiten. 


Von übrigen bei den Rosaceen auftretenden Abnormitäten sei ein 
interessanter Fall bei Waldsteinia geoides (Fig. 7) erwähnt, deren normaler 
Kelch und Calyculus schon vorher beschrieben wurden. In einer dieser 
abnormalen Blüten fanden sich nur 4 normale, breite und dreizähnige 
Kelchblätter, das fünfte war in der Form eines schmal-linealen Segmentes 
nach Art des Calyculus entwickelt ; die Außenkelchzipfel waren teilweise 
kurz, teilweise verlängert. Diese beachtenswerte Abnormität ist ein neuer 
Beleg dafür, daß man sich bei der Feststellung des morphologischen Wertes 
dieser Organe nicht durch ihre Form und Größe täuschen lassen darf. 

Bei Rhodotypus kerroides ist der Calyculus im ganzen mit den Stipulen 
der Stengelblätter übereinstimmend ausgebildet. Die ausgewachsenen Blätter 
sind hier am Grunde zu einem kurzen Stiele verengt, an dessen Seiten sich 
kleine, vollkommen freie, lineal-lanzettliche bis lineale, zugespitzte, 2-3 mm 
lange und mehr oder weniger haarige Nebenblätter befinden. In der Jugend 
sind diese grün, später werden ihre Spitzen braun und vertrocknen schließ- 
lich vollkommen. Das letzte Blattpaar unter der Blüte pflegt manchmal 
längere und der Blattbasis genäherte Stipulen aufzuweisen. 

Als Außenkelch verbleiben diese Nebenblätter in ganzen unverändert ; 
die gezähnten und großen Kelchblätter, welche sich deutlich als wenig 
modifizierte Laubblätter praesentieren, verwachsen nur ganz kurz an ihrer 
Basis, so daß hier der Blütenbecher nur unbedeutend oder kaum entwickelt 
ist. Allerdings sitzt diese verwachsene Kelchblattbasis einem stark ver- 
dickten Blütenstiele auf, welchen man jedoch von der verschmolzenen Kelch- 
basis streng unteischeiden muß. 


1) J. Roeper, Ber. über die Verh. d. Schweiz. Naturf. Ges. in Basel 
1834—35; Die Stellung der Frucht ist von der Stellung des vorhergehenden Organen- 
Kreises der Blume abhangig, Bot. Zeit. IV. S. 212 (1846). 
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Die Außenkelchblätter stehen entweder einzeln zwischen den Kelch- 
blättern oder zu 2 oder 3, in welchem Falle sie jedoch von den basalen, 
verlängerten Kelchzähnen manchmal schwer zu unterscheiden sind. Nicht 
selten sind die Kelchblätter ungleich groß, und zwar sind die zwei des 
Außenkreises groß, beiderseits mit einem Außenkelchblatte versehen, 
während die zwei bedeutend kleineren des inneren Kreises öfters von 
keinem Außenkelch begleitet sind. 

Häufig beobachtete ich abnorme Fälle, in denen sich von dem 
höchsten Laubblattpaare bloß ein Blatt entwickelte, während das andere 
ihm gegenständige Blatt durch ein blattartig ausgebildetes, ihm gegen- 
überstehendes Kelchblatt vertreten wurde; dabei war der Blütenstiel an 
seinem Ende gewöhnlich stark verkehrt-kegelförmig verdickt. Übrigens 
sind die Kelchblätter auch sonst nur wenig verändert im Vergleich zu 
den Stengelblättern und sind mitunter an der Basis bis zum fleischigen 
Blütenboden (dem verdickten Blütenstiele) frei. So sehen wir bei Rhodo- 
typus eine interessante Korrelation zwischen den scheidenlosen, jedoch 
mit freien Stipulen versehenen Stengelblättern und den Kelchblättern, 
welche ebenfalls keine Scheide, die sich bei den Rosaceen zu einem 
Blütenbecher ausbildet, besitzen, nur am Grunde kurz verbunden sind 
(ohne ein deutliches Hypanth zu bilden)!) und gleiche Stipulen (Ca- 
lyculus) wie die Laubblätter aufweisen. 

Bei Untersuchung einer großen Anzahl von Rhodotypus-Blüten fand 
ich auch auf einem seitlichen, plagiotropischen Zweige eine interessante 
zygomorphische Blüte; dicht unter derselben war bloß ein einziges Blatt 
entwickelt, das ihm gegenüberstehende Kelchblatt war blattartig aus- 
gebildet und verlängert. Die Symmetrieachse ergab sich aus der Zweig- 
ebene. Das obere Kelchblatt war das kürzeste, eher angedrückt, die 
zwei seitlichen länger und ein wenig abstehend, und das unterste mehr 
als doppelt so lang als das oberste. Die zwei oberen Petalen waren bedeu- 
tend kleiner (mehr als zweimal), die zwei unteren großen stellten gewisser- 
maßen eine Unterlippe vor. Die Außenkelchblätter waren ungeteilt und 4 
an Zahl, in den Staubblättern war die Zygomorphie nur schwach angedeutet. 

Bei Hagenia abyssinica Willd. ist der Außenkelch der weiblichen 
Blüten bedeutend größer als der Kelch. 

Bei der Gattung Stellariopsis (St. santolinoides (Gray) Rydb.) sind 
die Außenkelchblätter ungeteilt und viel kleiner und kürzer als der Kelch ; 
sie messen bloß 1/, der Länge der Kelchzipfel (ohne das Hypanth). 

Bei der Gattung Drymocallis ist das Größenverhältniss von Kelch 
und Außenkelch ziemlich konstant; der Calyculus ist hier einfach und 
viel kleiner als der Kelch. Bei D. fissa (Nutt.) Rydb. sind jedoch die 
Außenkelchblätter manchmal gezähnt, dabei aber bedeutend kürzer als 
die Kelchzipfel. 


1) Vrgl. auch Velenovsky, IL. c., p. 832. 
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Bei der Gattung Horkelia besitzt die weitaus größere Zahl der Arten 
ungeteilte Außenkelche, die bedeutend kleiner und kürzer als die Kelche 
sind. Bei H. capitata Lindl. und pseudocapitata Rydb. sind zwar die Außen- 
kelchblätter mit dem Kelche fast gleich lang, jedoch schmal lineal. Ganz 
anders sind sie dagegen bei H. californica Cham. & Schlecht. ausgebildet ; 
hier sind sie, wie bei einigen wenigen Potentillen blattartig, groß, grob- 
gezähnt, länger als der Kelch und zur Fruchtzeit ausdauernd. R y d- 
berg!) beschreibt sie wie folgt: ,,bractlets 5—10 mm long ribbed ovate 
and generally 3toothed at the apex, the middle tooth the longest somewhat 
exceeding the ovate acute sepals; bractlets and sepals generally erect 
in fruit’. 

Auch die verwandte H. /rondosa (Greene) Rydb. besitzt einen eiför- 
migen, gewöhnlich am Ende dreizäbnigen Außenkelch, der etwas länger 
ist als die dreieckig-lanzettlichen Kelchzipfel. 


Einige Bemerkungen über den Blütenbecher der Rosaceen. 


Die Phyllomnatur des Rosaceen-Hypanths wid deutlich durch ver- 
schiedene Abnormitäten bewiesen, dennoch neigt die Mehrzahl der Autoren 
von Schleiden angefangen bis in die neueste Zeit zur Ansicht, daß der 
Blütenbecher von Achsennatur, also eine echte Kupula, sei. Viel schwie- 
riger ist es jedoch zu entscheiden, wie weit das phyllome Receptaculum, 
und wie weit der Blütenboden oder Karpophor, in manchen Fällen auch 
der Blütenstiel reichen. Die Grenze zwischen letzterem und dem Karpophor 
ist von geringerer Bedeutung, denn beide sind Achsengebilde; bedeutend 
wichtiger ist es die genaue Grenzezwischen Blütenbecher und Blütenboden 
festzustellen. An normalen Blüten läßt sich diese Frage gewöhnlich nicht 
lösen, da weder der Vorlauf der Gefäßbündel noch die übrige anatomische 
Struktur sichere Anhaltspunkte bieten. 

In den von mir untersuchten Fällen scheint mir an der Bildung des 
Blütenbechers nur der Kelch beteiligt zu sein, und zwar mit seinem Sti- 
pularteile, und keineswegs Stamina und Petalen. Dies bestätigen die be- 
schriebenen Abnormitäten, denn selbst nach Zerlegung des Blütenbechers 
bleiben Staubblätter und Petalen meist ganz unverändert, was gewiß nicht 
der Fall wäre, wenn sie sich mit ihren Basalteilen an der Bildung des 
Hypanths beteiligen würden. Übrigens führt Velenovsky ähnliche 
„Kelchbecher‘‘ in den Familien Lythraceae, Saxifragaceae u. a. an. 

Die Stamina sitzen bei den Potentillen (und auch anderen Rosaceen) 
einer mehr oder weniger hervorragenden, verdickten, drüsigen Scheibe 
(,, Honigscheibe“, ,,Discus‘‘) auf, welche eine Effiguration des Blütenbechers 
zu sein scheint. Zerlegt sich der Blütenbecher (s. Fig. 12), so verkürzt 


1) Pa Ay Rey dibieinig, LC AtAa DATES SEE D 26: 
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sich der Teil zwischen dem Karpophor und der Scheibe stark, so daß dann 
die unveränderten Stamina und Petalen dicht unter dem Blütenboden 
inseriert sind. Bei einigen vergrünten Potentillenblüten scheint es bei 
Zerlegung des Blütenbechers, als ob der obere Teil zwischen Karpophor 
und Discus ganz dem Blütenboden angehören würde, so daß die drüsige 
Scheibe einen Abschluß desselben (morphologisch allerdings auch nur eine 
Emergenz) vorstellen würde. Dann müßte man allerdings auch annehmen, 
daß dem oberen Mittelteile des phyllomen Receptaculums der gewisser- 
maßen flach verbreiterte Blütenboden anwächst. In vergrünten Blüten 
entwickelt sich jedoch der Blütenboden oft als zylindrische Achse, der 
Discus sowie die Verbreiterung des Blütenbodens verlieren sich, Stamina 
und Petalen sitzen dann der mehr oder minder verlängerten Blütenachse 
auf. Es gelang mir nicht diese schwierige Achse anatomisch zu lösen, 
und ich wage es auch nicht ohne weiteres eingehendes Studium ein defi- 
nitives Urteil zu fällen. Es sei jedoch hervorgehoben, daß sich an der 
Theorie von der Phyllomnatur des Receptaculums im Grunde nichts 
ändern würde, selbst wenn man dieses Anwachsen des verbreiterten Blüten- 
bodens auf den Blütenbecher annehmen würde. Man würde im Gegenteile 
in diesem Falle leicht die oft wiederholte Einwendung widerlegen können, 
daß das Hypanth nicht von Blattnatur sein könne, da sonst Phyllome 
(Stamina und Petalen) aus Blättern entspringen würden. Diese Einwendung 
ist aber nicht gar zu ernst zu nehmen, selbst dann nicht, wenn man einen 
ausschließlich phyllomen Blütenbecher anerkennt. Es handelt sich dann 
um eine Verschiebung auf ein Phyllomgebilde, welche jedoch keine Spuren 
hinterließ, wie dies auch sonst im Pflanzenreiche vorkommt. Es wäre dies 
also ein ideales und kongenitales Verschieben, von welchem man allerdings 
heute nicht weiß, wie es stattfand. 

Celakovsky (in der zitierten Abhandlung) sieht das freie Recep- 
taculum (Rosa) als ein ausschließliches Achsengebilde an, in anderen 
Fällen glaubt er, daß die Achse mit den Karpellen verwächst. So sagt er 
auf S. 6: „... folgt nun die richtige Deutung, nach welcher die Cupula 
des Cupularfruchtknotens zwar ein axiles, aber innen mit den vollständig 
bis zur Fruchtknotenbasis ausgebildeten Carpellen verwachsenes Gebilde 
ist, welches die übrigen Blütenkreise, wenigstens die Corolle und Staub- 
blätter frei entwickelt auf seinem Gipfel trägt‘. 

Bentham und Hooker!) bezeichnen den Blütenbecher als 
„tubus calycis“, den Außenkelch hingegen als Hochblätter (bracteolae). 
Ihnen zufolge wächst der Discus dem B ütenbecher an; das Gesamtver- 
hältniss drücken sie folgendermaßen aus: ,,Calyx liber vel ovario adnatus ; 
tubus brevis vel elongatus, angustus vel explanatus, lobi saepissime 5, ... 
nune 5bracteolati. Discus tubum calycis vestiens, margine saepissime inte- 
gerrimo rarissime tumido vel lobato‘. 


1) Bentham und Hooker, Genera plant. I., p. 600. 
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Die Ansichten dieser Autoren sind daher auch von unserem Stand- 
punkte aus im ganzen richtig. 


Von Wichtigkeit ist auch der Umstand, daß die Achse manchmal 
durchwächst und der Blütenbecher erhalten bleibt, so daß es daher nicht 
denkbar ist, daß die normal weiterwachsende Achse sich gleichzeitig 
seitlich verbreitern könnte. Zutreffend äußert sich hierüber Velenovsky 
(MC Ep2906)E 

„Häufig nämlich sind die Blüten der Gattungen Potentilla und 
Geum so umgewandelt, daß das Receptaculum samt den Staubblättern 
normal bleibt, aber daß die Blütenachse weiter wächst in derselben Gestalt, 
wie der Stiel unterhalb des Receptaculums und daß sie am Ende neuer- 
dings eine Blüte oder nur Karpelle trägt. Bei einer solchen Gestaltung ist 
es undenkbar, daß eine absolut gleiche Achse unterhalb und oberhalb 
des Bechers sich interkalar zu einem Receptaculum erbreitern würde.‘ 

Bei der Gattung Geum finden sich häufig vergrünte Blüten, welche 
für die Phyllomnatur des Blütenbechers und die richtige Auffassung des 
Calyculus sprechen. Schon im J. 18441) erwähnt Kirschleger ein 
„Geum nutans, calycis phyllis magnis foliaceis, stipulis incisis interjectis 
quinque, petalis oppositis". 

Chr. Luerssen?) beschreibt eingehend vergrünte und mehr 
oder minder durchwachsene Blüten von Geum rivale L., welche deutlich 
die Stipularnatur des Calyculus und den Phyllomcharakter des Blüten- 
bechers bezeugen. In den von Luerssen beschriebenen Fällen waren 
die Sepalen meist vermehrt. So hatte eine Blüte z. B. „statt des Keiches 
einen Kranz von Blättern, die den oberen Stengelblättern normaler Pflanzen 
ähnlich waren und eine große, rosettenförmig ausgebreitete Hülle bildeten, 
durch welche die Pflanzen vom weiten ein anemonenartiges Ansehen 
erhielten. Diese Hülle bestand aus 7 größeren, am Grunde blattstielartig 
verschmälerten (der Blütenbecher war nämlich vollständig zerlegt. Bem. 
d. Aut.), lappig-gekerbten, weich behaarten Blättern, zwischen denen je 
1 oder 2 kleinere, an der Spitze meist dreilappig gekerbte standen, so daß 
von letzteren 9 vorhanden waren. Die größeren Hüllblätter vertreten 
hier gleichsam die großen Kelchabschnitte der normal entwickelten Blüte, 
während die kleinen an Stelle der zwischen den Kelchlappen eingefügten 
Nebenblättchen stehen‘. 

Seither wurden vergrünte Blüten bei der Gattung Geum wiederholt 
beschrieben und alle diese Abnormitäten zeugen von der Phyllomnatur 
des Blütenbechers.?) 

1) Kirschleger, Teretologische Notizen, Flora XXVII., p. 130 (1844). 

:) Chr. Luerssen, Beiträge zur Pflanzen-Teratologie, Österr. Bot. 
Zeitschr. XV. 343 ff. (1865). 

3) Vrel. z. B. J. Györftfy, Növeny teratologiai adatok, Jahrb. d. Ungar. 
Karpathenver. XXXII. 1905, I. 
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Bei Fragaria vesca beobachtete Velenovsky im Sommer 1911 
(nach mündl. Mitteilung) teilweise vergrünte Blüten, welche ihm die 
Richtigkeit seiner Ansicht über Blütenbecher und Calyculus bestätigten. 

Übrigens wurden vergrünte Blüten bei Fragaria sehr häufig beschrie- 
ben,!) doch oft ohne gehörige Rücksicht auf die morphologische Auffassung 
des Blütenbechers. Einen interessanten Fall vergrünter Blüten bei Fragaria 
vesca erwähnt W ydler,?) welcher vollständig vergrünte Stamina, Petalen 
und Karpellen fand, leider jedoch die Insertion der einzelnen Blütenteile, 
was von besonderer Wichtigkeit ist, nicht genügend eingehend beschreibt. 

In seiner Monographie der nordamerikanischen Potentilleae (p. 7—9) 
erörtert P. A. Rydberg, daß der Blütenbecher der Rosaceen ohne 
jeden Zweifel von Ka lomnatur sei und beruft sich besonders darauf, daß 
Stamina und Petalen einem Phyllomgebilde nicht inseriert sein können, 
weiters auf den Umstand, daß der Blütenbecher bei Rosa und anderen 
Gattungen manchmal Hochblätter tıägt, und daß die wahre Insertionstelle 
der Sepalen am Ende des Blütenbechers sei, wie dies einige Abnormitäten 
von Rosen sowie der Außenkelch der Potentillen beweisen sollen. Seine 
Hauptgründe für die Achsennatur des Blütenbechers sind sehr originell, 
weshalb sie hier in extenso zitiert sein sollen: „If the cup is regarded as 
the result of the adnation of the lower portions of the sepals, petals and 
stamens“, sagt Rydberg anknüpfend an die Unmöglichkeit des Ent- 
stehens von Blättern auf Blättern, „the difficulty is not removed. The 
petals fall off by a joint at their insertion at the margin of the cup. This 
point should either be the lower end of the petiole or else the petal should 
represent only the leaflet of a unifoliolate leaf. In the first case it would 
be borne on the calyx as above. In the second case, the difficulty wo. Id 
be that the leaflets in Potentilla and most genera are not deciduous, nor 
even jointed to the rachis. We should also find a continuation of the leaf 
downward representing the rachis. There is a kind of continuation in the 
form of a fibro-vascular bundle, but this unites with those from the anti- 
petalous stamens before it reaches the bottom of the cup. So also the 
fibro-vascular bundles of the sepals unite with those of the antisepalous 
stamens. If the three sets of organs were completely united and all inserted 
on the end of the pedicel at the bottom of the calyx, we would have the 
rather absurd condition either that fibrovascular bundles of two sets of 
leaves (petals and stamens, or sepals and stamens) of different ages would 
be united in the organs themselves, or else that the stamens were borne 
on the other organs, just as in the first case, only that the insertion would 
be a little farther down. If the attachment of the stamens, petals and 
sepals is supposed to be at the place where the fibro-vascular bundles 


1) Vrgl. z. B. Penzig, Pflanzen-Teratologie I. S. 430. 
*) H. Wydler, Kleinere Beiträge zur Kenntniß einheimischer Gewächse, 
Flora XVIII. 124—125 (1860). 


28 


separate, the axial portion would end at different heights and still a por- 
tion of the axis would be cup-shaped. It is therefore best to regard the 
whole of the cup axial. In this case the union of the fibro-vascular bundles 
below the margin causes no difficulty as fibro-vascular bundles from leaves 
often unite with other bundles in the stem.“ 


Die Antwort auf diese Ansichten geht schon aus dem früher gesagten 
hervor. Eine einseitige Überschätzung anatomischer Merkmale kann nicht 
zur richtigen Lösung morphologischer Probleme führen, besonders nicht, 
wenn sie morphologischen Abnormitäten derart widerspricht wie in 
unserem Falle. 


K. Domin: Morfol. stud. Rosac. Tab I. 


Z.et K Domi del. 


Bulletin international de l’Acad&mie des Sciences de Bohéme. 1914. 


K.Domin: Morfol.stud.Rosac. Tab. I. 


E.et K.Domin del. 


Bulletin international de l’Académie des Sciences de Bohême. 1914. 


K.Domin: Morfol. stud. Rosac. Tab. Ill. 


Æet K.Domin del 


Bulletin international de l’Académie des Sciences de Bohême. 1914. 


Erklärung der Tafeln 


Tafel I. 


Fig. 1. Eine Blüte von Rosa pimpinellifolia, deren Blütenbecher den unteren 
Teil der vergrünten Kelchblätter darstellt. 

Fig. 2. Potentilla aurea L.: eine sonst normale Blüte mit vergrüntem Kelche. 

Fig. 3. Eine andere vergrünte Blüte von Potentilla aurea (von den umge- 
wandelten Kelchblättern sind bloß die Blattstiele eingezeichnet). Der Blütenbecher 
ist zwar erhalten, er erweist sich jedoch deutlich als der verwachsene Stipularteil 
der Kelchblätter; der Außenkelch ist teilweise normal, teilweise in 2 Blättchen ge- 
spalten. 

Fig. 4. Eine andere vergrünte Blüte derselben Art, in der bereits die 
veränderten Kelchblätter auseinandertreten; das unterste ist etwas entfernt und 
der Calyculus in freie Scheidenöhrchen gelöst. Die Blütenachse wächst durch. 


Tafel II. 


Fig. 5. Eine vergrünte Blüte von Potentilla aurea; der Kelch ist in lang- 
gestielte Laubblätter umgewandelt, von denen das unterste deutlich entfernt ist, 
die vier übrigen folgen paarweise verwachsen. Von den Petalen sind 4 mehr oder 
weniger vergrünt (die Schattierung deutet den virescenten Teil an), das fünfte in 
Gestalt eines grünen Blättchens ist auf die zylindrische, unten nackte, Frucht- 
knoten tragende und am Ende durchwachsende Blütenachse emporgeschoben. 

Fig. 6. Blütenachse mit Fruchtknoten und Blattbasis an einer in ähnlicher 
Weise vergrünten Blüte, stärker vergrößert. 

Fig. 7. Teil des aufgeschnittenen und flach ausgebreiteten Blütenbechers 
von Waldsteinia geoides. Zwei Kelchblätter sind dreizähnig, normal, das dritte ein 
schmales, lineales Blättchen. Die Außenkelchblätter sind in der Länge auffallend 
verschieden. Das Hypanth trägt einen für diese Art charakteristischen, häutigen 
Saumkragen. 

Fig. 8. Abnormale Blüte von Fragaria elatior; die Kelchblätter sind 
in einen breiteren Basalteil und einen schmäleren oberen Teil, gerade so als ob 
in Scheide und Spreite, gegliedert. 

Fig. 9. Blütenknospe von Potentilla replans; der Außenkelch eilt in seiner 
Entwickelung dem eigentlichen Kelche auffallend voran. 


Tafel III. 


Fig. 10. Teilweise vergrünte, durchwachsende Blüte von Potentilla aurea: 
der Außenkelch ungeteilt, die Kelchblätter in Gestalt grüner, gezähnter Blättchen. 
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Fig. 11. Teil einer anderen vergrünten Blüte derselben Pflanze: zwei 
umgewandelte, an der Basis durch ihren Stipularteil verwachsene Kelchblätter und 
ein dicht ober ihrer Insertion eingefügtes Petal, dessen Blattstiel teilweise petaloid 
(gelb) ist und bereits auf einer Seite einen Stipularzipfel ausgebildet hat. 

Fig. 12. Durchschnitt durch eine andere vergrünte Blüte, welcher den 
Abort des drüsigen Discus und die vollständige Zerlegung des Blütenbechers zeigt. 
Stamina und Petalen sind der Achse, d. h. dem stark verkürzten Teil zwischen Blüten- 
boden und Discus inseriert. 

Fig. 13. Normale Blüte von Potentilla indica Th. Wolf. Der Außenkelch 
ist blattartig, gezähnt und größer als der Kelch. 

Fig. 14. Abnormale Blüte von Fragaria elatior: 1, 2, 5 normale Kelch- 
blätter ; 3 zweizipfeliges Kelchblatt; 4 das letzte, fast bis zur Basis gespaltene Kelch- 
blatt. Vom Außenkelche sind 3 Zipfel (b, d, e) im ganzen normal, einer (c) ist kurz 
zweizähnig und einer (a) in 2 mit dem Kelche fest gleich lange Blättchen geteilt, 
von denen eines auffallend breit und dreizähnig ist. 

Fig. 15—18. Fortschreitende Reduktion der Blätter in Hochblätter bei 
Fragaria. 


Literaturverzeichnis. 


Ascherson und Graebner, Syn. mitteleurop. Flora VI. (1900). 

Baillon, Histoire des Plantes, I. (1867—1869). 

Bentham und Hooker, Genera Plant. I. 600. und ff. 

V. Borbäs, Correspondenz, Österr. Bot. Zeitschr. NXX. 136—137 (1880). 

Aug. Pyr. De Candolle, Organographie végétale, deutsche Über- 
setzung von Meisner aus dem Jahre 1828, I., II. Teil. 

Carrière in Rev. Horticole 1870—1871; Koch’s Wochenschr. f. Gärtn. 
1872 S. 119. 

Lad. Celakovsky, Über die Cupula und den Cupularfruchtknoten, 
Österr. Bot. Zeitschr 1874, Nr. 12. 

J. €. Costerus and J. J. Smith, Studies in Tropical Teratology, 
Annal. Jard. Bot. Buitenzorg XIX. 154 (1904). 

K. Domin, Ein Beitrag zur Morphologie des Dikotylenblattes; Bull. 
Acad. Science Bohéme, 1911. 

K. Domin, Morphologische und phylogenetische Studien über die Stipular- 
bildungen, Ann. Jard. Bot. Buitenzorg, 2e Sér. IX (1911). 

Eichler, Blithen-Diagramme, II. Teil (1878). 

W. ©. Focke, Rosaceae in Engler-Prentl, Nat. Pflanzenfam. III. 3 
S. 1 ff. (1888). 

K. Fritsch, Uber eine neue Potentilla aus Mittelamerika, Engler’s Botan. 
Jahrb. XI. S. 316 (1890). 

J. Györffy, Növeny teratologiai adatok, Jahrb. d. Ungar. Karpathenver. 
XXXII. (1905). 

Henslow, The Origin of Floral Structures, p. 96. 

Aug. Hillmann, Vergleichend-anatomische Untersuchungen über das 
Rosaceen-Hypanth, Beih. z. Bot. Centralbl. XXVI. 1. Abt. 377 ff. (1910). 

Hofmeister, Allgem. Morphologie, 1868. 

Kirschleger, Teratologische Notizen, Flora XXVII. S. 130 (1844). 

G. Köhne, Über Blüthenentwickelung bei den Compositen, 1869. 

Chr. Luerssen, Beiträge zur Pflanzen-Teratologie, Österr. Bot. Zeitschr. 
XV. 343 ff. (1865). 

M. T. Masters, Pflanzen-Teratologie, deutsche Übersetzung von 
Dammer, 1886. 


31 


O. Meyran, Quelques Observations de Tératologie végétale. A propos du 
genre Rosa. Journ. Soc. Nat. Hortic. Fr. sér. IV. vol. 6 (1905), 359—368. 

Pax, Allgem. Morphologie der Pflanzen, 1890. 

Payer, Organogénie comparée de la fleur, Paris 1851. 

O. Penzig, Pflanzen-Teratologie, I. Teil (1890). 

J. Roeper, Varia, Linnaea II. S. 82 (1827). 

J. Roeper, Observationes aliquot in florum inflorescentiarumque naturam, 
Linnaea I. (1826) S. 461. 

J. Roeper, Die Stellung der Frucht ist von der Stellung des vorhergehenden 
Organen-Kreises der Blume abhängig. Bot. Zeit. IV. S. 212 (1846). 

P. A. Rydberg, A Monograph of the North American Potentilleae, Mem. 


Deprtm. Bot. Columb. Univers. vol. II. (1898). 
D. F.L. von Schlechtendal, Pflanzen-MiSbildungen, Linnaea VIII. 


(1833) S. 624. 

Van Tieghem, Recherches sur la structure du pistil et sur l’anatomie 
comparée de la fleur, Paris 1871. 

Touchy, Sur quelques modes d hypertrophie chez les végétaux, Bull. Soc. 
Bot. France IV. (1857), S. 649. 

Jos. Velenovskvy, Vergleichende Morphologie der Pflanzen; 3 Teile, 
Prag, 1905—1910. 

von Wettstein, Handb. d. system. Botan. II. (1907). 

Th. Wolf, Monographie der G. Potentilla, Bibl. Bot. Heft 71 (1908). 

J. Wiesner, Elem. Wiss. Bot. II. S. 307. 


Über gewisse Eigenschaften der Polaren 
von K. ZORAWSKI in Krakau. 


(Vorgelegt am 27. Februar 1914.) 


Ist eine algebraische Kurve m-ten Grades vorgelegt und betrachtet 
man die Polaren in bezug auf diese Kurve eines einfachen im Endlichen 
gelegenen Punktes der Kurve, so geht jede Polare durch den genannten 
Punkt und besitzt in demselben mit der Kurve die gemeinsame Normale. 
Der Zweck der gegenwärtigen Note besteht darin, auf dieser Normale die 
Lage der Krümmungscentra verschiedener Polaren zu bestimmen und 
analoge Frage für eine (n — 1)-fache algebraische Mannigfaltigkeit m-ten 
Grades im #-fachen euklidischen Raume zu beantworten. Die Unter- 
suchung wird ohne weiteres in dieser allgemeineıen Fassung ausgeführt 
und schließlich aut allgemeine analytische Mannigtaltigkeiten in An- 
wendung gebracht. 

1. Man betrachte eine Form m-ten Grades in den Veränderlichen 
Yi» Vo, +20 Yao: 

Tee Aas Won: oo on Seren ae 


Wenn man in diese Form an Stelle jeder Veränderlichen y; die Summe 
Va + ob, setzt und das Resultat nach Potenzen vom @ entwickelt, so 


ergibt sich ein Ausdruck von der Gestalt: 


: l . Er . 
wo mit 4 f,, die /-fache Ausführung der Polaroperation: 


1 n+1 à Fe 
Ay Fm = Zh Oy aa 
1 OVE 


bezeichnet wird. Versteht man nun unter den ur6Ben y,, Vo, ..., Ynzı 
homogene Koordinaten des Punktes im n-fachen Raume, so stellt die 
Gleichung: 

Fim (usar +++) Yn+1) = 0 (1) 


eine (7 — 1)-dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit m-ten Grades in 
diesem Raume dar und die Gleichungen: 
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A, Fm = 0 (en rere) 


liefern die erste, zweite u. s. w. (m — 1)-te Polare des Punktes D,, by, ..., 
b, +1 in bezug auf die Mannigfaltigkeit (1). 
Es mögen nun die Größen: 


V4 Vo Vin 


= D ee kp (2) 
Yn+1 Yn+1 Yn+1 


Kartesische Parallelkoordinaten sein. Wenn die Gleichung (1) nach Po- 
tenzen von y,+41 geordnet, die Gestalt: 


y n-1 -2 € 
Po Yn +1 + Pa Yn+1 Är Po Vag a +... + Pm—=0 (3) 
besitzt, so ist jede Funktion g, eine Form vom Grade 7 in bezug auf die 
Veränderlichen 4,, Ya, . .., v, und die Gleichung der Mannigfaltigkeit (1), 


in Kartesischen Parallelkoordinaten (2) ausgedrückt, kann derart erhalten 
werden, daß man in der Gleichung: 


Po tp Pi a Po T.2...9—=0 


die Veränderlichen x; an Stelle der Veränderlichen vy; setzt. 

Wir setzen nun voraus, daß der Punkt b,, bs, ..., b, 41 im End- 
lichen gelegen ist, d. b. daß b,,, #0 ist. Wir können ferner annehmen, 
daß der Anfangspunkt des Parallelkoordinatensystems in diesem Punkte 
gewählt ist, d. b. daB 6, =b,=...=b, = 0 ist. Um die Gleichungen 
der Polaren dieses Punktes in bezug aut die Mannigfaltigkeit (1) zu er- 
halten, können wir b,,1— 1 setzen und auf Grund der Gleichung (3) 
di: Kosffizienten der Entwickelung der Funktion: 


2 Pr (Vn + 1 Os 


nach Potenzen von @ berechnen. Für diese Funktion ergibt sich aber 
deı Ausdruck: 


m m-l (m-r =] 
21 Q! 2 l Yn+1 Pr: 
o o 


wir erhalten also für 4), F„ die Formel: 


1 m-1 
My Fy = Zr (m — 7) (m 


o 


1)... (m—r—b + i) eee Pr - 


Y 


Demnach ergeben sich in Kartesischen Parallelkoordinaten folgende 
Gleichungen der Polaren des Anfangspunktes in bezug auf die Mannig- 
faltigkeit (1): 


m-L 


Zr (m—r) (m—r7—1)...{(m—7r—1+1) p = 0,7 = 1, 2,...,m— 1), 


wo in den Formen g, die Veränderlichen y; durch die Veränderlichen x; 
ersetzt sind. 
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Wir werden diese Gleichungen in dem Falle in Anwendung bringen, 
wenn der betrachtete Punkt, d. h. der Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems auf der Mannigfaltigkeit m-ten Grades gelegen ist. Wir nehmen 
also an, daß q gleich Null ist und erhalten für die betrachteten Polaren 
die Gleichungen: 


m — 2 m — 3 if 
m ee +... en 
ab nt m—ı #3 au een au | 
( 3) um — 4) 2 Pn-2 | 
= D + neue =i). 
Pt TT aT) nd T° SGT may by 
! 0 | 
TL ater 
Pi = 0 | 


Alle diese Mannigfaltigkeiten haben den Anfangspunkt mit der Mannig- 
faltigkeit m-ten Grades gemein und unter der Voraussetzung, daß die 
Form y, nicht identisch gleich Null ist, besitzen sie in diesem Punkte mit 
der genannten Mannigfaltigkeit die gemeinsame ebene Tangentialmannig- 
faltigkeit, deren Gleichung: 

9, — 0 
ist. 

Wir führen nun ein neues Parallelkoordinatensystem 2, 23, ..., 2n 
ein, dessen Anfangspunkt in dem früheren Anfangspunkte gelegen ist und 
dessen Mannigfaltigkeit z, = 0 die Tangentialmannigfaltigkeit p, = 0 ist. 
Alsdann ist eine der Transformationsbeziehungen: 


a Py 


= 2n » 

wo «ein zweckmäßig gewählter von Null verschiedener Faktor ist und 
wir können in neuen Koordinaten die Gleichungen der Mannigfaltigkeit (1) 
und der Polaren folgendermaßen darstellen 


en = Wo = Wy en ar A 2n = ’ 
m — 1 — | 2 = 
En en (a an AR er (5) 
(= 1,2,...,m—2, m— 1) 
wo Ÿ, eine Form zweiten Grades in den Veränderlichen 2, 23 ..., 2-1, 


w, eine Form ersten Grades in denselben Veränderlichen, A ein Koeffizient 
und die weggelassenen Glieder, talls sie tatsächlich auftreten, vom dritten 
und höheren Graden in bezug auf die Koordinaten 2, 2, ..., Zn Sind. 
Wir können sowohl für die Mannigfaltigkeit (1) selbst, wie auch für die 
Polaren die Veränderliche z, nach Potenzen der Veränderlichen 2,, 2, 

. 2n.-1 in der Umgebung des Anfangspunktes entwickeln und wir 
nas auf Grund der Beziehungen (5) die Potenzreihen: 
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2n = Va + Vs + dit ..., | 
— ] 
Zn = An un + Wer + Var +. (6) 
(= 1, 2, ..:, m— 2, m—1) | 


wo w, die frühere Form zweiten Grades bezeichnet und wo Ws, v3); U4, War; 

. Formen dritten Grades, vierten Grades u. s. w. in den Veränderlichen 
Zi 2 - -., 2n-1 Sind. Wir gehen auf diese Glieder dritten, vierten und 
höheren Grade nicht näher ein, wenden uns aber dazu, diejenigen Eigen- 
schaften der Polaren zu besprechen, welche aus den Gliedern zweiten Grades 
der Entwickelungen (6) folgen. 


2. Es möge zunächst n = 2 sein, d. h. es sei die Mannigfaltigkeit (1) 
eine Kurve in der Ebene. Unsere Entwickelungen (6) liefern eine ana- 
lytische Darstellung dieser Kurve in der Umgebung eines endlichen Punktes 
derselben, welcher kein vielfacher Punkt ist und als Anfangspunkt der 
Koordinaten angenommen wird. Diese Entwickelungen können in dem 
betrachtenen Falle folgendermaßen dargestellt werden: 


x „2 „3 „4 

2g = Ay À + Ag 21 ap ical ae 0,0 oh 

m — 1 —} 2 3 4 
21 


(= 1, 2, ..., m—2, m—1) 


wobei bemerkt werden kann, daß z, = 0 die Tangente der Kurve 1m An- 
fangspunkte ist und der Buchstabe a mit Indices Koeffizienten bezeichnet. 
Weil nun bei einer derartigen Darstellung der Koeffizient bei zi der Krüm- 
mung der Kurve im Anfangspunkte proportionell ist, so kommen wir auf 
den folgenden Satz. 

Auf der Normale einer algebraischen ebenen Kurve #-ten Grades in 
einem beliebigen, endlichen, einfachen Punkte derselben kann die Lage 
des Krümmungscentrums dieses Punktes der Kurve und die Lage der 
Krümmungscentra der ersten, der zweiten u. s. w. der (m — 2)-ten, der 
(m — 1)-ten Polaren dieses Punktes in bezug auf dieselbe algebraische 
Kurve durch die Reihe von Größen 


2 = 2 R, — —R, .... (m—1) R © 


dargestellt werden, welche Krümmungsradien sind, die vom gemeinsamen 
Kurvenpunkte auf derselben Seite der Normale abzutragen sind. 

Indem wir zum n-fachen Raume übergehen, machen wir zunächst 
die Bemerkung, daß wenn die Indicatrix der Krümmung der Mannig- 
faltigkeit (1) im Anfangspunkte durch die Gleichung: 
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wo h eine zweckmäßige Konstante bezeichnet, dargestellt wird, die ent- 
sprechende Indicatrix der Krümmung der /-ten Polare in diesem Punkte 
durch die Gleichung: 


charakterisiert wird. Diese Indicatricen können wir uns auf der gemein. 
samen Tangentialmannigfaltigkeit gelegen denken und wir kommen daher 
auf den folgenden Satz. 

Wenn man die Radienvektoren, welche von einem beliebigen, end- 
lichen, einfachen Punkte einer algebraischen (n — 1)-fachen Mannig- 
faltigkeit m-ten Grades im n-dimensionalen Raume zu den Punkten der 
Indicatrix der Krümmung dieser Mannigfaltigkeit im genannten Punkte 
führen, a eee vergrößert, so erhält man auf den Enden 
derselben die Indicatrix der Krümmung in diesem Punkte der /-ten Polare 
desselben in bezug auf die genannte algebraische Mannigfaltigkeit m-ten 
Grades. 

Die Abhängigkeit der Krümmungseingeschaften der betrachteten 
Polaren in dem genannten Punkte von den Krümmungseigenschaften der 
Mannigfaltigkeit (1) in demselben Punkte ist damit vollständig charakte- 
risiert, wir wollen aber noch eine Folge unsereı Betrachtung zur Sprache 
bringen, womit die genannte Abhängigkeit in nahe Beziehung mit dem 
früheren Satze dieser Nummer gesetzt wird. 

Man schneide die Mannigfaltigkeiten (6) mit der linearen Mannig- 
faltigkeit: 


py 000 = doi Ob 


Wir erhalten alsdann eine Reihe ebener Kurven, deren Gleichungen in 
dieser ebenen Mannigfaltigkeit etwa in der Form: 


baba Oya be 
—1—/ 2 
aa ae 


m — 1 
(= 1, 2, ..., m—2, m—1) 


geschrieben werden können, wo b mit Indices Koeffizienten bezeichnen. 
Für diese ebene Kurven gelten in dem gemeinsamen Anfangspunkte offenbar 
die Eigenschatten, welche in dem früheren Satze dieser Nummer aus- 
einandergesetzt waren. Wenn wir ferner an Stelle der Koordinaten 2,, 
Zo) +, %# neue solche Kartesische Parallelkoordinaten 2,’, 22, ..., Zu mit 
demselben Anfangspunkte einführen, daß die Ebene z,’ = 0 mit der Ebene 
2%, = 0 zusammenfällt, d. h. wenn wir eine Transformation von der Form: 


Ry — Ay eye Ana Zorn we Ap ee 
(ea 2 Ai) 


= = y! 
CC Ann on 
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in Anwendung bringen, wo die Koeffizienten A derart gewählt sind, daß 
diese Variabelnänderung eine Transfoımation zweier Systeme paralleler 
Koordinaten ist, so werden wir im neuen Systeme die Gleichungen der 
Mannigfaltigkeiten (6) in der Umgebung des Anfangspunktes durch die 
Entwickelungen: 


25 == Oy + Os ae dx oc | 
m—1—Il _, ? : iS 
An — ei] Ÿ, À Ws 1 USE oo 6 (7) 
(=1, 2,.... m—2, m—1) 
darstellen können, wo wy’; #3", 03:5 Wy’, Wir; ... Formen zweiten, dritten, 
vierten, ... Grades in den Veränderlichen z,’, z,,..., 2-1 sind. Wenn 
man die Mannigfaltigkeiten (7) mit der Mannigfaltigkeit: 
a REAL: Al (8) 


schneidet, so erhält man ebene Kurven, welche im gemeinsamen Anfangs- 
punkte wiederum die früheren Krümmungseigenschaften besitzen. Beachtet 
man aber, daß das neue Koordinatensystem derart gewählt werden kann, 
daß die Mannigfaltigkeit (8) eine beliebige lineare Mannigfaltigkeit von 
zwei Dimensionen ist, die den Anfangspunkt enthält, aber in der Tangential- 
mannigfaltigkeit z, = 0 nicht enthalten ist, so kommt man auf den fol- 
genden Satz. 

‘Wenn man eine (n — 1)-fache algebraische Mannigfaltigkeit m-ten 
Grades im Raume von n Dimensionen und die Polaren in bezug auf diese 
Mannigfaltigkeit eines beliebigen, endlichen, einfachen Punktes derselben 
mit einer linearen zweidimensionalen Mannigfaltigkeit schneidet, welche 
diesen Punkt enthält, aber in der linearen Tangentialmannigfaltigkeit der 
Mannigfaltigkeit m-ten Grades in diesem Punkte nicht enthalten ist, so 
erhält man eine Reihe ebener algebraischer Kurven, deren Krümmungs- 
radien im genanten Punkte auf derselben Seite der gemeinsamen Normale 
liegen und durch die Reihe: 


m — 1 m — 1 


5 —R,..., (n—1)R, co 
m — 2 m—3 ~ ) 
dargestellt werden können. 

3. Bezeichnet wie früher # eine Form k-ten Grades in den Ver- 
änderlichen 2,, 2, ..., 21-1 und stellen diese Veränderlichen in Verbindung 
mit 2, Kartesische Parallelkoordinaten eines Punktes im #-fachen Raume 
dar, so wird durch die Gleichung: 


2n = Vo + Ug... + Um (9) 


eine (n — 1)-dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit m-ten Grades 
definiert, welche parabolische Mannigfaltigkeit genannt werden kann. Auf 
Grund der Gleichungen (4) bestimmen die Gleichungen: 
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m — 2 MS Il 
ee Se ae 
m — à (m — 3) (m — 4) 2 Wm-2 
in eS Gegen ' (m— 1) (m— 2) ’ 
1 
ria Fe 
el) 


die erste, zweite u. s. w. (m—1)-te Polare des Punktes ,=3=... 
— z, = 0 in bezug auf die Mannigfaltigkeit (9) selbst, wobei jede diese 
Polaren, entweder auch eine parabolische oder eine ebene Mannigfaltig- 
keit ist. 

Es sei nun eine analytische (# — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit 
und man betrachte einen im Endlichen gelegenen Punkt derselben, in 
welchem die Mannigfaltigkeit eine bestimmte (n — 1)-dimensionale lineare 
Tangentialmannigfaltigkeit besitzt. Wenn dieser Punkt zum Koordinaten- 
anfangspunkt und die Tangentialmannigfaltigkeit als eine der (n — 1)- di- 
mensionalen Koordinatenmannigfaltigkeiten angenommen wird, so wird 
man in der Umgebung dieses Punktes die betrachtete Mannigfaltigkeit 
durch die Entwickelung: 


A ee (10) 
darstellen können, wo mit /, eine Form p-ten Grades in den Veränderlichen 
21 29 -.+) 2n-1 bezeichnet wird. Es existieren unendlich viele (# — 1)- 


dimensionale algebraische Mannigfaltigkeiten, welche mit der Mannigfaltig- 
5 5 8 15 
keit (10) den betrachteten Punkt die (n — 1)-dimensionale lineare Tangen- 
5 
tialmannigfaltigkeit und die Indicatrix der Krümmung in diesem Punkte 
gemein haben. Als einfache Beispiele derartiger Mannigfaltigkeiten können 
parabolische Mannigfaltigkeiten von der Form: 


Zn = fot Va + y+... + Um 


angeführt werden, wo die Formen v, bei g > 2 nicht notwendig den Formen 
f, gleich sein müssen. Betrachtet man eine (n — 1)-dimensionale alge- 
braische Mannigfaltigkeit m-ten Grades, die in bezug auf die Mannig 
faltigkeit (10) von der besprochenen Art ist und faßt man die Polaren 
auf, welche dem betrachteten Punkte in bezug auf die genannte algebraische 
Mannigfaltigkeit m-ten Grades zugehören, so kommt man zum folgenden 
Satze. 

Wenn man die Radienvectoren, welche von einem beliebigen, endli- 
chen, regulären und einfachen Punkte einer analytischen (n — 1)-fachen 
Mannigfaltigkeit im n-dimensionalen Raume zu den Punkten der Indicatrix 
der Krümmung dieser Mannigfaltigkeit im genannten Punkte führen, 


a 
an vergrößert, so erhält man auf den Enden derselben 
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die Indicatrix der Krümmung in diesem Punkte der /-ten Polare desselben 
in bezug auf eine algebraische (n — 1)-fache Mannigfaltigkeit m-ten Grades, 
welche den genannten Punkt, die (n — 1)-fache lineare Tangentialmannig- 
faltigkeit und die Indicatrix der Krümmung in diesem Punkte mit der 
gegebenen analytischen Mannigfaltigkeit gemein hat. 

- Man bemerke, daß in diesem Satze bei zweckmäßiger Wahl der 
Zahlen m und J die unter dem Quadratwurzel befindliche Zahl eine beliebige 
positive, rationale Zahl sein kann, welche größer als 1 ist. 

Das Ergebnis des letzteren Satzes kann analog den Betrachtungen 
der Nummer 2 auch auf eine andere Form gebracht werden. Darauf gehen 
wir aber hier nicht weiter ein. 


Über prähistorische Hunde von Podbaba bei Prag. 


Von ZDENKO FRANKENBERGER, Prag. 


In der vorliegenden Arbeit gestatte ich mir einen Fund von prä- 
historischen Hunden zu beschreiben, der von dem Herrn MUC. Jira 
in Podbaba bei Prag gemacht und mir freundlichst zur Bearbeitung über- 
lassen wurde. Das archaeologische Alter wird von dem Herrn Entdecker 
nach der begleitenden Keramik auf die Zeit der römischen Kolonisation 
(etwa das 2. bis 4. Jahrhundert n. Chr.) geschätzt; die Hunde wurden 
auf einem kleinen Friedhöfchen begraben. Es lassen sich unter dem Ma- 
teriale zwei Haupttypen unterscheiden: der eine ist durch einen nur in der 
Hinterpartie erhaltenen Schädel vertreten und gehört dem Doggentypus, 
der andere liegt in 10 wohlerhaltenen Schädeln, 2 Gesichtsteilen und 4 Man- 
dibelbruchstücken vor. Sie weisen einen ziemlich gemeinsamen Charakter 
auf, obwohl die Maße, die nach der Methode von Hue genommen 
wurden, verschieden genug aussehen ; sie gehören wohl dem Schäferhund, 
worauf die Größe und die in den Backenteilen breite, nach vorn sich stark 
verschmälernde Schädelform hinweist. 

Es seien hier noch die im Texte angeführten Messungen des Doggen- 
schädels Nr. P. 2311 (Inventarnummer der Samml. Jira) in Millimetern 
angeführt. 


Basikranialachse . . . a de EIER (fl 
Gehirnschädellänge (S’ co) N: Sa Se eee 
Vom Hinterhauptshécker zur Some er Lae stg eee MOS: 
TlohendesaplanumenTtchalese sr PE 66 
Hohe des foramen: Mage ee ee 21 
Breite des foramen magnum. . . . PR ee 26 
Größte Breite in den condyli cecil ER caer Tae 50 
Größte Gehirnschädelbreite . . . . er 74 
Größte Breite in den cristae mals RTS 80 
Größte Breite zwischen den äußeren Gehörgängen . . 68 
Scheiteleinschnürung . . . DE At 
Die kleinste Breite zwischen des Doc eo 47 
Länge des planum frontale . . . . : : 66 


Größte Breite des planum frontale a allen) 5 65—67 
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Fig. 1. Doggenschädel von Podbaba (Inventarnummer der Sammlung 
des Herrn Jira P. 2311) a) von oben (verkleinert). Der lange, schmale, in der Scheitel- 
gegend wenig eingeschnürte Gehirnteil, sowie die sehr breiten arcus zygomatici 
gut sichtbar. b) Derselbe Schädel von der rechten Seite. Auffallend ist der auf den 
Doggentypus hinweisende, zipfelförmig ausgezogene Hinterhauptshöcker. 


Fig. 2. Schäferhundschädel von Podbaba (Inventarnummer der Sammlung 
des Herrn Jira P. 3884.) a) von oben (verkleinert). Das Bild stellt einen mit ziemlich 
geräumigem, hübsch gewölbten Gehirnteil und nicht zu stark ausgebildeter crista 
parietalis versehenen Typus dar, welcher in dem Materiale vorherrscht. Die arcus 
zygomatici weisen eine nicht zu hervortretende, gerade Form auf. 6) Derselbe Schädel 
von der linken Seite. Das wohlerhaltene Gebiß zeigt auf ein mittclaltes Individuum. 
c) Unterkiefer von demselben Schädel. 


43 


Index cephalicus . : 
Index frontalis (annähernd) 
Index occipitalis 

Index foraminis magni 


Die Maße der zum Schäferhund 
genden tabellarisch zusammengestellt, 


zugehörigen Schädel sind im Fol- 
wobei die Nummern sich auf die 


inventare Bezeichnung der Sammlung des Herrn Jira beziehen. 


A = Oceipitalhöcker 

A’ = der dem Occipitalhécker 
nächstliegende Punkt der 
sutura lambdoidea 

B = Bregma 

C = Nasenwurzel 

C’ = vorderes Ende der Nasalia. 


C"’ = der unter C’ liegende Punkt 
zwischen Pm, und C. 
D = Gnathion. 
E = lateraler Rand der linea 
temporalis ossis temporalis. 


FF’ = die größte Gehirnschädel- 
breite 
GG’ = Scheiteleinschnürung 
HH' — die größte Breite zwischen 
den arcus zygomatici 
I = processus supraorbitalis 


J = vorderer Orbitalrand 
K = foramen infraorbitale 
L = Eckzahnalveolus 


M = AuBenrand der Nasen- 
öffnung 
OO’ = größte Breite zwischen den 


— processus angularis mandibulae 
Vorderende der Mandibularsym- 
physe 
Mittelpunkt des condylus mandi- 
bulae 

d = processus coronoideus mandibulae 
see’ — Maximalbreite des ramus mandi- 

bulae 

gg’ = Mandibularhöhe beim Reißzahn 
(an) 


Sos 
| 


c 


äußeren Rändern der Hin- 
terhauptskondylen 

P = distale Stelle des Processus 
postglenoidalis ossis tempo- 
ralis 

Q = distales Ende der sutura 
palatina mediana 

R = processus m:xillaris (hinter 
dem Alveolus des Ms) 

S = unterer (vorderer) Rand des 
foramen magnum 

S’ = oberer (hinterer) Rand des 
foramen magnum. 

T = spatium interalveolare zwi- 
schen Pm, und M, 

U = innerer Rand des foramen 
palatinum 

V = äußerer Rand des foramen 
incisivum 

W = processus frontalis ossis zy- 
gomatici 

WW’ = größte Orbitallange 
YY’ = größte Breite des foramen 

magnum 


ZZ’ = größte Orbitalhöhe 


hh’ = Mandibularhöhe beim Pim! 
ii‘ = Mandibularbreite beim Reißzahn 
(An) 
kk’ = Mandibularbreite beim Hinter- 
rand der Symphyse 

ll’ = Mandibularbreite beim Eckzahn- 
alveolus 

mm’ = Breite des condylus mandibulae 
cc’ = die Entfernung der Mitte!punkte 
bei den condyli mandibulae. 
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= 


P.2601 [p.2626 P.2627|P.3269/P.3882/P.3884 


P.2309/P.231 0 P.2465 P.2484|P.2485|P.2486 


4B 57 61 54 64 56 56 50* | 58 = = 
BC 62 59 57 57 52 56 57 59 55* | 54 
CC’ 71 68 66 68 64 62 7 7 70 61 
CD 109 | 101 96 | 108 94 98 | 100* 103 91 


54 47 53 45 47 56* | 51 = = 
BS an a 68 77 65 72 77 13 = | — 
BO 81 77 71 78 65 75 78 75 = 68 
OJ 62 57 53 57 54 55 59 60 57 50 
IW’ 20 — 21 21 20 23 23 21 = 20 
WW’ 32 = 30 31 31 32 30 30 — 29 
YAK 31 30* | 29 31 30 31 32 31 = 29 
CO 53 54 48 52 47 52 54 50 51 45 
CiGe 34 34 31 33 31 34 31 32 30 27 
CSA OM LOO, 03. 4 VES OO MIROIR ATOS = = 
SS 17 19 18 15 15 15 16 16 = = 
EE 76 74 65 69 62 65 67 7 = = 
FF 67 65 63 65 62 62 65 68 = | = 
UU’ 36 42 4] 39 42* | 35 36 39 31 32 
HH’ | 115 | 115*/ 100 | 115*| 98 | 110 | 115* | 115* | — | 100* 
ale 62 64 53 55 52* | 52 53 54 46 45 
IC 50 60 46 4g 47 4 48 48 50 42 
K K’ 46 43 38 43 39 42 39 41 41 38 
AT 42 41 39 42 38 39 36 41 38* | 35 
MM’ | 27 27 23 26 24 23 23 23 23 23 
00 44 43 39 40 38 35 42 40 = = 
PP’ 62 56 49 58 52 53 54 52 = 
RR 38 41 27 41 30 31 35 33 83 33 
TARA 64 67 57 67 52 60 63 62 60 55 
UU 25 24 21 28 21 23 23 23 20 2 
VV’ 13 13 11 15 11 12 12 12 2 2 
BEIM DS TO ENT 12 13 11 12 11 1 10 
yy’ 22 21 20 19 20 18 21 19 = | — 
ab 162 = I Sy 44 4150 — Ho 
ch 159 —_ IT ee — | ize) ee ero 
ad 43 = — 48 40 44 — 45 — 41 
ee’ 60 = — 63 53 57 = 57 = 50* 
gg 26 = = 30 23 26 = 28 — 25 
hh’ 23 == = 22 18 21 — 21 = 20 


* 


Die mit Sternchen bezeichneten Messungen wegen Beschädigung 
terials nur annähernd ermittelt. 
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P.2309/P.231 0|P.24.65|P.2484|P.2485|P.2486|P.2601|/P.2626| P.2627|P.3269|P.3882|P.3884 
CICH 67 — — 64 60 62 = 55 — 60* | 68 61 
774 4 = — 13 12 13 -- 14 u 11 3 13 
kk’ 13 — — 13 12 13 — 14 — 11 13 13 
(IE i4 — — 14 13 13 — 14 —_ 12 14 13 
m m’ 29 — - 29 25 27 — 28 — 24 27 28 
J. ceph. 60-9} 59-6) — 57-5} 62 61-4 58-6) 63 — — 61-4 63 
J. front. | 100 | 108-5) — 96-5, 100 92-9] 9ä 91-5) 89-1] 83-3) 103-4) 112-2 
Trace 69-7| 73-7) — 70-6| 67-1| 72.4 74-7) 72-3) — 70-4| 72-7) 70 
J. nas. 24-7) 26-7) — 24 25-5, 24-5) 2a* |) 22-5) 22-3) 25-3) 27-4) 24 
J. orbit. 96-9} 100*| — | 100 96-8} 96-9} 106-6) 103-3) — — | 110 93-3 
J. palat.| 58-7) 66.3] — 62 54-7) 60 63* || 59 59-4 60-3} 67.4 60-8 
J. occip.| 152 | 137 — | 130 | 137-8) 138-3} 119-6) 137.3 — — | 136-7) 141-3 
ove 70:3 90:5) — 79 75 83-3] 76-2) 84-2) — — 89.51 83-3 
J. man. 41.4 — — 40 43-8) 43 — 36-717 — 45-8| 47.2) 42-4 
I 
| ab | cb | ad | ee’ | gg’ BIO “BOF | RR’ ll | mm’ 
| | 
P. 26275 25 20 12 13 1 — 
P. 2627c 26 24 14 14 — 
P. 2628 147* | 147* | 51 63 26 20 i4 il 2 30 


*) Die mit Sternchen bezeichneten Messungen wegen Beschadigung des Ma- 
terials nur annähernd ermittelt. 


Über das verallgemeinerte Cylindroid. 


Dr. VÄCLAV SIMANDL, 


Assistenten an der böhmischen technischen Hochschule in Brünn. 


(Vorgelegt am 30. Jänner 1914.) 


ni ant 


1. Über das verallgemeinerte Achsenpaar des linearen Complexes. 

2. Das verallgemeinerte Cylindroid ist eine Regelfläche vierten Grades 
mit zwei doppelten Leitlinien. 

. Konstruktion des verallgemeinerten Cylindroides. Zwei ausgezeichnete 
Involutionen auf demselben. 

4. Der Fall, bei welchem die absolute Fläche reelle Regelscharen besitzt. 

5. Konstruktion des ebenen Schnittes und des Umrisses der Fläche P1 
bei der Centralprojektion. 

6. Specielle Lagen des Complexbüschels in Bezug auf die absolute Fläche. 

. Das verallgemeinerte Cylindroid für die ausgeartete absolute Fläche. 


os 


Aus der Theorie der linearen Strahlencomplexe ist bekannt, daß der 
geometrische Ort der Achsen aller linearen Complexe des Büschels eine 
Regelfläche dritter Ordnung, ein so genanntes Cylindroid oder Plückersches 
Konoid ist. In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns mit dem projektiv 
verallgemeinerten Cylindroide beschäftigen, d. h. wir wollen den geo- 
metrischen Ort der Geradenpaare untersuchen, die sowohl in Bezug auf 
eine bestimmte feste Fläche zweiter Ordnung 9%, als auch auf je einen 
linearen Complex des gegebenen Büschels ein Paar von conjugierten Po- 
laren bilden. Die Fläche 9 werden wir als absolute Fläche bezeichnen 
und das Paar der gemeinsamen conj. Polaren dieser Fläche % und eines 
gegebenen linearen Complexes T werden wir das verallgemeinerte Achsen- 
paar des Complexes I nennen. Auf diese Weise ist auch das verallgemei- 
nerte Achsenpaar in Clebsch-Lindemann: ‚Vorlesungen über Geometrie“ 
(11, 1), p. 348 definiert, wo auch die Gleichung der Fläche der verallge- 
meinerten Axenpaare der linearen Complexe des gegebenen Büschels, die 
Gleichung des ,,verallgemeinerten Cylindroides‘‘ aufgestellt ist. 
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1. Über das verallgemeinerte Axenpaar des linearen Complexes. 


Das verallgemeinerte Achsenpaar des linearen Complexes T' bilden 
die beiden Leitgeraden der gemeinsamen linearen Congruenz des lin. Com- 
plexes I und des linearen Complexes I’, der zu dem ersten in Bezug auf die 
absolute Fläche W, polar ist. Wenn insbesondere W? eine Regelfläche 
ist, dann schneiden die Geraden des linearen Complexes IT’ in den beiden 
Regelscharen der absoluten Fläche je zwei Geraden aus. Wir bekommen 
so ein auf % gelegenes windschiefes Viereck, und die beiden Diagonal- 
seiten desselben bilden das gesuchte verallgemeinerte Achsenpaar des 
gegebenen Complexes T. 

Wir wollen jetzt folgende konstruktive Aufgabe lösen: 

Der lineare Complex ist durch zwei Paare von seinen conjugierten 
Polaren bestimmt, man soll das verallgemeinerte Achsenpaar dieses Com- 
plexes in Bezug auf die gegebene absolute Fläche 9% konstruiren. 

Es seien a, «; b, ß; die beiden Paare von conjugierten Polaren des 
gegebenen linearen Complexes. Sie müssen bekanntlich so gewählt werden, 
daß sie auf einer Regelschar 2. Ordnung liegen. Es seien weiter a’, «’; 
b’, ß' die conj. Polaren der ersten Geraden in Bezug auf die absolute Fläche. 
Konstruiren wir jetzt die beiden Transversalen der 4 Geraden a, «; a’, «’. 
Es seien das die Geraden 7, 7’. Analogisch seien die Geraden s, s’ die beiden 
Transversalen der 4 Geraden b, ß; b’, 8’. Die beiden Transversalenpaare 
7,7’; 8, s’ sind wiederum zwei Paare von conj. Polaren der absoluten Fläche, 
denn jedes dieses Paar ist das Transversalenpaar zweier Paare conj. Po- 
laren dieser Fläche. Gleich sehen wir, daß die 4 Geraden 7, 7’; s, s’, die 
Geraden unseres linearen Complexes sind, und daß wir also ihre beiden 
gemeinsamen Transversalen o o’ als Paar von conj. Polaren des gegebenen 
lin. Complexes betrachten können. Da aber die Geraden o, 0’ zugleich ein 
Paar von conj. Polaren der Fläche W? bilden, können wir sie als das verall- 
gemeinerte Achsenpaar unseres Complexes betrachten. Damit ist unsere 
Aufgabe gelöst. 

Wenn wir die Fläche 9 durch den imaginären Kugelkreis ersetzen, 
so bekommen wir die gewöhnliche Achse unseres linearen Complexes als 
die orthogonale Transversale der orthogonalen Transversalen der beiden 
Paare von windschiefen Geraden a, «; b, ß. 

Wenn der lineare Complex I, in Bezug auf die absolute Fläche po- 
larinvariant ist, dann haben wir ©? verallgemeinerte Achsenpaare, welche 
eine lineare Congruenz erzeugen. Die Leitgeraden dieser Congruenz sind 
die beiden Doppelgeraden der Involution der conj. Polaren, welche der 
Complex T in einer Regelschar der absoluten Fläche hervorruft. 

Das ist sehr leicht zu begreifen, wenn wir darauf denken, daß die 
andere Regelschar der absoluten Fläche dem Complexe T der Polarin- 
varianz wegen gehören muß. Wenn wir uns immer zwei Geraden aus dieser 
Regelschar mit den beiden Leitgeraden der obigen Congruenz verknüpft 
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denken, so bekommen wir æ? windschiefe Vierecke und die Diagonal- 
seiten derselben erfüllen ersichtlich diese lineare Congruenz. 

Berücksichtigen wir jetzt den speciellen Fall, wo die absolute Fläche 
in einen Kegelschnitt a? ausgeartet ist. Es sei x die Ebene des Kegelschnittes 
a? und P sei der Nullpunkt der Ebene 7 im Nullsysteme, das mit dem 
Complexe T verbunden ist. Die Polare o des Punktes P in Bezug auf a? 
in der Ebene 7 bildet dann mit der Geraden o’ das verallgemeinerte Achsen- 
paar des Complexes T'. Die Gerade o’ ist die conj. Polare der Geraden € 
in der Polarität des Complexes T'. 

Auf ganz analoge Weise könnten wir den dualen Fall, wo die Fläche 
92 in den Kegel zweiter Klasse ausgeartet ist, besprechen. 


2. Das verallgemeinerte Cylindroid ist eine Regelfläche vierten Grades 
mit zwei doppelten Leitlinien. 


Es sei der Büschel S, von linearen Complexen gegeben. Und es 
seien m, n die Leitgeraden der Grundcongruenz diese Büschels, d. h. der 
Congruenz, die allen Complexen des Büschels gemeinsam ist. Da zwei 
Paare von conj. Polaren eines linearen Complexes immer auf einer Regel- 
schar 2. Grades liegen, oder da sie ein hyperboloidisches Quadrupel bilden, 
können wir das verallgemeinerte Cylindroid auch als den geometrischen 
Ort derjenigen Paare von conj. Polaren der absoluten Fläche definieren, 
die mit den beiden Leitgeraden der linearen Grundcongruenz |[m, n] das 
hyperboloidische Quadrupel bilden. Und auf Grund dieser Definition 
wollen wir das verallgemeinerte Cylindroid untersuchen. 

Es seien m’, n’ die conjugierten Polaren zu den Geraden m, n in 
Bezug auf die Fläche 9%. Die beiden Transversalen p, g von den 4 Geraden 
m, n, m’, n’ bilden wiederum ein Paar von conj. Polaren der Fläche %. 
Denken wir uns auf der Geraden p einen beliebigen Punkt P, welcher 
mit der Geraden g durch eine gewisse Ebene 7 verbunden ist. Betrachten 
wir jetzt den Strahlenbüschel (P x). Die einzelnen Strahlen dieses Büschels 
bestimmen mit den Geraden m, n immer eine Regelschar 2. Grades und 
wir bekommen so #1 Regelscharen eines speciellen Büschels. Die 4 Grund- 
geraden dieses Büschels sind m, n, p, qg. Und es ist ersichtlich, daß alle 
diese Regelscharen in der Congruenz [m, x] enthalten sind. Es sei (P’ =’) 
der Strahlenbiischel, der zu dem Strahlenbüschel (P x) in Bezug auf 9% 
polar ist. Weil die Congruenz |, q] in Bezug auf die absolute Fläche po- 
larinvariant ist, muß auch der Büschel (P, x) zu dieser lin. Congruenz 
gehören. Es entsprechen also den Geraden des Büschels (P x) die Geraden 
des Büschels (P’ =’) auf eine doppelte Weise. Erstens immer zwei con- 
jugierte Geraden in der Polarität der Fläche % und zweitens immer die- 
jenigen zwei Geraden, welche auf derselben Regelschar unseres speciellen 
Büschels liegen. So bekommen wir im Büschel (P x) eine Projektivität 
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und die beiden Doppelgeraden x, y derselben sind zwei Geraden unseres 
verallgemeinerten Cylindroides. Weil durch jeden Punkt P der Geraden p 
zwei Erzeugenden x, y des Cylindroides hindurchgehen, welche die Ge- 
rade g schneiden, und weil dasselbe auch von allen Punkten Q der Geraden 
q gilt, sehen wir daß diese beiden Geraden die doppelten Leitgeraden des 
verallgemeinerten Cylindroides sind und daß wir dasselbe als Erzeugnis 
einer gewissen Correspondenz [2, 2] betrachten können. Dieses Erzeugnis 
führt aber bekanntlich zu einer Regelfläche vierten Grades mit zwei dop- 
pelten Leitlinien. 
Wir können dann folgende Sätze schreiben: 


Der geometrische Ort aller derjenigen Paare von con- 
jugierten Polaren einer Fläche 2. Grades M, welche mit zwei 
beliebigen Geraden m, n ein hyperboloidisches Quadrupel 
bilden, ist eine Regelfläche vierten Grades mit zwei dop- 
pelten Leitgeraden. Diese Leitgeraden sind die beiden ge- 
meinsamen Transversalen der Geraden m, n und der Geraden 
m’, n’, die zu den ersteren in Bezug auf X? conjugiert sind. 


Wenn wir die Fläche W als absolute Fläche betrachten, 
so können wir unsere Regelfläche 4. Grades als den geome- 
trischen Ort von den verallgemeinerten Achsenpaaren der 
lin. Complexe des Büschels auffassen und als verallgemeiner- 
tes Cylindroid bezeichnen. . 


3. Konstruktion des verailgemeinerten Cylindroides. Zwei ausgezeichnete 
Involutionen auf demselben. 


Unserem verallgemeinerten Cylindroide, das wir P! bezeichnen werden, 
gehören auch die Geradenpaare m, m’; n, n’, denn sie sind erstens zwei 
Paare von conjugierten Polaren in Bezug auf %?, und zweitens man kann 
diese Paare als Paare von conjugierten Polaren in Bezug auf die specielle 
Complexe mit der Leitlinie m resp. n auffassen. 


Zeigen wir jetzt wie man die Geraden unseres verallgemeinerten 
Cylindroides P* konstruiren kann. Es seien wieder p, g die beiden Trans- 
versalen der 4 Geraden m, n, m’, n’. Es sei J eine beliebige Gerade der 
linearen Congruenz ‘m, n] und es sei weiter J’ die Polare der ersteren in 
Bezug auf %. Wenn wir jetzt die beiden Transversalen 7, s der 4 wind- 
schiefen Geraden J, l’, p, g konstruiren, so haben wir schon zwei Erzeugende 
unserer Fläche P!. Das müssen wir noch beweisen. 

Daß 7, s in Bezug auf YP conjugiert sind, geht daraus hervor, daß 
sie gemeinsame Transversalen von zwei Paaren conj. Polaren dieser Fläche 
sind. Es muß noch bewiesen werden, daß die 4 Geraden m, n, 7, s ein hyper- 
boloidisches Quadrupel bilden. Das ersicht man aber sofort daraus, 


daß diese vier Geraden die drei Geraden p, g, / schneiden, oder daß sie 
Bulletin International. XIX. 4 
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der Leitschar der Regelschar (p, g, !) angehören müssen. Damit ist also 
die Richtigkeit unserer Konstruktion bewiesen worden. 

Die hier angeführte Konstruktion ist, wie man leicht ersehen kann, 
die projektive Verallgemeinerung der bekannten Konstruktion der Er- 
zeugenden des Plückerschen Konoides, indem man diese als orthogonale 
Transversalen der Hauptachse und je einer Geraden der gegebenen linearen 
Congruenz konstruiert. 

Da jedes Geradenpaar 7, s mit dem festen Geradenpaare m, n das 
hyperboloidische Quadrupel bildet, so bilden diese Paare 7, s, wie aus der 
Theorie der Regelflächen vierten Grades mit zwei doppelten Leitgeraden 
bekannt ist [Sturm: Liniengeometrie III., p. 106], eine Involution auf P%, 
welche aber 4 Doppelgeraden hat, da unsere Fläche P! vom Geschlechte 
1. ist. Zu jeder solchen Involution auf P* existiert wie bekannt eine ,,ver- 
bundene Involution,“ die den Inbegriff aller derjenigen Geradenpaare 
auf der Fläche bildet, welche mit einem beliebigen Paare der Involution 
der Geradenpaare 7, s auf einer Regelschar 2. Grades liegt. So existiert 
zu jedem beliebigen Paare der Involution der Geraden 7, s die verbun- 
dene Involution, zu der auch die Geradenpaare m, n; m’, n’ angehören. 
Wir wollen diese Involution als „die erste ausgezeichnete Involu- 
tion auf dem verallgemeinerten Cylindroide“ bezeichnen. Die 
zu derselben verbundene Involution, nämlich die Involution der Geraden- 
paare 7, s zu welchen auch die Paare m, m’; n, n’ gehören, werden wir 
als „die zweite ausgezeichnete Involution auf dem verallge- 
meinerten Cylindroide“ bezeichnen. Die Paare dieser zweiten aus- 
gezeichneten Involution sind gleichzeitig die Paare von conjugierten Po- 
laren der absoluten Fläche 9%. Und es kommt sofort daraus, daß die 
4 Doppelgeraden dieser Involution auf A? liegen und daß sie auch zur 
Durchschnittscurve der beiden Flächen %? und P* gehören müssen. 

Bei dem Plückerschen Konoide wird die erste ausgezeichnete In- 
volution gewöhnlich bloß als ,,Involution auf dieser Fläche‘ bezeichnet. 
Die zweite ausgezeichnete Involution hat bei dem Plückerschen Konoide 
erst dann eine Bedeutung, wenn wir zu demselben noch die unendlich 
ferne Ebene zählen und mit dieser gemeinsam als Regelfläche 4. Grades 
auffassen. 


4. Der Fall, bei welchem die absolute Fläche reelle Regelscharen besitzt. 


In diesem Falle werden wir A? als absolutes Hyperboloid bezeichnen. 
Jeder lineare Complex unseres Complexbüschels mit der Grundcongruenz 
Im, n] schneidet aus jeder Regelschar des Hyperboloides 9%? immer zwei 
Geraden x, y; x’, y’ aus, welche je ein Paar einer Involution in jeder Regel- 
schar bilden. Denn es ist ja bekannt, daß die linearen Complexe des Büschels 
aus einer Regelschar eine Involution der Geraden ausschneiden. Wir 
wollen diese Involutionen mit J resp. J’ bezeichnen. 
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Diese beiden Involutionen sind projektiv und es entspricht dem 
beliebigen Geradenpaare x, y in J ein gewisses Geradenpaar x’, y’, das 
der zweiten Involution angehört und welches demjenigen linearen Com- 
plexe des Büschels zugehört, der durch die beiden Geraden x, y hindurch- 
geht. Das verallgemeinerte Cylindroid können wir dann als den Inbegriff 
aller ©! Diagcnalpaare der 1 Vierseite x, y, x’, y’ definieren. 

Wir werden jetzt den Satz beweisen, daß jede Projektivität zweier 
gewöhnlichen Involutionen in beiden Regelscharen % zu einem verallge- 
meinerten Cylindroide führt, oder, was natürlich dasselbe ist, daß jede 
solche Projektivität immer irgendein Complexbüschel hervorruft. 

Es seien a,, bı; dy, by; a3, b, drei Paare der Involution J in der ersten 
Regelschar der absoluten Fläche und es seien weiter ay’, by’; ay’, by ; ag, by 
drei Paare der Involution J’ in der zweiten Regelschar der Fläche 2, 
die den ersten Paaren durch eine gewisse Projektivität zugeordnet sind. 
Bezeichnen wir die Diagonalseiten der windschiefen Vierecke a,, b,, a,', by’ 
und dy, bs, dy’, by mit m, n resp. m’, n’. Die zwei Complexbüschel S, und 
S,’ bestimmen mit den Grundcongruenzen [m, n] und [m’, n’] ein lineares 
System von lin. Complexen dritter Stufe S, mit den Grundgeraden 4, g, 
welche nichts anderes als die gemeinsamen Transversalen von den 4 Ge- 
raden m, n, m’, n’, sind. Betrachten wir jetzt einen beliebigen lin. Com- 
plex T aus dem Complexbüschel, der durch die 4 Complexgeraden a,, a3’, p, q 
bestimmt ist. Durch diesen Complex T' legen wir jetzt einen Complex- 
büschel S,’’ hindurch, welcher auch die Complexe aus den Büscheln S, 
und S,’ enthält. Zu diesem Probleme ist in der Punktgeometrie jenes 
Problem ganz analogisch, wo wir zu zwei windschiefen Geraden die durch 
einen gegebenen Punkt hindurchgehende Transversale konstruiren. Der 
Complex T' bestimmt mit den beiden Complexbüscheln S, und 5,’ zwei 
lineare Complexsysteme zweiter Stufe S, und S,’, welche beiden Systeme, 
da sie in demselben Systeme dritter Stuffe S, enthalten sind, einen gewissen 
Complexbüschel S,’’ gemeinsam haben. Und der Büschel S,” ist derjenige 
Büschel, welcher unsere beide projektive Involutionen J, und J, aus 
den beiden Regelscharen der absoluten Fläche ausschneidet. Damit ist 
‘also unsere Behauptung bewiesen worden. 

Weil der lineare Complex I in dem Büschel aller linearen Complexe 
durch die vier Geraden as, as‘, p, g ©! verschiedene Lagen einnehmen 
kann, so sehen wir, daß wir zu einer Mannigfaltigkeit von den ©! Büscheln 
kommen, daß also jede Projektivität zweier Involutionen in den verschie- 
denen Regelscharen der absoluten Fläche von #1! Complexbüscheln be- 
stimmt sein kann. 

Wir können also folgenden Satz aussprechen: 

Wenn wir in den beiden Regelscharen eines Hyper- 
boloides je eine Involution haben und wenn diese beiden 
Involutionen projektiv bezogen sind, dann erfüllen die 
Diagonalpaare der ©1 windschiefen Vierecke, deren je zwei 

4* 
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Gegenseiten sich in der gegebenen Projektivitat der beiden 
Involutionen entsprechen, das verallgemeinerte Cylindroid. 

Weiter kénnen wir sagen: 

Die doppelten Leitgeraden dieses Cylindroides sind die 
beiden Diagonalseiten des windschiefen Vierecks, dessen 
je zwei Gegenseiten, die Doppelgeraden je einer der beiden 
Involutionen sind. 

Die Richtigkeit des letzteren Satzes folgt sofort aus der Tatsache, 
daß die beiden Paare von den Doppelgeraden der beiden Involutionen 
dem verallgemeinerten Cylindroide angehören müssen. Was die Durch- 
schnittlinie der beiden Flächen WM? und P? belangt, können wir den fol- 
genden Satz aussprechen, dessen Richtigkeit aus den vorangehenden 
Betrachtungen klar ist: 

Die Durchschnittlinie achter Ordnung der absoluten 
Fläche W und des verallgemeinerten Cylindroides P! zer- 
fällt in eine Raumkurve vierter Ordnung und in vier Geraden, 
die ein windschiefes Viereck bilden. Die Raumkurve vierter 
Ordnung ist ein Erzeugnis der beiden unseren projektiven 
Involutionen in den beiden Regelscharen der %? und die 
vier Geraden sind die Doppelgeraden von den beiden dieser 
Involutionen. 


5. Konstruktion des ebenen Schnittes und des Umrisses der Fläche P 
bei der Zentralprojektion. 


Die Schnittkurve einer beliebigen Ebene mit der Fläche P! ist eine 
Kurve À! vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten, welche die beiden 
Doppelgeraden der Fläche P! mit unserer Ebene gemeinsam haben. Auf 
ganz duale Weise bekommen wir in jedem Punkte einen Kegel K4 vierter 
Klasse, der die Fläche P? berührt. Dieser Berührungskegel K* hat zwei 
doppelte Berührungsebenen, es sind das diejenigen Ebenen, die durch den 
Scheitel des Kegels und die beiden Doppelgeraden des verallgemeinerten 
Cylindroides P*hindurchgehen. Wir sehen also, daß der Umriß der Fläche P4 
bei der Centralprojektion auf eine beliebige Ebene eine Kurve vierter 
Klasse mit zwei Doppeltangenten ist. Wir wollen diese Kurve mit x! 
bezeichnen. 

Es seien beliebigen drei Geradenpaaren der Involution J, auf dem 
absoluten Hyperboloide 9%, nämlich den Paaren: 


CRC MS Cry, ber 
projektiv zugeordnet folgende drei Geradenpaare der Involution J, 


aaa hr 


Diese 12 Geraden schneiden die 
Ebene, deren Schnitt k? mit P! wir 
suchen in den Punkten: 


Alo 158 Alo. By; Ale B3 
AB 3 As Ban Ag Pa; 


Diese 6 Punktepaare liegen auf 
der Schnittkurve a? der absoluten 
Fläche 92 mit unserer Ebene. Die 
drei Punktepaare in der ersten 
Reihe bilden eine Involution mit 
dem Involuticnscentrum S und die 
drei Punktepaare in der zweiten 
Reihe bilden die Involution mit 
dem Involutionscentrum 5’. Da 
beide unsere Involutionen projektiv 
sein miissen, miissen ebensolche auch 

- die beiden Strahlenbüschel mit den 
Scheiteln S und S’ sein. 

Wir werden jetzt zeigen, wie 
man die Punkte der Schnittkurve kt 
konstruiren kann. Führen wir durch 
den Punkt S einen beliebigen Strahl 
p und es seien A, B die beiden 
Punkte, in welchen er den Kegel- 
schnitt a? schneidet. 

Durch den Punkt S’ führen wir 
dann den Strahl 5’, der dem Strahle 
p in unserer Projektivität zugeord- 
net ist. Wir bekommen dann zwei 
Punkte C, D als Schnittpunkte der 
Verbindungslinien: 


C=ABxAB 
D=AA'xBB 


welche schon zwei Punkte unserer 
gesuchten Schnittkurve kt sind. Man 
kann nämlich sehr leicht ersehen, 
daß die Punkte C, D die Durch- 
schnittspunkte unserer Ebene mit 
den beiden Diagonalen des wind- 
schiefen Vierecks a, b, a’, b’ auf 
. A? sind. 


Diese 12 Geraden projizieren 
sich auf die Projektionsebene, in 
welcher ht liegt als die Geraden: 


Diese 6 Geradenpaare umhüllen 
den Kegelschnitt « der Projektion 
der Fläche W. Die drei Geraden- 
paare in der ersten Reihe bilden 
eine Involution mit der Involutions- 
achse s und die drei Geradenpaare 
in der zweiten Reihe bilden die In- 
volution mit der Involutionsachse 
s’. Da beide unsere Involutionen 
projektiv sein müssen, müssen eben 
solche auch die beiden Punktreihen 
s und s’ sein. 


Wir werden jetzt zeigen, wie 
man die Tangenten der Umriß- 
kurve x! konstruiren kann. Denken 
wir uns auf der Geraden s einen be- 
liebigen Punkt P und es seien x, ß 
in diesem Punkte die beiden Tan- 
genten zu dem Kegelschnitte «2. 

In der Punktreihe s’ denken wir 
uns den Punkt P’, der dem Punkte 
P in unserer Projektivität zugeord- 
net ist. Wir bekommen dann zwei 
Geraden y, à als Verbindungsgera- 
den der Schnittpunkte: 


(a x B’) (@’ x B) 
(a x a’) (B x P') 


welche schon zwei Tangenten un- 
serer Umrißkurve sind. Man 
kann nämlich sehr leicht ersehen, 
daß die Geraden y, à die Projek- 
tionen der beiden Diagonalseiten 
des windschiefen Vierecks a, b, a’, b’ 
auf die Projektionsebene sind. 


Y= 
j= 


4 


Die beiden Doppelpunkte P, R 
unserer Kurve 4. Ordnung k! be- 
kommen wir als die Schnittpunkte 
von den Verbindungslinien 


P=MNxM'N 
MM'xNN 


wo M, N resp. M’, N’ die Be- 
rührungspunkte der Tangenten aus 
dem Punkte S resp. S’ zu dem Ke- 
gelschnitte a? sind. : 


Die beiden Doppeltangenten r, 
p unserer Kurve 4. Klasse x! be- 
kommen wir als die Verbindungsli- 
nien von den Punkten: 


m 
T 


xy) 


x 


(u xv) (m 


p (u x 


wo u, y resp. a’, v’ die Tangenten des 
Kegelschnittes a? in den Schnitt- 
punkten der Geraden s resp. s’ mit 
diesem Kegelschnitte sind. 


Die Richtigkeit der letzten Konstruktion ist aus dem früher ange- 
führten Satze, nach dem die Diagonalen des windschiefen Vierecks aus 
den Doppelstrahlen der beiden projektiven Involutionen, die Doppel- 
geraden unseres verallgemeinerten Cylindroides P? sind, ersichtlich. 


6. Specielle Lagen des Complexbiischels in Bezug auf die absolute Fläche. 


Wir wollen jetzt einige speciellen Lagen der Leitgeraden m, n der 
Grundcongruenz unseres Complexbüschels S, in Bezug auf die absolute 


Fläche 9%? betrachten. Es seien diese speciellen Lagen die folgenden: 
1. m, n bilden ein Paar von conjugierten Polaren der absoluten 
Fläche. 
2. m, n liegen mit ihren in Bezug auf Y? conj. Polaren auf einer 


Regelschar 2. Ordnung. 
3. eine von den Geraden m, n liegt auf der absoluten Fläche. 
4. die beiden Geraden m, n liegen auf der absoluten Fläche. 


Erster Fall. 


Im ersten Falle, wo m, n gemeinsame conj. Polaren der absoluten 
Fläche 9%? und aller linearen Complexe unseres Complexbüschels sind, 
haben wir vor uns den Fall, den wir als den Fall des projektiv verallgemei- 
nerten Büschels von den coaxialen linearen Complexen bezeichnen können. 
Wir werden jetzt den Satz aussprechen: 

In einem projektiv verallgemeinerten Büschel von den coaxialen 
linearen Complexen existieren zwei in Bezug auf die absolute Fläche polar- 
invariante lineare Complexe. 

Die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes können wir sehr leicht 
nachweisen, indem wir uns zwei beliebige in Bezug auf W? polare Strahlen- 
büschel (S 6) und (S’ 6’) denken. Die Strahlen dieser beiden Büschel sind 
auf eine doppelte Weise zugeordnet: erstens in der Polarität der absoluten 
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Fläche und zweitens entsprechen einander immer zwei Strahlen von diesen 
Büscheln in der Polarität je eines Complexes des Büschels S,. Wir haben 
so eine Projektivität in jedem Strahlenbüschel im Raume bekommen und 
den beiden Doppelelementen derselben gehören unsere beide polarin- 
variante lineare Complexe, deren Existenz wir nachweisen wollten. 

Es ist leicht einzusehen, daß jeder von diesen beiden polarinvarianten 
Complexen durch die beiden Geraden m, n als seine conjugierten Polaren 
und durch je eine Regelschar der absoluten Fläche als seine Complex- 
geraden bestimmt ist. Aber wie wir im Nr. 1 dieser Arbeit bewiesen haben, 
hat jeder in Bezug auf % polarinvariante lineare Complex ©? verallgemei- 
nerte Achsenpaare, die eine lineare Congruenz bilden. Wir können also 
folgenden Satz aussprechen: 

Der geometrische Ort der verallgemeinerten Achsen- 
paare der linearen Complexe eines verallgemeinerten Bü- 
schels coaxialer Complexe sind zwei ‚lineare Congruenzen. 
Die Leitgeraden dieser beiden Congruenzen sind je zwei 
Gegenseiten des windschiefen Vierecks, das die Leitgeraden 
der Grundcongruenz [m, n] des Complexbüschels aus der ab- 
soluten Fläche ausschneiden. 


Zweiter Fall. 


Im zweiten Falle bilden m, n mit ihren in Bezug auf 9 conj. Polaren 
m’, n’ das hyperboloidische Quadrupel. Bezeichnen wir das durch diese 
4 Geraden m, n, m’, n’ gelegte Hyperboloid P?. Dieses Hyperboloid ist in 
Bezug auf Y@ polarinvariant und die Paare der Involution der conj. Po- 
laren der absoluten Fläche W?, welche diese in der Regelschar (m, n, m’, n°) 
induciert, sind die verallgemeinerten Achsenpaare der lin. Complexe 
unseres Büschels S,. Wir können also das Hyperboloid P? als den speci- 
ellen Fall des verallgemeinerten Cylindroides P! betrachten. Die erwähnte 
Involution auf P? ist nichts anderes als die zweite ausgezeichnete Invo- 
lution auf P?. 

Es ist noch zu beweisen, daß jede Gerade /, welche mit ihrer conj. 
Polare in Bezug auf W und mit den beiden Geraden m, n ein hyperboloi- 
disches Quadrupel bildet, auf P? liegen muß. Das ist aber ersichtlich aus 
der Tatsache, daß wenn die drei hyperboloidische Quadrupel: (7, n, m’, 1’), 
(m, n, l,l’), (m’, n’, 1, !') existieren, daß in diesem Falle die 6 Geraden m, 
n, m’, n', l, ! auf demselben Hyperboloide liegen müssen. 

Wir können also folgenden Satz aussprechen: 

Wenn die beiden Leitgeraden der Grundcongruenz eines 
Büschels von linearen Complexen mit ihren beiden in Bezug 
auf die absolute Fläche conjugierten Polaren das hyperbo- 
loidische Quadrupel bilden, dann geht das der Grundcon- 
gruenz zugehörige verallgemeinerte Cylindroid in ein Hyper- 
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boloid über. Dieses Hyperboloid ist das durch die beiden 
Leitgeraden gelegte in Bezug auf die absolute Fläche polar- 
invariante Hyperboloid. 


Dritter Fall. 


Der dritte Fall ist eine Specialisation des vorigen Falles. Diese Spe- 
cialisation besteht darin, daß eine von den beiden Leitgeraden m, n mit 
ihrer in Bezug auf %? conj. Polare zusammenfällt. Wir können also den 
Satz aussprechen: 

Wenn eine von den beiden Leitgeraden der Grund- 
congruenz eines Complexbüschels auf W liegt, dann 
geht das zugehörige verallgemeinerte Cylindroid in 
ein Hyperboloid über das in Bezug auf 9° pole Tin 
variant ist und die beiden Leitgeraden der Grund- 
congruenz enthält. 


Vierter Fall. 


Betrachten wir jetzt den Fall, wo die beiden Leitgeraden m, n unserer 
Grundcongruenz in den Geraden der absoluten Fläche enthalten sind. 
Es ist sehr leicht einzusehen, daß in diesem Falle alle linearen Complexe 
unseres Büschels in Bezug auf U? polarinvariant sind. Wir haben aber in 
Nr. 1 dieser Abhandlung gezeigt, daß ein in Bezug auf die absolute Fläche 
polarinvarianter linearer Complex ©? verallgemeinerte Achsenpaare besitzt, 
und daß diese Achsenpaare eine lineare Congruenz erfüllen. In unserem 
Falle haben wir also ©! solche lineare Congruenzen und die Leitgeraden- 
paare von denselben erzeugen eine Involution auf W?, in welcher Invo- 
lution m, n die Doppelgeraden sind. Es bilden also unsere æ1 lin. Con- 
gruenzen einen in Bezug auf W? polarinvarianten linearen Complex. Wir 
haben also folgenden Satz: 

Wenn die beiden Leitgeraden der Grundcongruenz eines 
Complexbüschels derselben Regelschar der absoluten Fläche 
angehören, dann erfüllen die verallgemeinerten Achsenpaare 
aller Complexe des Büschels einen in Bezug auf die absolute 
Fläche polarinvarianten linearen Complex. 


7. Das verallgemeinerte Cylindroid für die ausgeartete absolute Fläche. 


Es seien wieder m, n die Leitgeraden der Grundcongruenz des Bü- 
schels S,; von linearen Complexen und die absolute Fläche degeneriere in 
den Kegelschnitt a?, der in der Ebene x liegt. Conjugierte Polaren m’, n’ 
der Leitgeraden m, n in Bezug auf a? liegen in der Ebene x und es sei P ihr 
gemeinsamer Punkt. Die durch diesen Punkt P zu den Geraden m, n ge- 
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legte Transversale p und die Verbindungslinie g von den Durchschnitt- 
punkten M’, N’ der Geraden m’, n’ mit der Ebene 7, sind die beiden dop- 
pelten Leitlinien des zugehörigen verallgemeinerten Cylindroides. Da aber, 
wie wir früher gezeigt haben, das verallgemeinerte Cylindroid in Bezug 
auf die absolute Fläche polarinvariant sein muß, müssen in unserem Falle 
seine ©! Geraden in der Ebene = liegen. Denn sonst könnten wir nicht von 
der Polarinvarianz sprechen. Diese ©! Geraden müssen aber der linearen 
Congruenz [p, q] angehören, weil das ganze verallgemeinerte Cylindroid 
in dieser Congruenz enthalten ist. Es müssen also unsere &1 Geraden in der 
Ebene z einen Strahlenbüschel bilden, dessen Scheitel P ist. 

Weil der Fläche 4. Grades P? der Strahlenbüschel (P x) angehören 
muß, muß der übrige Teil dieser Fläche eine Regelfläche 3. Grades sein, 
welche wir mit P® bezeichnen werden. Die Gerade p ist die doppelte und 
die Gerade g ist die einfache Leitgerade dieser Regelfläche. 

Unsere Betrachtungen könnten wir auch auf duale Weise verfolgen, 
wo die absolute Fläche in einen Kegel 2. Klasse ausgeartet ist. Es ist 
begreiflich, daß wir dann zu demselben Resultate gelangen. Wir können 
also folgenden Satz aussprechen.: 

Wenn die absolute Fläche in einen Kegelschnitt oder 
in einen Kegel 2. Klasse ausgeartet ist, dann geht das einem 
Büschel von lin. Complexen zugehörige verallgemeinerte 
Cylindroid in einen Strahlenbüschel und in eine Regelfläche 
3. Grades über. 


Beitrag zur Theorie der linearen Systeme 
von linearen Strahlencomplexen. 


Von 


Dr. VÄCLAV SIMANDL, 


Assistenten an der böhmischen technischen Hochschule in Brünn. 


Vorgelegt am 13. Februar 1914. 


Iimehsayler: 
1. Uber die projektive Verallgemeinerung der Wälschschen Congruenzen. 
2. Specielle Fälle der verallgemeinerten Wälschschen Congruenzen. 
3. Über den verallgemeinerten A? Complex. 
4. Specielle Lagen der beiden Grundgeraden des Systemes S, in Bezug 
auf die absolute Fläche. 
5. Der verallgemeinerte A? Complex für die ausgeartete absolute Fläche. 
6. Über die verallgemeinerten Cylindroide, die in dem verallgemeinerten 
A? Complexe enthalten sind. 
7. Über den speciellen Fall, wo die Polarität der absoluten Fläche durch 


die Polarität eines linearen Complexes ersetzt ist. 


Aus der Theorie der linearen Systeme von linearen Complexen ist 
bekannt, daß der geometrische Ort der Axen aller linearen Complexe 
eines linearen Systemes zweiter Stufe besondere Congruenzen, dritter 
Ordnung und zweiter Klasse sind, die Congruenzen welche wir Wälsch- 
sche Congruenzen nennen werden, da E. Wälsch sich mit dem Studium 
derselben ziemlich eingehend beschäftigt hatte.*) Wir werden hier pro- 
jektiv verallgemeinert diese Congruenzen studieren, indem wir den so- 
genannten Kugelkreis durch eine beliebige Fläche zweiten Grades, die 
absolute Fläche 2 ersetzen. Wir suchen dann den geometrischen Ort 
aller Paare von Geraden, die sowohl in Bezug auf %, als auch auf einen 
linearen Complex des Systemes conjugiert sind. Diese projektive Ver- 
allgemeinerung, die wir schon in der Arbeit: „Über das verallgemeinerte 


1) E. Wälsch: Uber ein Strahlensystem beim Hyperboloid (Sitzungsberichte d. 
Wiener Akademie 1887, Bd 95. II. p 781). 
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Cylindroid‘“ (Bulletin international de l’Académie des Sciences de Bohême, 
1914) bei dem linearen Systeme erster Stufe studiert haben, wollen wir 
noch bei dem linearen Systeme S, dritter Stufe weiter verfolgen. Wir 
werden uns also mit dem projektiv verallgemeinerten Complexe der Axen 
der lin. Complexe des Systemes S, beschäftigen, d. h. mit dem projektiv 
verallgemeinerten A? Complexe, wie R. Sturm diesen quadratischen Complex 
nennt. Weiter wollen wir noch in dieser Abhandlung kurz den Fall be- 
sprechen, zu welchen geometrischen Örtern wir gelangen, wenn wir die 
Polarität der absoluten Fläche durch die Polarität eines festen linearen 
Complexes ersetzen. 


1. Über die projektive Verallgemeinerung der Wälschschen Congruenzen. 


Es sei das lineare System 2. Stufe S, von linearen Complexen gegeben 
Bezeichnen wir R, als die Grundregelschar unseres Systemes S, dh aig 
Regelschar der Coden die allen ©? Complexen des systemes S, gemeinsam 
sind. Die Leitschar dieser Regelschar R,, die wir mit R, bezeichnen 
wollen, bildet bekanntlich den Inbegriff der Leitgeraden aller ©! Gebiische 
unseres Systemes S,. Wir wollen jetzt den geometrischen Ort der pro- 
jektiv verallgemeinerten Achsenpaare der linearen Complexe des Sy- 
stemes S, studieren. Weil wir jede zwei Geraden der Regelschar R, als 
ein Paar von conj. Polaren in Bezug auf die linearen Complexe eines Bü- 
schels, der in S, enthalten ist, betrachten können, können wir unseren 
geometrischen Ort als den Inbegriff aller derjenigen Paare von conj. Po- 
laren der absoluten Fläche definieren, die mit beliebigen zwei Geraden 
der Regelschaar R, ein hyperboloidisches Quadrupel bilden. 

Die gemeinsamen conj. Polaren in Bezug auf 9%? und in Bezug auf 
die Complexe des Systemes S, finden wir immer als die beiden gemein- 
samen Transversalen von zwei beliebigen Geraden J, k der Grundregel- 
schar R, und ihren in Bezug auf 9%? c njugierten Polaren /’ k’ die auf Regel- 
schar R,’ liegen, die zu der Grundregelschar R, in Bezug auf % polar ist. 
Denken wir uns jetzt in einem Punkte P einen beliebigen Strahl p und es 
schneide dieser Strahl die Geraden x, y von der Regelschar R, aus. Seien 
dann x’, y’ die, den Geraden x, y in der Polarität 9 entsprechenden Ge- 
raden, und es seien p’ die Transversale der letzten beiden Geraden, welche 
durch den Punkt P hindurchgeht. Wir haben auf diese Weise zwischen 
Geraden p vnd p’ eine Collineation in dem Strahlenbiindel P bekommen. 
Die drei Doppelstrahlen dieser Collineation sind die drei Congruenzstrahlen 
im Punkte P. Wir sehen also, daß unsere Congruenz von dritter Ordnung 
ist. Auf ganz duale Weise könnten wir beweisen, daß unsere Congruenz 
von dritter Klasse ist. Wir wollen diese Congruenzen mit C,, bezeichnen. 

Wir können also folgenden Satz aussprechen: 

Der geometrische Ort der Paare von conjugierten Po- 
laren einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung %, welche 
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mit zwei beliebigen Geraden einer Regelschar R, ein hyper- 
boloidisches Quadrupel bilden, ist eine in sich selbst duale 
Congruenz dritter Ordnung und dritter Klasse Ca. 

Wenn wir % als absolute Fläche betrachten, dann können 
wir die Congruenz C,, als geometrischen Ort von den ver- 
allgemeinerten Achsenpaaren der linearen Complexe des Sy- 
stemes S, auffassen. Das System S, ist dasjenige System, 
dessen Grundregelschar die Leitschar R, der Regelschar R, 
ist. Wir können also die Congruenzen C,, als die projektiv 
verallgemeinerten Wälschschen Congruenzen bezeichnen. 

E. Wälsch hat in der hier schon citierten Abhandlung die charakte- 
ristische Eigenschaft der von ihm behandelten Congruenzen 3. Ordnung 
und 2. Klasse gefunden, daß man nämlich immer zwei solche Congruenzen 
derart zu sich zuordnen kann, daß, jede von diesen beiden Congruenzen 
aus den orthogonalen Transversalen immer von je zwei Geraden der anderen 
Congruenz zusammengesetzt ist. Wir wollen jetzt die projektive Verall- 
gemeinerung dieses Satzes für die Congruenzen C,, beweisen. 

Zu diesem Zwecke wollen wir zuerst den Begriff von involutorisch 
conjugierten Congruenzen C,, zu den Congruenzen Cs,’ einführen. Zu 
den Congruenzen C,,’ gelangen wir nämlich auf dieselbe Weise von der 
Leitschar R, der Regelschar R,, wie wir zu den Congruenzen C,, von der 
letzten Regelschar gelangten. Zu der Bezeichnung ‚involutorisch con- 
jugierten Covgruenzen Cy, und C,,’“* berechtigt uns die Tatsache, daß die 
Congruenz C,, dem Complexsysteme S,’ entspricht und daß dieses Com- 
plexsystem S,’ mit dem Complexsysteme S, in Involution ist. 

Jede von den Congruenzen C;; und C3,’ ist polarinvariant in Bezug 
auf die absolute Fläche 9%? und besteht also aus den ©? Paaren von conj. 
Polaren der absoluten Flache. Jedes solche Paar werden wir als Paar 
von conjugierten Geraden der Congruenz Cs, resp. C3,’ bezeichnen. Wir 
wollen jetzt folgenden Satz beweisen: 

Die beiden gemeinsamen Transversalen von zwei Paaren 
von conj. Geraden der Congruenz Cj, bilden ein Paar von 
conjugierten Geraden der Congruenz C;,’, welche zu der ersten 
involutorisch zugeordnet ist. 

Denken wir uns in der C ongruenz Cs, zwei Paare von conj. Geraden 
y, v’; s, s’ und es seien ¢, ¢’ ihre beiden gemiensamen Transversalen. Das 
Geradenpaar 7, r’ schneide in der Regelschar R, die Geraden a, b und das 
Paar s, s’ die Geraden c, d. Die zwei Paare von Geraden a, b; c, d können 
wir als zwei Paare von conjugierten Polaren eines linearen Complexes IP 
des Systemes S, betrachten. Dann sind aber die Geraden 7, 7’, s, s’ die 
Geraden des Complexes T', und wir sehen dann, daß die beiden Transver- 
salen £, ¢’ ebenso conjugierte Polaren in Bezug auf % als auch auf I’ sind. 
Sie bilden also das verallgemeinerte Achsenpaar des Complexes T. Da 
aber in dem lin. Complexe [ als dem Complexe des Systemes S, die Grund- 
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regelschar R, enthalten ist, so muß das verallgemeinerte Achsenpaar 1, ¢’, 
welches in dieser Regelschar R, zwei Geraden e, f schneidet auch die in 
Bezug auf 9% conjugierten Geraden derselben e’, f' schneiden. Aber auf 
diese Weise gelangen wir, wie wir schon gezeigt haben, zur involutorisch 
conjugierten Congruenz C3’. Damit ist also unsere Behauptung bewiesen 
worden. 


2. Specielle Fälle der verallgemeinerten Wälschschen Congruenzen. 


Jetzt wollen wir einige specielle Lagen der Grundregelschaar R, des 
Systemes S, in Bezug auf die absolute Fläche %? besprechen. Diese speciellen 
Lagen sind die folgenden: 

1. A? besitzt eine Gerade der Leitschar R, der Grundregelschar R,, 

2. die Grundregelschar R, ist polarinvariant in Bezug auf %, 

3. die Grundlregelschar R, ist identisch mit einer Regelschar der abso- 
luten Fläche 9%. 


Der erste Fall. 


Bezeichnen wir d als den gemeinsamen Strahl, der Regelschar R, mit 
der absoluten Fläche 9%. Alle ©? lineare Complexe des Systemes 5, können 
wir uns ia ©! Complexbüschel geordnet denken, nämlich in solche æ* 
Complexbüschel, bei denen die Leitgeraden der zugehörigen Strahlennetze 
immer die Gerade d und eine Gerade x der Regelschar R, bildet. Und 
den geometrischen Ort der verallgemeinerten Achsenpaare der lin. Com- 
plexe des Systemes S, werden wir jetzt als den geometrischen Ort der ®! 
verallgemeinerten Cylindroide suchen, welche unseren ©! Complexbüscheln 
S, zugehéren. Aber in Nr. 6 der hier schon zitierten Abhandlung ,, Uber 
das verallgemeinerte Cylindroid“ haben wir gezeigt, daß in dem Falle, 
wo eine von den beiden Leitgeraden der Grundcongruenz eines Complex- 
büschels auf der absoluten Fläche liegt, das zugehörige verallgemeinerte 
Cylindroid in eine Regelschar zweiter Ordnung ausgeartet ist, nämlich in 
die durch die beiden Leitgeraden gelegte und in Bezug auf Y? polarin- 
variante Regelschar. Wir sehen also, daß unsere gesuchte Congruenz von 
den ®! Regelscharen (d, x, x’) erfüllt ist, wo x’ die conjugierte Polare der 
Geraden x in Bezug auf W? und x eine beliebige Gerade der Regelschar R, 
bedeutet. Bezeichnen wir uns diese Congruenz mit C,, und die Congruenz, 
die die Leitscharen der Regelscharen (d, x, x’) erfüllen mit C,,’. 

Es projizieren sich von einem beliebigen Punkte P die Geraden der 
Regelschar R, und der zu dieser in Bezug auf W? polaren Regelschar R,’ 
als die Berührungsebenen zweier Kegel 2. Klasse k? und k,?. Die Verbin- 
dungsebene à des Punktes P mit der Geraden d ist eine von den gemein- 
samen Berührungsebenen der Kegel k? und k,?. In dieser Ebene $ und 
im Punkte P bekommen wir zwei projektive Strahlenbüschel, in denen sich 
diejenigen zwei Strahlen entsprechen, die von zwei Berührungsebenen 


der Kegel k? und k,? ausgeschnitten sind, nämlich von denjenigen beiden 
Ebenen, welche zwei von dem Punkte P in Bezug auf 9% conjugierte Ge- 
raden von den Regelscharen R, und R,’ projizieren. Zwei in unserer Pro- 
jektivität im Büschel (P 8) coincidente Strahlen w’, v’ sind dann zwei 
Strahlen der Congruenz C,,’, die durch den beliebigen Punkt P gehen. Es ist 
also unsere Congruenz zweiter Ordnung und es läßt sich auf ganz duale 
Weise, wie der duale Charakter dieser Congruenz zeigt, beweisen, daß die 
Congruenz C,, auch von zweiter Klasse ist. 

Die beiden Geraden w’, v' gehören den Leitscharen zweier gewissen 
Regelscharen U?, V?. Durch den Punkt P gehen also noch zwei Geraden 
u, v der Regelscharen U?, V?, welche in der Congruenz C,, enthalten sind. 
Und die Geraden #, v sind dann zwei Congruenzstrahlen im Punkte P. 

Es ist also die Congruenz C,, von zweiter Ordnung und auf ganz 
duale Weise läßt sich auch beweisen, daß sie von zweiter Rlasse ist. Es ist 
ohne weiteres sofort klar, daß die Gerade d die Doppelgerade dieser Con- 
gruenz C,, ist, denn für jeden ihren Punkt und für jede ihre Ebene fallen 
die beiden zugehörigen Congruenzstrahlen in d zusammen. Wir können 
also folgenden Satz aussprechen, indem wir auch die Tatsache berück- 
sichtigen, daß die Gerade d die Leitgerade eines speciellen Complexes 
des Systemes S, ist: 

Wenn die Leitgerade eines speciellen Complexes des 
Systemes S, in einer Regelschar der absoluten Fläche ent- 
halten ist, dann ist der geometrische Ort der verallgemeiner- 
ten Achsenpaare aller Complexe dieses Systemes eine Con- 
gruenz zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 


Der zweite Fall. 


Im zweiten speciellen Falle ist die Grundregelschar R, polarinvariant 
in Bezug auf die absolute Fläche W. Wir können dann die ©? linearen 
Complexe des Systemes S, in ©! Complexbüschel S, auf derartige Weise 
zuordnen, daß die Leitgeraden x, v der Grundregelscharen dieser Complex- 
büschel eine Involution in der Leitschar R, bilden. Die Doppelgeraden 
dieser Involution sind die Geraden m’, n', die gemeinsamen Geraden der 
Leitschar R, mit der absoluten Fläche. Weiter bezeichnen wir uns m, 
n als die beiden Geraden, die die Grundregelschar R, mit der absoluten 
Fläche gemeinsam hat. Da die Geradenpaare x, y die Paare von con]. 
Polaren in Bezug auf die absolute Fläche sind, so schen wir, daß wir unsere 
Complexbiischel S, als die projektiv verallgemeinerten Büschel von den 
coaxialen Complexen betrachten können. In Nr. 6 der hier schon zitierten 
Arbeit haben wir bewiesen, daß der geometrische Ort der verallgemeinerten 
Achsenpaare der lin. Complexe eines derartigen Büschels zwei lineare 
Congruenzen sind. Die Leitgeraden dieser beiden lin. Congruenzen sind 
in unseren Falle je zwei Gegenseiten des windschiefen Viereckes, das die 
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conj. Polaren x, y aus der absoluten Fläche ausschneiden. Weil wir ©! Ge- 
radenpaare x, y haben, so haben wir auch ®! unsere windschiefe Vierecke 
auf der Fläche 2. 

Ein Paar von den Gegenseiten dieser Vierecke ist das Paar m’, n’ das 
allen unseren Vierecken gemeinsam ist. Das zweite Paar von den Gegen- 
seiten dieser Vierecke bezeichnen wir mit #, v und wir sehen, daß die «1 
Paare u, v eine Involution mit den Doppelstrahlen #1, # bilden. Bilden 
also die #1 lineare Congruenzen [w, v] einen linearen Complex PF. Dieser 
Complex T und die lineare Congruenz [m’, n'] bilden gemeinsam den ge- 
suchten geometrischen Ort. Wir können also folgenden Satz aussprechen: 

Wenn die Grundregelschar des Systemes S, von linearen 
Complexen in Bezug auf die absolute Fläche polarinvariant 
ist, dann ist der geometrische Ort der verallgemeinerten 
Achsenpaare ein linearer Complex und eine lineare Con- 
gruenz. 


Der dritte specielle Fall. 


Im Nachstehenden wollen wir folgende Satz beweisen: 

Im Falle, daß die Grundregelschar R, des Systemes S, 
mit einer Regelschar der absoluten Fläche identisch ist, 
können wir alle Paare von conjugierten Polaren der abso- 
luten Fläche als verallgemeinerte Achsenpaare betrachten. 

Es sei k, k’ ein beliebiges Paar von conjugierten Polaren der abso- 
luten Fläche %2. Die beiden Geraden, welche diese Polaren in der Leit- 
schar der Grundregelschar unseres Systemes S, schneiden, seien die Gera- 
den £, v. Jedes Paar x, y der Involution in dieser Leitschar mit £, v als 
Doppelstrahlen bildet mit den beiden Polaren k, k’ das hyperboloidische 
Quadrupel. Das ist ersichtlich daraus, daß wir die beiden Geradenpaare 
x, y; À, k’ als zwei Paare von conjugierten Polaren desselben linearen Com- 
plexes betrachten können, nämlich desjenigen, der durch seine beiden con- 
jugierten Polaren k, k’ und eine beliebige Gerade der Grundregelschar 
gegeben ist. 


3. Über den verallgemeinerten A? Complex. 


Es sei S, das gegebene lineare System 3. Stufe von linearen Com- 
plexen und m, n die gemeinsamen Geraden aller ©? linearen Complexe 
dieses Systemes, oder die Grundgeraden dieses Systemes. Den geometrischen 
Ort der verallgemeinerten Achsenpaare aller lin. Complexe des Syste- 
mes S,, den wir jetzt untersuchen wollen, werden wir den projektiv ver- 
allgemeinerten A? Complex nennen. Wir sehen, daß dieser geometrische 
Ort auch als Inbegriff von denjenigen Paaren der absoluten Fläche auf- 
gefaßt werden kann, welche mit beliebigen zwei Geraden der Congruenz 
Im, n] ein hyperboloidisches Quadrupel bilden. Die conj. Polaren der Ge- 
raden m, n in Bezug auf die absolute Fläche bezeichnen wir m’, m’. 
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Wir werden jetzt beweisen, daß der verallgemeinerte A? Complex ein 
quadratischer Complex mit zwei doppelten Geraden ist und zwar daß er 
1 lineare Congruenzen enthält, von denen jede immer zwei polaren lin. 
Complexen in den polaren Complexbüscheln S, und S,’ mit den Grund- 
congruenzen [m, n] und [m’, n’] gemeinsam ist. 

Betrachten wir in den Complexbüscheln S, und S,’ zwei in Bezug 
auf A? polare lineare Complexe I’ und I”. Diese beiden Complexe schneiden 
sich in einer in Bezug auf % polarinvarianten linearen Congruenz [g, g”) 
und von den Geraden dieser linearen Congruenz wollen wir beweisen, 
daß sie unserem verallgemeinerten A? Complexe angehören. Betrachten 
wir eine beliebige Gerade ¢ der lin. Congruenz [g, g’j; und die Gerade ?’, 
welche zur ersten Geraden ¢ in Bezug auf W? polar ist. Wir sollen dann 
beweisen, daß in der Congruenz [n, n] immer ein Geradenpaar existiert, 
das mit den beiden Geraden #, ¢’ ein hyperboloidisches Quadrupel bildet. 

Die Existenz dieses Geradenpaares wird dadurch bestätigt, daß wir 
die Existenz eines gewissen linearen Complexes nachweisen, dem die 
Geraden m, n, als Complexgeraden und die Geraden #, ¢’ als conjugierte 
Polaren angehören. Den gesuchten linearen Complex ® bekommen wird 
als den gemeinsamen Complex des Complexsystemes S, und des Büschels 
der lin. Complexe mit der Grundcongruenz [i, ¢’]. Aber ein Complexbüschel 
und ein lin. System 3. Stufe von lin. Complexen kommen in der fünf- 
dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit aller linearen Complexe erst dann 
zum Schnitte, wenn sie sich in einem lin. Complexsysteme 4. Stufe be- 
finden. Und das ist gerade be’ unseren Betrachtungen der Fall. Denn es 
befinden sich der unsere Complexbüschel mit der Grundcongruenz [t, #] 
und das System S, in demselben lin. Systeme 4. Stufe nämlich dem Systeme 
aller 04 linearen Complexe, die in Bezug auf den Complex I’ polarinvariant 
sind. Es ist nämlich der Complex büsckel mit der Grundcongruenz [t, #] in 
Bezug auf T polarinvariant, denn alle Complexe dieses Büschels haben 
das gemeinsame Paar von conjugierten Polaren ¢, ¢’, das im Complexe T' 
enthalten ist. Ebenso alle ®® lin. Complexe des Systemes S, enthalten die 
Geraden m, n, welche ein Paar von conjugierten Polaren des Complexes T' 
bilden. Es ist also auch das System S, in Bezug auf den Complex I’ polar- 
invariant. Damit ist also die Existenz des linearen Complexes © bewiesen 
worden. Die zur einer beliebigen Geraden A der linearen Congruenz [m, n] in 
Bezug auf den linearen Complex ® conjugierte Polare h’, ist wieder eine 
Gerade der Congruenz [m, n], denn die Geraden m, n sind die Geraden 
des Complexes ®. Es bilden dann die vier Geraden h, h’, t, !', als zwei 
Paare von conj. Polaren des lin. Complexes P, das hyperboloidische Quad- 
rupel, was wir beweisen sollten. ; 

Wir können also den verallgemeinerten A? Complex als das Erzeugniß 
von zwei polaren Complexbüscheln mit den Grundcongruenzen [m, 1] 
und [m’, n'] betrachten. Es ist also der verallgemeinerte A? Complex 
quadratisch. 
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Die beiden Transversalen p, g der vier Geraden m, n, m’, n’ sind in 
allen 91 linearen Congruenzen des verallgemeinerten A? Complexes ent- 
halten, und sie sind die zwei Doppelgeraden des Complexes. Wir sehen 
also, daß der verallgemeinerte A? Complex in diejenige Klasse von den 
quadratischen Complexen gehört, welche mit der in der Klassifikation der 
quadratischen Complexe üblichen Symbolik: 


Gey Sally 
bezeichnet wird. 

Es ist sehr leicht zu ersehen, daß in unserem quadratischen Complexe 
die linearen Congruenzen [m, n], [m,’ n’], [m, m’), [n, n’) enthalten sind. 

Aus der Theorie der quadratischen Complexe ist bekannt (Sturm: 
Liniengeometrie III., 393), daß die Leitgeraden der beiden Systeme der 
linearen Congruenzen, die im Complexe enthalten sind, auf einer Regel- 
fläche 4. Ordnung liegen, welche die singuläre Fläche dieses Complexe 
ist. Betrachten wir zwei Geraden x, y, welche die Leitgeraden einer linearen 
Congruenz in unserem verallgemeinerten A? Complexe sind. Es ist also 
das Geradenpaar x, y ein Paar von Geraden auf der singulären Fläche. 
Die Congruenz |x, y] können wir als Congruenz von den linearen Com- 
plexen Y, und Y',’ betrachten, die gegenseitig in Bezug auf die Fläche 9? 
polar sind in den beiden polaren Complexbüscheln mit den Grundcongruen- 
zen [n, n] und [m’, n']. Da aber das Geradenpaar x, y auch ein Paar con]. 
Polaren der absoluten Fläche ist, so können wir dieses Paar x, y auch als 
verallgemeinertes Achsenpaar des beliebigen linearen Complexes ‘’, aus 
dem Complexbiischel mit der Grundcongruenz [m, mn] betrachten. Es 
erfüllen also die Leitgeradenpaare x, y das verallgemeinerte Cylindroid P1, 
das durch die lineare Congruenz [m, n] bestimmt ist, wie wir in der hier 
schon zitierten Abhandlung über das verallgemeinerte Cylindroid gezeigt 
haben. Wir können dann folgende Sätze aussprechen: 

Der geometrische Ort derjenigen Paare von conjugier- 
ten Polaren einer Fläche zweiter Ordnung W, welche mit 
beliebigen zwei Geraden der gegebenen linearen Congruenz 
Pr, n] immer ein hyperboloidisches Quadrupel bilden, ist ein 
quadratischer Complex mit zwei windschiefen Doppelge- 
raden. Diesen Complex können wir als den verallgemei- 
nerten A? Complex bezeichnen. 

Die singuläre Fläche dieses Complexes ist die Regel- 
fläche P!, welche diejenigen Paare von conjugierten Polaren 
der Fläche % erfüllen, die mit den Leitgeraden der Con- 
gruenz |m, n] ein hyperboloidisches Quadrupel bilden. 

Den verallgemeinerten A? Complex können wir als den 
geometrischen Ort der verallgemeinerten Achsenpaare der 
linearen Complexe des Systemes S, betrachten. Die singuläre 
Fläche dieses Complexes ist dann das verallgemeinerte Cy- 
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lindroid des Complexbüschels S,, der zu dem Systeme S, in 
Involution liegt. 

Die Leitgeradenpaare der beiden Systeme von den linearen Con- 
gruenzen, die unseren verallgemeinerten 4? Complex bilden, sind die 
Paare je einer ausgezeichneten Involution auf dem verallgemeinerten 
Cylindroide (siehe meine hier schon zitierte Abhandlung Nr. 3.). 


4. Specielle Lagen der beiden Grundgeraden des Systems S, in Bezug 
auf die absolute Fläche. 


Betrachten wir jetzt einige specielle Lagen der beiden Grundgeraden 
m, n des Systemes S, in Bezug aut die absolute Fläche %. Es seien diese 
speciellen Lagen die folgenden: 

1. m, n bilden ein Paar von conj. Polaren der absoluten Fläche. 

2. m, n liegen mit ihren in Bezug auf Ql? conj. Polaren auf einer 
Regelschar 2. Ordnung. 

3. eine von den Geraden m, n liegt auf der absoluten Fläche 9%. 


4. die beiden Geraden m, n liegen auf der abs. Fläche. 


Erster Fall. 


Im ersten Falle artet der zugehörige verallgemeinerte A? Complex 
in zwei lineare Complexe aus. Wir brauchen uns denselben als Erzeugnis 
zweier projektiven Complexbüschel zu denken, wie wir es in der vorigen 
Nummer gezeigt haben. Hier sind diejenigen beiden Complexbüschel 
kollokal, indem sie dieselbe Grundcongruenz [n, 1] haben und die beiden 
in Bezug auf W? polarinvariante linearen Complexe mit der Grundcon- 
gruenz [m, n] sind die beiden gesuchten Complexe, in welche der zugehörige 
verallgemeinerte A? Complex übergeht. Wir haben also folgenden Satz: 

Wenn die beiden Grundgeraden des Systemes S, in Bezug 
auf die absolute Fläche ein Paar von conjugierten Polaren 
bilden, dann artet der dem Systeme S, zugehörige verallge- 
meinerte A? Complex in zwei lineare Complexe aus. 


Zweiter Fall. 


Im Falle, daß die Grundgeraden m, n unseres Complexsystemes S3 
mit beiden ihren in Bezug auf 9%? conjugierten Polaren m’, n’ das hyper- 
boloidische Quadrupel von Geraden bilden, haben die Büschel der linearen 
Complexe mit den Grundcongruenzen [m, n], [m’, n'] die perspektive Lage, 
d.h. eine solche Lage, daß sie einen lin. Complex gemeinsam haben, nämlich 
den lin. Complex, der durch die beiden Paare von seinen conj. Polaren 
m, n und m’, n’ bestimmt ist. Es zerfällt also auch in diesem Falle der 


67 


zugehörige verallgemeinerte A? Complex in zwei lineare Complexe. Wir 
können also folgenden Satz aussprechen: 

Wenn die beiden Grundgeraden des Systemes S, mit 
ihren in Bezug auf die absolute Fläche conj. Polaren ein 
hyperboloidisches Quadrupel bilden, so artet der dem Sy- 
steme S, zugehörige verallgemeinerte A? Complex in zwei 
lineare Complexe aus. 


Dritter Fall. 


Der dritte specielle Fall, wo die eine von den beiden Grundgeraden 
des Systemes S; auf der absoluten Fläche liegt, ist ein Spezialfall des vorigen 
speciellen Falles. Es zerfällt also auch in diesem Falle der zugehörige ver- 
allgemeinerte A® Complex in zwei lineare Complexe. Es ist sehr leicht 
einzusehen, daß einer von diesen beiden linearen Complexen speciell ist, 
und daß die Grundgerade des Systemes ‚die auf der absoluten Fläche 
liest, die Leitgerade dieses speciellen Complexes ist. 


Vierter Fall. 


Die beiden in Bezug auf %? polaren Complexbüschel, die den ver- 
allgemeinerten A? Complex erzeugen, sind in diesem Falle kollokal; denn 
die beiden Grundgeraden m, n des Systemes S, liegen auf der absoluten 
Fläche 9%. Da aber alle linearen Complexe des Complexbiischels mit der 
Grundcongruenz [m, n] in Bezug auf die absolute Fläche polarinvariant 
sind, so ist das Erzeugnis unserer beiden polaren Complexbiischel die 
Gesamtheit aller ©! Geraden des Raumes. Wir haben also folgenden Satz: 

Wenn die beiden Grundgeraden des Complexsystemes S, 
auf der absoluten Fläche liegen, so geht der dem Systeme S, 
zugehörige verallgemeinerte A? Complex in alle ©! Geraden 
des Raumes über. 


5. Der verallgemeinerte A? Complex für die ausgeartete absolute Fläche. 


Wir wollen noch kurz den speciellen Fall besprechen, wo die absolute 
Fläche in einen Kegelschnitt bzw. in einen Kegel zweiter Klasse aus- 
geartet ist. Bezeichnen wir unseren absoluten Kegelschnitt mit a? und 
es sei z die Ebene, in welcher derselbe liegt. Die beiden Grundgeraden 
m, n schneiden die Ebene x in den Punkten M, N. Die Polaren dieser 
beiden Punkte in der Ebene x in Bezug auf den Kegelschnitt a? sind die 
beiden conjugierten Polaren der Geraden m, n und wir wollen sie mit 
m’, n' bezeichnen. Sie schneiden sich im Punkte P und die Transversale p 
von diesem Punkte zu den beiden Grundgeraden m, n, ist schon eine Doppel- 
gerade des unserem Systeme S, zugehörigen verallgemeinerten A? Com- 
plexes. Die Verbindungslinie g der Punkte M, N in der Ebene 7 ist wieder 
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eine Doppelgerade unseres Complexes. Das ist ja ohne weiteres aus den 
früheren Betrachtungen klar, wo wir die beiden Transversalen p, g der vier 
Geraden m, n, m’, n' als die Doppelgeraden, des verallgemeinerten A? Com- 
plexes anerkannt haben. 

Es ist sehr leicht zu ersehen, daß in dem verallgemeinerten A? Com- 
plexe in diesem Falle auch der Strahlenbündel P und das Strahlenfeld x 
enthalten ist. Die singuläre Fläche 4. Grades zerfällt dann in eine Regel- 
fläche 3. Grades P® und den Strahlenbüschel (P x). Die Tangenten ¢,, f, aus 
dem Punkte P zu dem absoluten Kegelschnitte a? sind ebenso die Geraden 
der Regelfläche P® als auch des Strahlenbüschels (P x) und wir sehen also, 
daß sie als zwei weitere Doppelgeraden unseres verallgemeinerten A? Com- 
plexes angesehen werden können. 

Unser quadratischer Complex enthält also zwei Paare von Doppel- 
strahlen p, q und 4, ty, welche die Eigenschaft haben, daß eine Gerade des 
zweiten Paares mit den beiden Geraden des ersten Paares ein Dreieck 
und daß die andere Gerade des zweiten Paares mit den beiden Geraden 
des ersten Paares ein Dreikant bildet. Einem derartigen quadratischen 
Complexe gehört in der Klassifikation der quadratischen Complexe die 
Symbolk: 

[1122] 


Es ist klar, daß in dem dualen Falle wo die absolute Fläche 9? in den Kegel 
zweiter Klasse « ausgeartet ist, wir dieselben Resultate bekommen hätten. 
Unsere Resultate können wir dann in den folgenden Sätzen zusammen- 
stellen: 

Wenn die absolute Fläche Y in einen Kegelschnitt oder 
in einen Kegel zweiter Klasse ausgeartet ist, dann ist der 
zugehörige verallgemeinerte A? Complex ein quadratischer 
Complex mit vier Doppelgeraden, von denen ein Paar wind- 
schiefe Geraden bilden und die Geraden des anderen Paares 
mit einer Geraden des ersten Paares ein Dreieck und mit 
der zweiten Geraden dieses Paares ein Dreikant bilden. 

Die singuläre Fläche dieses Complexes ist das verallge- 
meinerte Cylindroid P® dritten Grades, 


weiter alle Punkte der Ebene | weiter alle Ebenen im Pun- 
7, in welcher der absolute | kte P, welcher Scheitel des 
Kegelschnitt a? liegt und alle | absoluten Kegels a ist und. 
Ebenen durch den “Punkt P | alle Punkte der Ebene 7, 
in welchem die doppelte Leit- | welche die doppelte Leitge- 
gerade der Fläche P? die Ebe- | rade der Fläche P3 mit dem 
ne x schneidet. Scheitel P verbindet. 


Bei dem gewöhnlichen A? Complexe bildet die orthogonale Trans- 
versale der Grundgeraden des Systemes S, mit der unendlich ferner Geraden, 
die diese Transversale orthogonal kreuzt, das eine Paar von Doppelgeraden 
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des A? Cc mplexes. Das zweite Paar sind die beiden isotropen Geraden in 
der unendlich fernen Ebene, die durch den Punkt unserer orthogonalen 
Transversale der beiden Grundgeraden hindurchgehen. 


6. Über die verallgemeinerten Cylindroide, die in dem verallgemeinerten 
A? Complexe enthalten sind. 


Die Tatsache, daß im Systeme S, eine Mannigfaltigkeit von 204 Com- 
plexbüscheln S, enthalten ist, führt sofort zu der Existenz der æ ver- 
allgemeinerten Cylindroide P*, die in einem verallgemeinerten A? Com- 
plexe enthalten sind. Den verallgemeinerten A? Complex, den wir jetzt 
betrachten werden, wollen wir mit I? bezeichnen. 

Je zwei beliebige Geraden x, y des Complexes IT? bestimmen einen 
verallgemeinerten Cylindroid P,?, das in dem Complexe I? enthalten ist. 
Die Doppelgeraden d, d’ dieses verallgemeinerten Cylindroides P,* bekommen 
wir als die beiden Transversalen der vier Geraden x, v, x’, y’, wo x’, y’ die 
in Bezug auf 9% conjugierten Polaren der Geraden x, y sind. Die Doppel- 
geraden d, d’ bilden ein Paar von conj. Polaren der absoluten Fläche, 
denn sie sind die Transversalen zweier Paare x, x’ und y, y’ von conjugierten 
Polaren der absoluten Fläche. Das verallgemeinerte Cylindroid P,! erscheint 
hier uns als die Durchdringung des Complexes IT? mit der linearen Con- 
gruenz [d, d']. 

Aber wir können jedes Paar p, p’ von conj. Polaren der absoluten 
Fläche als das Paar von doppelten Leitgeraden eines verallgemeinerten 
Cylindroides betrachten, das in dem Complexe I* enthalten ist. Denn zu 
jedem Paare p, p’ von conj. Polaren der absoluten Fläche existiert immer 
ein Geradenpaar x, y, der zu einem verallgemeinerten Cylindroide führt, 
weil er in der linearen Congruenz [p, p’) und in dem Ccmplexe IT? enthalten 
ist. Wir bekommen also alle ©? verallgemeinerten Cylindroide, die in dem 
Complexe T? enthalten sind als Durchdringungen dieses Complexes mit 
allen ©4 in Bezug auf 9 polarinvarianten linearen Congruenzen. 

Wir werden jetzt den Zusammenhang der singulären Fläche P! des 
Complexes T? mit den 4 verallgemeinerten Cylindroiden P,! zeigen, die 
im IT? enthalten sind. Es sei d, d’ ein Paar von conjugierten Polaren der 
absoluten Flache. Wir betrachten jetzt die Durchdringungsflache der 
lin. Congruenz [d, d’) mit dem Complexe T?. Wir haben früher gezeigt, 
daß der verallgemeinerte A? Complex als der geometrische Ort der ®! li- 
nearen Congruenzen, deren Leitgeradenpaare die Paare der ersten oder der 
zweiten ausgezeichneten Involution auf P* bilden, betrachtet werden kann. 
Also wir können folgenden Satz aussprechen: 

Wenn wir zu einem Paare von conjugierten Polaren 
d, d’ der absoluten Fläche und zu den Paaren einer ausge- 
zeichneten Involution auf dem verallgemeinerten Cylindroide 
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immer die beiden gemeinsamen Transversalen construiren, 
so erfüllen diese Geradenpaare wieder ein verallgemeinertes 
Cylindroid. Die Polaren d, d’ sind dann die beiden doppelten 
Leitgeraden dieses Cylindroides. Es existiert so zu jedem 
verallgemeinerten Cylindroide Pt ein System von 1 ver- 
allgemeinerten Cylindroiden Pt, von denen wir sagen, daß 
sie zu dem Cylindroide P* in Involution sind. 

Wenn wir diesen Satz für das Plückersche Konoid specialisieren 
wollen, so bekommen wir folgende zwei Satze: 

Wenn wir zu einer beliebigen Geraden o und zu allen 
Geraden des gegebenen Plückerschen Konoides K® orthogo- 
nale Transversalen construiren, so erfüllen diese Transver- 
salen wieder ein Plückersches Konoid, das wir mit K,? be- 
zeichnen und dessen Achse o ist. 

Wenn wir zu einer beliebigen Geraden o orthogonale 
Transversalen construiren, die immer zwei Geraden schneiden, 
die ein Paar der Involution auf dem Pückerschen Konoide 
K® bilden, so erfüllen diese Transversalenpaare wieder das 
Plückersche Konoid K,? mit der Achse o. 

Von allen ©? Geraden im Raume gelangen wir von einem 
gegebenen Plückerschen Konoide K? zu den ! Plückerschen 
Konoiden K,3, von welchen wir sagen, daß sie zu dem Ko- 
noide K®? in Involution sind. 

Zu der Bezeichnung daß Pt und P,* oder K* und K,? in Involution 
sind, berechtigt uns die Tatsache, daß die ©! Flächen P,! oder K,3 zu den 
2? Complexbücheln gehören, die in dem linearen Complexsysteme dritter 
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Stufe enthalten sind, welches zu dem Complexbüschel S, in Involution 
ist. Der Büschel S, ist derjenige Büschel, welchem das verallgemeinerte 
Cylindroid P? zugehört. 


7. Uber den speciellen Fall, wo die Polaritat der absoluten Fläche durch 
die Polarität eines linearen Complexes ersetzt ist. 


Das verallgemeinerte Cylindroid P* geht wenn die Po- 
larität der absoluten Fläche durch die Polarität eines li- 
nearen Complexes I‘ ersetzt wird, in ein Hyperboloid über. 
Es seien m, n die Leitgeraden der Grundcongruenz des gegebenen Com- 
plexbüschels S,. Die in Bezug auf Io conjugierten Polaren m’, n’ der Ge- 
raden m, n liegen mit denselben auf einem Hyperboloide P? und das ist 
schon der gesuchte geometrische Ort von den conjugierten Polaren eines 
gegebenen linearen Complexes I’. und der Complexe des Büschels Sj. 

Wir werden jetzt den geometrischen Ort derjenigen Paare von conj. 
Polaren des. lin. Complexes I. suchen, welche gleichzeitig conj. Polaren 
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je eines Complexes des Systemes S, sind. Es sei R, die Grundregelschar 
dieses Systemes, R, Leitschar dieser Grundregelschar. Es seien #,, v,; 
Uy, Vo die Geraden, welche die Regelscharen R, und R, mit dem Com- 
plexe Io gemeinsam haben. Wir wollen jetzt zeigen, daß jedes in Bezug 
auf I’. polarinvariante Geradenpaar #, ¢’ der linearen Congruenz [w,, 4] 
als ein Geradenpaar unseres geometrischen Ortes betrachtet werden kann. 
Es bestimmt nämlich eine beliebige Gerade k der Regelschar R, und die 
zu ihr in Bezug auf I. conjugierte Polare k’ mit den Geraden £, ¢’ ein gewißes 
in Bezug auf I’. polarinvariantes Hyperboloid K?. Dieses Hyperboloid 
ist der geometrische Ort von den gemeinsamen Paaren der conj. Polaren 
des linearen Complexes I. und der linearen Complexe eines Complex- 
büschels S,, der in dem Systeme S, enthalten ist. Die Leitgeraden der 
Grundcongruenz des Büschels S, sind die Geraden À und 7, welche das 
Hyperboloid K? aus der Regelschar R, ausschneidet. Und so existiert in 
dem Complexbüschel S, mit der Grundcongruenz [7, k] ein gewißer h- 
nearer Complex, der mit dem lin, Complexe I. das gemeinsame Paar von 
conj. Polaren i, ¢’ hat. 

In dem Systeme S, existieren ©? Büschel S, und zu jedem diesem 
Büschel gehört ein gewißes Hyperboloid K?. Alle diese Hyperboloide 
sind in der linearen Congruenz [#,, v,| enthalten. Die Geraden w,, v, sind 
aber die gemeinsamen Geraden aller ©? lin. Complexe des Systemes Sy. 
Wir sehen also, daß der geometrische Ort der Paare von conj. Polaren, die 
dem linearen Complexe I. und den einzelnen linearen Complexen des 
Systemes S, gemeinsam sind, eine lineare Congruenz ist. Die Leitgeraden 
dieser Congruenz sind die gemeinsamen Geraden des Complexes Io mit der 
Grundregelschar des Systemes S,. 

SchlieBlich wollen wir noch den geometrischen Ort aller derjenigen 
Geradenpaare untersuchen, die sowohl in Bezug auf den festen linearen 
Complex T. als auch auf je einen linearen Complex des Systemes S, 
ein Paar von conj. Polaren bilden. Legen wir durch die Grundgeraden 
m, n des Systemes S, eine in Bezug auf IT. polarinvariante Regelschar 
pn, n, m’, n’) hindurch und es seien w’, v’ die beiden Doppelgeraden der 
Involution von conj. Polaren m, n; m’, n’. Es seien weiter #, v die 
Geraden der Leitschar der eben betrachteten Regelschar, welche diese 
Leitschar mit dem Complexe Io gemeinsam hat. Ordnen wir jetzt die 
©? Geraden der linearen Congruenz [m, n] in ©? Regelscharen H? 
ein und zwar so, daß die Geraden w, v in allen diesen Regelscharen ent- 
halten sind. 

Diese ©! Regelscharen H? können wir als die Grundregelscharen der 
1 Complexsysteme S,, welche das System S, erzeugen, betrachten. Die 
G eradenpaare, welche die Leitscharen unsere æ1 Regelscharen H? mit 
dem lin. Complexe I’. gemeinsam haben, bilden eine Involution auf der 
Regelschar [m, n, m’, n’], welche die Geraden u’, v’ als Doppelgeraden 
besitzt. 
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Jedes Paar dieser Involution können wir, wie wir oben gezeigt haben, 
als Leitgeradenpaar einer lin. Congruenz betrachten, nämlich derjenigen 
Congruenz, welche die gemeinsamen Paare von conj. Polaren in Bezug 
auf l und alle lin. Complexe eines von unseren ®1 Systemen S, erfüllen. 
Weil aber die Geraden aller unserer linearen Congruenzen einen lin. Complex 
erzeugen, können wir folgenden Satz zum Ausdruck bringen: 

Der geometrische Ort aller derjenigen Geradenpaare, 
die sowohl in Bezug auf einen festen linearen Complex I, 
als auch in Bezug auf einzelne lin. Complexe des gegebenen 
Complexsystemes S, ein Paar von conj. Polaren bilden, ist 
ein linearer Complex, der in Bezug auf I. polarinvariant 
und durch die Grundgeraden des Systemes S, als seine con- 
jugierte Polaren bestimmt ist. 


Über die lakkolithenartigen Intrusionen der 
Porphyre zwischen MniSek und der Moldau. ) 


(Resume des böhmischen Textes.) 
Von RADIM KETTNER in Prag, 


(Mit einer geol. Karte, einer Profiltafel und 3 Textbildern.) 


(Vorgelegt am 16. Jäner 1914.) 


Einleitung. 


Im Algonkium des Moldaugebietes zwischen den Sct. Johann Strom- 
schnellen und der Mündung der Beraun unterscheide ich im Ganzen zwei 
geologisch verschiedene Typen von Porphyrgesteinen. Die einen durch- 
setzen die Schichten diskordant und bilden so entweder Stöcke 
(der Porphyrstock von Kozohory bei Neu Knin) oder den echten Gängen 
ähnliche Gebilde und pflegen von basischen Eruptivgesteinen begleitet 
zu sein (die „Euler eruptive Zone“ in der Umgebung von Eule 
und den Sct. Johann Stromschnellen), die anderen dagegen kommen immer 
in vollkommenen Lagergängen vor und weisen in der Regel eine 
sauere Beschaffenheit auf, indem sie mit den basischen Eruptivgesteinen 
genetisch nie verbunden sind. Die beiden Typen der Porphyre können 
bei der Feldarbeit nicht verwechselt werden, trotzdem sie manchmal petro- 
graphisch einander sehr ähnlich sind, denn sie sind im Gelände bestimmt 
lokalisiert und von einander durch breite Streifen der algonkischen Schichten 
getrennt, in welchen keine Porphyre vorkommen. 

Die Porphyre des zweiten Typus bleiben sicher nicht 
unbeachtet von denjenigen, welche mit dem Dampfer von Königsaal nach 
Stéchovice fahren. Sie treten im Moldautale besonders gegenüber der 
Mündung des Kdrover Baches, ‚na Strnadu‘, bei der Einschichte „Vir“, 
bei Davle und bei Sct. Kilian auffallend hervor, wo sie in zahlreichen 
Steinbrüchen stark abgebaut werden. Sie bieten ein vorzügliches Material 
für Wasserbauten. 


1) O lakkolithovych intrusich porfyrü mezi Mniskem a Vltavou. Rozpravy 
Ceské Akademie cis, Frant. Josefa pro védy, slovesnost a uméni, ıoönik XXIIL, 
1914, cis. 10. 
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Als ich vor 3 Jahren eine systematische Aufnahme des Moldau- 
gebietes zwischen den Sct. Johann Stromschnellen und der Mündung der 
Beraun begonnen habe, widmete ich gleich vom Anfang eine besondere 
Aufmerksamkeit diesen Eruptivgesteinen, deren regelmäßige Ausbildung 
in Form von Lagergängen mir immer auffallend war, besonders bei ihrer 
beträchtlichen Länge (bis 7 km), in welcher sie in die Schichtenfugen ein- 
gedrungen sind. In den Steinbrüchen bei der Moldau konnte ich, ähnlich 
wie bei den Sedimenten, gewöhnlich das NO Streichen und das Einfallen 
gegen SO beobachten, so daß es mir anfangs schien, als ob diese Gänge 
fächerartig aus dem Herde der mittelböhmischen Granitmasse ausgesandt 
wären und bei der Intrusion die Schichtentugen benützt hätten. Das 
schien auch die Auffassung BARVIR’s zu unterstützen, nach welcher alle 
Eruptivgesteine des Moldaugebietes auf das gemeinschaftliche Magmabassin, 
dem auch die mittelböhmische Granitmasse entstammt, gebunden sind. 

Später fand ich jedoch in den schönen Aufschlüssen an der Bahn- 
strecke zwischen Bojov und Méchenice Porphyrlagergänge, welche gegen 
Norden, also in entgegengesetzter Richtung eimfallen. Dieser Umstand 
erweckte umsomehr mein Interesse an diesen Gesteinen, aber zugleich 
auch Mißtrauen zu meiner ursprünglichen Meinung, besonders als es mir 
gelang an einigen Stellen nachzuweisen, daß die Porphyrlagergänge gemein- 
schaftlich mit den algonkischen Schichten gefaltet wurden und daß sie 
daher viel älter sein müssen als die anderen Eruptivgesteine, welche die 
Schichten quer durchsetzen. Das endliche Ergebnis meiner Studien war 
die Konstatierung der Tatsache, daß unter den Porphyren des Moldau- 
gebietes diejenigen, welche in Form von Lagergängen vorkommen, einem 
gemeinschaftlichen eruptiven Körper angehören, dessen 
Intrusion schon vor der Faltung stattfinden mußte. Die Be- 
gründung dieser meinen Behauptung, sowie auch die eingehende Beschrei- 
bung aller geologischen Erscheinungen, welche sich aut diese Porphyre 
beziehen, ist die Aufgabe dieser Arbeit. Petrographisch werden diese 
Porphyre in einer späteren Publikation behandelt werden. 


Ir 


Allgemeine Übersicht der geologischen Verhältnisse des stu- 
dierten Gebietes. 


Die verbreitetste Formation in der Gegend zwischen den Sct. Johann 
Stromschnellen, Mnisek und der Mündung des Beraunflusses sind die sog. 
„Pfibramer Schiefer“, bei denen ich in meiner Arbeit vom 


’ 


Jahre 1912?) durch den Fund eines effusiven Spilites südl. 


®) Radim Kettner: Uber einige Eruptivgesteine im Algonkium des 
Moldaugebietes. Bulletin international de l'Académie des Sciences de Bohême 1912. 
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von Zavistdas algonkische Alter nachgewiesen habe. Das Algon- 
kium ist hier hauptsächlich von polymikten Grauwacken und Grauwacken- 
oder Tonschiefern gebildet, deren Bestandteile neben den Quarzkérnern 
und Serizit besonders scharfkantige Feldspate klastischen Ursprungs 
(namentlich lamellierte Plagioklase) bilden; in manchen Proben treten 
die Quarzkérner gegen die Plagioklase sehr in den Hintergrund, sodaß 
solche Sedimente den arkosenartigen Gesteinen sehr nahe stehen.?) Es ist 
für den algonkischen Streifen, welcher sich durch unser Gebiet von Riéany 
über Neu Knin und Dob/is bis zu Pribram zieht und den ich die „Pribram- 
Riéaner Zone“ zu nennen pflege, bezeichnend, daß hier keine 
typischen Kieselschiefer (Lydite), das heißt solche verkieselte 
Schiefer, deren Bildung schon in die algonkische Periode zu verlegen ist 
und welche in anderen böhmischen algonkischen Gebieten einen so cha- 
rakteristischen Bestandteil bilden, vorkommen. Auf diese Tatsache hatte 
schon FR. POSEPNY !) aufmerksam gemacht und ich möchte hier noch 
hinzufügen, daß (mit Ausnahme des einzigen Vorkommens bei Zavist) 
auch die spilitischen Ergußgesteine, mit welchen die 
Lydite in genetischem Zusammenhange stehen, der Pribram-Ritaner Zone 
ganz fremd sind. 

Den Lyditen ähnliche Gesteine, welche in der Gegend zwischen 
Mnisek und der Moldau (bei Prag zu nächst auf dem Cihadloberge bei 
Toönd und bei Jiloviste) vorkommen, sind ganz anderen Ursprungs als die 
echten algonkischen Lydite, indem sie viel jünger sind als diese. Sie ragen 
auch nicht so auffallend über die Erdoberfläche empor, wie die zackigen 
Lyditfelsen nördl. v. Prag und im Beraunflußgebiete. Wir werden uns 
in dieser Arbeit mit diesen kieselschieferartigen Gesteinen noch mehrmals 
befassen und werden später ihre Genesis zu erklären suchen. 

Die algonkischen Schichten südlich vom Spilite von Zdvist fallen bis 
zu Skochovice nach SO ein und sind daher als das Hangende des Spilites 
jünger als dieser. Es muß noch hier erwähnt werden, daß in der Pribram- 
Ricaner Zone an manchen Stellen Konglomerate vorkommen, 
welche einen einzigen Horizont der Piibram-Ritaner Zone 
und zugleich eine Kurze Verlandungsphase während der algonkischen 
Periode zu bezeichnen scheinen) Die Konglomeratschicht ist jünger als 
der Spilit von Zavist, denn die Fortsetzung der Konglomerate der Modianer 
Schlucht kommt in das Hangende des Spilites. 

In tektonischer Beziehung bringt die hier beschriebene Gegend mit 
der Zeit noch viel Interessantes. Das Feststellen der Verwerfungen wird 


‘)Radim Kettner: Ein Beitrag zur Kenntnis der geologischen Ver- 
hälinisse der Umgebung von Königsaal (Böhmen); Verhandlungen der k. k. geol. 
Reichsanstait, Wien 1914. 

4) Beitrag zur Kenntniß der montangeologischen Verhältnisse von Pribram, 
Archiv für prakt. Geologie II. S. 627. 

5) Vergl. meine Arbeit 1. c.°) 


hier, ähnlich wie in den anderen algonkischen Gebieten Böhmens, durch 
die Einförmigkeit der algonkischen Sedimente erschwert, da unter ihnen 
ein Leithorizent schwer zu finden ist. Aus diesem Grunde sind die Porphyr- 
lagergänge, mit dener sich diese Arbeit befasser wird, beim Lösen der 
lokalen tektonischen Verhältnisse sehr willkommen, denn sie können gut 
eine leitende Schicht vertreten. 

Die variskische Zusammenfaltung des algonkischen Schichtenkom- 
plexes im Moldaugebiete zwischen den Sct. Johann-Stromschnellen und 
der Mündung der Beraun war nicht besonders intensiv. Die Falten sind 
meistens sehr wenig steil; eine Detailfaltung gehört nur zu den lokalen 
Erscheinungen. Zu Überschiebungen, welchen wir in den anderen Stufen 
der „Barrandeschen Mulde“ so oft begegnen, kam es hier nicht. 
Nur die Grenze des Algonkiums gegen die silurischen Ablagerungen ist 
durch eine große Bruchlinie gegeben, welche von Mnisek über Jilovisté , 
und Zdvist in die Modÿaner Schlucht verläuft und nach welcher das Algon- 
kium über das Untersilur überschoben wurde.®) 

In die späteren Phasen der palaeozoischen Gebirgsbildung fällt die 
Entstehung der NW—SO und N—S verlaufenden Brüche. Diese verur- 
sachen faßt immer die morphologische Gliederung des Gebietes, indem sie 
als Grundlage der heutigen Täler dienen. In unserem Gebiete sind diese 
Verwerfungen besonders durch die Gesamtrichtung der Moldau ange- 
zeichnet. 


DK 
Übersicht der älteren Angaben über die Porphyrlagergänge des 
Moldaugebietes. 


Die älteren Angaben über die Verbreitung und Beschaffenheit der 
Porphyrlagergänge des Moldaugebietes sind meistens sehr mangelhaft und 
auch unrichtig. Die geologische Karte unseres Gebietes, herausgegeben 
von der k. k. geol. Reichsanstalt, welche im Jahre 1859 von J. KREJCI 
aufgenommen wurde, ist im Gebiete der azoischen Schichten sehr ungenau. 
Sie verzeichnet zwischen Stéchovice und K ünigsaal 5 Porphyrstreifen, welche 
die Moldau kreuzen, von denen aber nur der nördlichste im Ganzen 
richtig ist. 

Es ist interessant zu beachten, von welchem Standpunkte J. KREJCI 
damals unsere Porphyrgesteine betrachtete, deren Konkordanz mit den 
benachbarten Schichten ihm sehr auffallend war. Er schreibt nämlich: °) 
, Dieser Felsitporphyr bildet einen... . mächtigen Streifen in den Pribramer 
Schiefern, der im Streichen derselben (Stunde 3) liegt und genau wie die- 

5) Diese Überschiebung wurde von mir in der Arbeit I. c$) beschrieben. 

7) Bericht über die im Jahre 1859 ausgeführten geologischen Aufnahmen 
bei Prag und Beraun; Jahrbuch d. k. k. geol. Reichsanstalt, 1862, S. 229. 
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selben nach Südost einfällt. An seinen beiden Enden wird dieser Streifen 
dünner und geht allmälig in die Schiefer über, eben so hat er in seinen 
Mittelpartien Stellen, wo das Gestein dem Thonschiefer ähnlich wird. Ein 
eigentliches Lager bildet dieser Felsitporphyr daher nicht, vielweniger 
einen Bang, sondern das Vorkommen desselben wird am besten charakte- 
risirt, in dem man denselben als eine Zone von Thonschiefer bezeichnet, 
welche stellenweise mehr, stellenweise weniger in Felsitporphyr übergeht.‘ — 
Wir haben also in den zitierten Zeilen einen interessanten Beleg des Neptu- 
nismus, unter dessen Einflusse KREJCI stand. 

Bei seiner Aufnahme in den 50-ziger Jahren des v. Jh. ist KREJCI 
der mächtige, den bewaldeten Bergrücken ‚Desina‘““ zwischen Zahorany 
bei Mnisek, Bojov und S/oup aufbauende Porphyrstreifen entgangen. 

Bedeutend aufmerksamer beobachtete in derselben Zeit (im Jahre 
1859) der immer verläßliche Forscher K. FEISTMANTEL, welcher ganz 
richtig Porphyre aus der Umgebung von Mnisek zwischen Ryman und 
Davle, besonders von Cisovice, Bojov, Hvozdnice und Sloup anführt.®) 
FEISTMANTEL betrachtete, sich die ‚Mulde‘ vorstellend, in welche die 
palaeozoischen Schichten zusammengefaltet sind, die Porphyre aus der 
Gegend von Mnisek, Davle, etc. als Fortsetzung der Pürglitz- 
Rokycaner Porphyrzone und anderer Porphyre des nördl. 
Flügels im südlichen Muldenflügel. 

In der geologischen Karte der Umgebung von Prag von J. KREJCI 
und R. HELMHACKER,®) welche nicht weit südlich von Jtloviste reicht, 
finden wir einen Porphyrstreifen eingetragen, welcher vom Bieäaner Tale, 
über den Hradisteberg bei Zavist bis zur Mündung des Kärover Baches 
sich zieht, hier die Moldau übersetzt und bei Sirnad und Vir wieder fort- 
schreitet. Gegen SO wird dieser Streifen breiter angegeben, was aber in 
Wirklichkeit nicht stimmt. Daneben verzeichnet die Karte am linken 
Moldauufer an der nördl. Seite des genannten Porphyrs noch einen weniger 
mächtigen, mit dem ersteren parallelen Porphyrstreifen. Die Unterbrechung 
der Porphyre durch die Moldauverwerfung zwischen Jarov und Chuchle 
ist aus der KREJCI-HELMHACKER’schen Karte gut zu erlesen. In 
den Erläuterungen !%) zu dieser Karte werden die Porphyre als mit den 
Schiefern und Grauwacken gleichzeitig entstandene Ge- 
bilde aufgefaßt. Wie ich schon einmal Gelegenheit hatte darauf auf- 
merksam zu machen,!) stimmen die Profile HELMHACKERS in der 
Partie bei Zavist weder mit der Karte, noch mit den Erläuterungen. 


8) Die Porphyre im Silurgebiete von Mittelböhmen, Abhandlungen der kgl. 
böhm. Gesellschaft der Wissenschaften V. Folge, 10. Bd., Prag, 1859; S. 42. 

®) Archiv der natu wiss. Landesdurchforschung von Böhmen IV. Bd., Nr. 2. 
J. 1880. 

1 Erläuterungen zur geol. Karte der Umgebungen von Prag, Archiv etc. 
1880, S. 16. 

HMENCA) RSS. 
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In den petrologischen Studien E. BORICKY’s»2) sind im Moldau- 
gebiete südl. von Königsaal nur der Porphyrstreifen zwischen V# und der 
BieZaner Schlucht und das Porphyrvorkommen bei Davle erwähnt. Die 
beiden Porphyre wurden von BORICKYals felsitische Glimmer- 
porphyrite bezeichnet. 

Die Übersichtskarte J. KREJCI’s zur Schrift von J. KREJCI und 
K.FEISTMANTEL: „Orographisch-geotektonischeÜber- 
sicht des Silurgebietes im mittleren. Bobine) 
weist im Vergleiche mit den älteren Karten der k. k. geol. Reichsanstalt 
beträchtlichen Fortschritt darin auf, daß sie ganz richtig den nicht existie- 
renden Porphyrstreifen bei Skochovice ausläßt und den Porphyrrücken 
, Deésina zwischen Zahorany, Bojov und Hvozdnice zum erstenmal karto- 
graphisch darstellt. Unrichtig sind noch die Porphyrstreifen südl. von 
Davle verzeichnet ; auch der Porphyrstreifen zwischen der Byezaner Schlucht 
und Véy ist irrtümlich *) als von beiden Seiten mit Aphanit begleitet 
angegeben. Die wichtigsten Moldauverwerfungen sind in der Karte 
KREJCI’s aber ganz richtig dargestellt. 

In neuerer Zeit wurden die Porphyre südl. von Zabehlice in petro- 
graphischer Hinsicht eingehend von B. MÄCHA ®) beschrieben. Es werden 
hier im Ganzen 7 Gänge angeführt, welche konkordant die Schichten durch- 
setzen. Wir werden bei der petrographischen Bearbeitung unserer Porphyre 
noch Gelegenheit haben uns mit der Arbeit MÄCHA’s näher zu befaßen. 

Auch in den Arbeiten H. L. BARVIR’s "*) finden wir viele Erwäh- 
nungen über die Porphyre der Gegend zwischen Mni$ek und der Moldau. 
Von BARVIR werden die Porphyrvorkommen von Zlaty vr$ek (Goldberg) 
bei Mnisek, ferner vom NW Abhange des Pleshügels bei Neu Dorf und 
von der Hora bei Cisovice zum erstenmal beschrieben. 


TU: 
Die Verbreitung der Porphyre in der Gegend zwischen Mnisek 
und der Moldau. 


Die Verbreitung der Porphyrlagergänge, wie ich sie auf meinen Auf- 
nahmstouren feststellen konnte, ist in der beiliegenden geologischen Karte 


122) Petrologische Studien an den Porphyren Böhmens (beendet von J. Klvana) ; 
Archiv der naturwiss. Landesdurchforsch. v. Böhmen, Prag, 1882. 

13) Archiv der naturwiss. Landesdurchforsch. v. Böhmen 1885. 

WEICH memes Arbeiesl2c2) 522. 

5) O Zilnych horninäch od Zabéhlic a diabasu od Hodkovicek. Sitzungs- 
berichte d. königl. böhm. Gesellschaft d. Wiss., Prag 1900. 

15, Betrachtungen über die Herkunft des Goldes bei Eule und an einigen 
anderen Orten in Böhmen; Archiv für die naturwiss. Landesdurchforschung von 
Böhmen, XII. Bd., Nr. 1, Prag 1906, und Geologische und bergbaugeschichtliche 
Notizen über die einst goldführende Umgebung von Neu-Knin und Stechovic in 
Böhmen. Sitzungsber. d. kgl. böhm. Gesellsch. d. Wiss., Prag 1904, S. 9, 10. 


79 


dargestellt. Ich bemerke, daß die entlegenen und isolierten Porph yrlager- 
gänge zwischen Jilovisté und Toénd in der geol. Karte nicht mehr ihren 
Ausdruck finden konnten, da die Gegend der benachbarten silurischen 
Dd, Quarzite noch nicht endgültig aufgenommen worden ist. Übrigens 
verweise ich auf meine geologische Übersichtskarte des Moldaugebietes 
zwischen den Sct. Johann Stromschnellen und der Mündung der Beraun 
(im Maßstabe 1 : 150.000), welche ich zu meiner Arbeit über die Terrassen 
der Moldau 1") beigegeben habe. 

Es soll gleich hier bemerkt werden, daß ich im Bereiche meiner 
Karte keinen einzigen Porphyrgang gefunden habe, welcher 
die Schichten diskordant durchsetzen würde. Überall, wo die Kon- 
takte der Porphyre entblößt und der Beobachtung zugänglich waren, 
konnte ich nur die Beschaffenheit der vollkommenen Lagergänge fest- 
stellen. 

Es könnte vielleicht jemand der Ansicht sein, daß die Porphyre, 
welche sich als konkordante Einlagerungen in den algonkischen Schichten 
zeigen, alte Ergüsse seien, wozu auch die frühere Auffassung 
KREJCI’s, daß die Porphyre mit den Schichten gleichzeitig entstanden 
sind, hindeuten könnte. Jedoch die kontaktmetamorphe Umwandlung der 
benachbarten Grauwacken und Schiefer zu adinolenartigen Ge- 
steinen, welche wir bei dem liegenden sowie auch dem hangenden 
Kontakte deutlich nachweisen können, sowie besonders die reichliche An- 
wesenheit der abgerissenen und im Porphyr eingeschlossenen Schiefer- 
bruchstücke bei dm hangenden Salbande sprechen ausdrücklich 
fur die intrusive Natur der Porphyre. 

Bevor wir zur eingehenden Beschreibung der Porphyrvorkommen 
übergehen, müßen wir hier noch erwähnen, daß in der Nähe der Porphyre 
die Schiefer in der Regel dunkelgefärbt und verkieselt sind, 
sodaß sie manchmal den Eindruck der algonkischen Lydite machen. Auf 
diese Tatsache hat schon BARVIR 8) hingewiesen. Es ist ohne Zweifel, 
daß diese kieselschieferartigen Gesteine in einem gewissen genetischen 
Zusammenhange mit den Porphyrintrusionen stehen. Auf welche Weise 
sie mit ihnen zusammenhängen, soll aus folgender Beschreibung, wo wir 
neben den Porphyren auch der Vorkommen der kieselschieferartigen Ge- 
steine gedenken werden, deutlich hervorgehen. 


* * 
* 


vee 


Wenn wir von der Kocaba bei ,,Kolni Stran‘“ aus gegen NW durch 
das Tal des Bojanovicer Baches gehen, so stoBen wir etwa oberhalb der 


1”) O terasäch vltavskych mezi Svatojanskymi proudy a Zbraslavi. Sbornik 
ceské Spoleënosti zemévédné, XIX.. S. 21—31., Prag 1913. 

18) Geologische und bergbaugeschichtliche Notizen über die einst goldführende 
Gegend von Neu-Knin u. Stéchovic in Böhmen, Sitzber. d. k. böhm. Ges. d. Wiss., 
Praz 1904, S. 9. 
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Mündung des vom Meierhofe ,,Majorka‘‘ kommenden Bächleins auf einen 
Porphyrlagergang und auf kieselschieferartige Gesteine, welche in seinem 
Hangenden vorkemmen. Die Schichten streichen NO—SW, das Einfallen 
ist sanft und nach SO gerichtet. Der Porphyrlagergang keilt sich in der 
Richtung nach NO bald aus, gegen SW setzt er jedoch über die Schlucht 
bei dem Walde ‚Na Klinku‘‘ bis zu der Kocäba oberhalb der Fafka-Mühle 
fort. Die SO Seite dieses Ganges ist überall von kieselschieferartigen Ge- 
steinen begleitet. Im Liegenden des erwähnten Lagerganges sind im Bo- 
janovicer Tale normale Sedimente entwickelt, welche jedoch in der Richtung 
zum Dorfe Bojanovice wieder die Beschaffenheit der kieselschieferartigen 
Gesteine aufnehmen. Beim östl. Ende von Bojanovice steht wieder ein 
Porphyr an. Das Einfallen der Schichten sowie der Kontaktflache dieses 
Porphyrs ist wieder nach SO gerichtet. Die nächste Umgebung von Bo- 
janovice, welche aus Porphyr gebaut wird, ist meistens mit Elluvial- und 
Gehängelehm bedeckt, der sich aus verwitterndem Porphyr bildet. 

Setzen wir unser Profil nach NW fort, so finden wir im Hohlwege NW 
von Bojanovice einen schmalen Streifen von kieselschieferartigen Gesteinen, 
welche in der Richtung gegen NO immer deutlicher werden und sich bis 
hinter das Dorf Hvozdnice verfolgen lassen. NW von diesem Streifen folgt 
wieder Porphyr, welcher den mächtigen Bergrücken „Desina‘‘ aufbaut 
(Vergl. das Profil Nro 7.). 

Wenn wir ein paralleles Profil von Bratyinov längs der neuen Straße 
nach Cisovice verfolgen, finden wir den nordwestlich von Bojanovice konsta- 
tierten Streifen von kieselschieferartigen Gesteinen nicht mehr. Der 
Porphyr reicht vom Waldsaume bei Bratrinov bis zu der Stelle hin, wo 
die Straße am NW Abhange des Désinariickens den Wald wieder verläßt. 
Nur in der Straßenbiegung, eben an der Stelle, wo in der Karte 1 : 25.000 
das Wort „Wald“ steht, habe ich eine kleine Einlagerung von ver- 
wittertem Schiefer im Porphyr gefunden. (Vergl. das Profil Nro 8.) 

Der breite Porphyrstreifen des Désina-Riickens läßt sich ununter- 
brochen von Zahoïany bis Sloup verfolgen. Der NW Abhang dieses Rückens, 
in welchem der Mlejnsky-Bach und die Bahn schöne Aufschlüsse ge- 
schaffen haben, ist schon von normalen (!) Schiefern und Grauwacken 
gebildet, welche nach SO einfallen und so das Liegende des Porphyrs 
bilden. Die Grenze des Porphyrs gegen die Sedimente zwischen Zahorany 
und Bojov ist fast geradlinig. Deshalb sind wir umsomehr überrascht, 
wenn in den Anhöhen östl. von Bojov die Grenze sich plötzlich unregel- 
mäßig gegen Westen biegt, sodaß wir in den Waldpartien „V Louce“ 
(d.h. in der Wiese) und „NadLoukami‘“ (d. h. oberhalb der Wiesen) 
uns immer noch im Porphyrgebiete befinden (vergl. Prof. 5. u. 6.). 

Die Erklärung dieser Erscheinung bietet uns der Eisenbahneinschnitt 
nördl. von der Bojover Haltestelle. Wie erwähnt, fallen die Schichten an 
der Bahnstrecke zwischen Cisovice und Bojov nach SO (unter 40—50°), 
aber schon am linken Ufer des Mlejnskv (Bojover) Baches können wir das 
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O—W Streichen und das Fallen von 10° nach N messen. Im Eisenbabn- 
einschnitte bei dem km 23.3 beobachten wir dann eine deutliche 
antiklinale Biegung der Schichten aus dem NO—SW 
Streichen und dem Verflächen nach SO in das O—W Streichen und das 
steile Fallen (bis 80°) nach N. Wir befinden unshiereben in der Achse 
der Antiklinale, zu welcher die Schichten hier gefaltet sind. Zugleich 
können wir beobachten, daß oberhalb der normalen (!) Schiefer und 
Grauwacken des Einschnittes beim km 23.3 auch ein mächtiger Porphyr- 
lagergang sich übereinstimmend biegt. Sein unterer Kontakt ist im Eisen- 
bahneinschnitte beim km 23.4 entblößt, der obere Kontakt steht beim 
km 23.7 an. Infolge der Biegung ist der Porphyr sehr zerbrochen und 
weist häufige Spuren der Zersetzung auf. Beim km 23.6 ist dieser Porphyr- 
gang brekzienartig entwickelt. 

Weiter nördlich von der erwähnten antiklinalen Biegung der Schichten 
und des Porphyrganges findet man in den Eisenbahneinschnitten zwischen 
Spaleny mlyn (d.h. ,,verbrannte Mühle‘) und dem Tunnele noch 6 Porphyr- 
lagergänge, welche übereinstimmend mit den Grauwacken steil nach N 
bis NNW einfallen. Die Grauwacken weisen hier eine schöne bankige 
Absonderung auf und sind in der Regel an den Kontakten mit Porphyr 
in adinolenartige Gesteine umgewandelt. 

Kehren wir nun auf den Porphyrrücken Désina zurück. Bei Bratÿinov 
haben wir einen einzigen Porphyrstreifen konstatieren können. Derselbe 
teilt sich dann, wie erwähnt, bei Bojanovice durch kieselschieferartige 
Gesteine in zwei weniger mächtige Streifen. Die kieselschieferartigen 
Gesteine werden in der Richtung gegen Hvozdnıce immer deutlicher und 
erreichen bei Hvozdnice eine schon beträchtliche Mächtigkeit. Der südlicher 
Porphyrstreifen (-lagergang) zieht sich von Bojanovice über den NÖ Abhang 
des Zizkov-Berges (Kote 400) in die Schlucht östl. von Hvozdnice und wird 
an seiner südöstl. Seite von kieselschieterartigen Gesteinen begleitet. In 
der Hvozdnicer Schlucht ändert sich das bisher beobachtete südöstliche 
Einfallen in ein rein östliches. Der Porphyr weist nahe an seinem oberen 
Kontakte eine felsitische Ausbildung aut und läßt zahlreiche, bei der 
Erstarrung des Magmas entstandene Strukturflächen erkennen, welche 
übereinstimmend mit den hangenden Schichten des Porphyrs nach O ein- 
tallen. In dem unteren Teile der Hvozdnicer Schlucht habe ich noch 
einen, ca 1—2 m mächtigen Porphyrlagergang gefunden. 

Der Porphyr, welcher in den Tallehnen des linken Moldauufers ober- 
halb des Friedhofes gegenüber Mandät und südlich von der Kirche Sct. 
Kilian ansteht, weist mit seinen liegenden und hangenden Schichten eine 
abnormale Lagerung auf, indem er steil in den Abhang einfällt. Es ist 
ersichtlich, daß die nächste Umgebung des Friedhotes, der Kirche und 
der Hvozdnicer Schlucht durch Brüche gestört wurde, 
welche sehr wahrscheinlich mit der großen Störungszone des Moldautales 
zwischen Stéchovice und Davle zusammenhängen. (Vergl. das Profil Nro 3.) 


Bulletin international. XIX. 6 


Der nördlichere und breitere der beiden bei Bojanovice sich ver- 
zweigenden Porphyrstreiten, und zwar derjenige, welcher sich nördl. von 
der Bojover Haltestelle antiklinal biegt, verteilt sich plötzlich in der Um- 
gebung von Sloup fingerartig in eine Reihe von weniger mächtigen 
Lagergängen, welche voneinander durch kieselschieferartige Gesteine 
getrennt werden. Ein Teil der Lagergänge keilt sich in den Feldern bei 
Sloup bald aus, drei Gänge schreiten jedoch bis zu der Moldau bei Davle 
und zu der nördl. von Davle liegenden Ziegelei fort, wo sie deutlich in den 
Steinbrüchen entblößt sind (Fig. 1. im Texte). Das Fallen der Schichten 


Fig. 1. Porphyrsteinbruch in Davle, in welchem die vollkommene 
Konkordanz der Porphyre (P) mit den algonkischen Schichten (Br.) deut- 
lich hervortritt. Hl = Gehängelehm. 


und der Lagergänge in den Abhängen des Moldautales bei Davle beträgt 
ca 30—40° und ist nach SO gerichtet. Aber schon im Einschnitte der 
alten Straße von Davle nach Sloup (noch am NW Ende der Gemeinde 
Davle) können wir ein abweichendes Einfallen der Schichten, nämlich 
unter 20° nach O konstatieren. Weiter nördlich, bei der Einschichte ,,U Ja- 
borka‘‘ beobachten wir endlich das Einfallen von 4:3—50° nach NW, welches 
dann (wenn wir von der lokalen Zusammenfaltung der Schichten an der 
Straße südl. von Méchenice absehen wollen) ununterbrochen bis zu der 
Mündung des Bojover Baches überwiegt. 

Daraus ist also ersichtlich, daß ähnlich, wie wir es im Eisenbahn- 
einschnitte beim km 23.3 bei Bojov konstatiert haben, auch hier die 
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Schichten eine Antiklinale bilden, welche bei der Moldau 
beträchtlich steil ist. Wenn wir dann in der geol. Karte die Partie bei 
Sloup näher betrachten, erkennen wir aus den Anomalien des Streichens 
und des Fallens der Schichten bei diesem Dorfe, sowie auch aus der Be- 
grenzung der einzelnen Porphyrlagergänge, daß die Sattelachse 
eben hier durchläuft. Daraus können wir uns leicht auch das 
Vorkommen der scheinbar selbständigen Lagergänge im Boiover Tale bei 
Späleny mlÿn als Fortsetzung dersich bei S/oup und Davle fing er- 
artig zerteilten Lagergänge im nördlichen Flügel der 
Antiklinale erklären. 

Die in den Eisenbahneinschnitten bei Spaleny miyn anstehenden 
Porphyrlagergänge überschreiten das Bojover Tal auf sein linkes Ufer, 
da sie jedoch nur wenig mächtig sind, keilen sie sich bald aus. Nur der- 
jenige Lagergang, welcher deutlich mit dem Porphyrrücken ‚Desina‘ 
zusammenhängt und bei welchem wir die antiklinale Biegung beim km 23.3 
konstatieren konnten, verbreitet sich am linken Ufer des Bojover Baches 
beträchtlich, wo er die bewaldeten Hügel südl. von Lisnice aufbaut. Seine 
nördliche Grenze ist von kieselschieferartigen Gesteinen begleitet. Aus 
der großen Breite des Porphyrstreifens südl. von Lisnice scheint hervorzu- 
gehen, daß das Einfallen des Lagerganges nach N nur sehr sanft ist. Der 
mit der Kote 411. bezeichnete und aus kieselschieferartigen Gesteinen 
bestehende Hügel südl. von Liënice ist meiner Ansicht nach ein Rest der 
hangenden Schichten des Porphyrlagerganges (Vergl. die Karte und das 
Profil Nro 7.). In der Richtung gegen Westen verzweigt sich der bisher 
verfolgte Lagergang in zwei schwächere Gänge, welche dann von der 
Kote 400 (nördl. von Cisovice) nach SW in den Feldern leicht verfolgt 
werden können. Neben diesen findet man in dem sanften Abhange des 
linken Ufers des Mlejnsky (Bojover) Baches zwischen Bojov und Cisovice 
noch zwei nach NW einfallende Porphyrlagergänge. 

Alle diese vier Porphyrlagergänge setzen dann von Cisovice gegen SW 
bis nach Ryman und Zahoïany fort und in ihrem Hangenden treten immer 
die kieselschieferartigen Gesteine zutage. In den Eisenbahneinschnitten 
westl. von Cisovice zwischen den km 17.3 und 17.5 habe ich an den schön 
entblößten Kontaktflachen der Porphyrlagergänge das Einfallen von 40° 
nach NW messen können. 

In Cisovice stoßen wir auf algonkische Schiefer, welche am östl. 
Ende und in der Mitte des Dorfes unter 209 nach SO, am westl. Ende 
jedoch schon nach NW einfallen. Daraus geht hervor, daß die oben 
verfolgte Sattelachse gerade durch Cisovice fort- 
schreitet. Noch besser kann man es an der Straße von Cisovice nach 
Mnisek, eben unterhalb des nördl. Abhanges des Hora-Berges (Kote 414) 
beobachten. Die normalen algonkischen Schichten sind hier zu einer 
sanften Antiklinale gefaltet und in ihrem Hangenden biegt sich auch 
ganz übereinstimmend der südlichste von den oben erwähnten vier Porphyr- 
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gängen, derselbe, welcher sich durch den Gipfel der Hora nach Zahorany 
zieht. e 

Außerdem finden wir bei Cisovice einen Porphyr noch am Hügel 
westlich vom Bahnhofe. In der geologischen Karte macht dieser Porphyr 
den Eindruck eines kleinen Stockes, in der Tat ist er aber die direkte 
Fortsetzung des Lagerganges der Hora, von welchem er durch Erosion 
und Denudation abgetrennt wurde. Die so isolierte Porphyrscholle, welche 
hier fast ganz horizontal auf den ebenfalls horizontal gelagerten 
algonkischen Schichten liegt, scheint, wie aus dem Profile Nro 8 deutlich 
zu erschen ist, die direkte Verbindung des Lagerganges der ,,Hora“ mit 
dem mächtigen Porphyrkörper des Desinarückens zu vermitteln. A 

Die von Cisovice aus verfolgten Gänge keilen sich in den Feldern 
zwischen Ryman und Zahorany aus, nur der südlichste, von der ,,Hora“ 
kommende Lagergang erreicht eine größere Breite und wendet sich auf- 
fallend in das Dorf Zahorany. Es scheint, daß dieser Lagergang unter 
Zahovany mit dem südlichen Ende des Porphyrstreifens des Bergrückens 
Desina, welcher auch auffallend zu Zahorany abbiegt, zusammenhängt. 
Die Verbindung der beiden Porphyre ist jedoch leider der Beobachtung 
entnommen, da die nächste Umgebung von Zahorany mit Gehängelehm 
bedeckt ist. 

Die ganze südliche Umgebung von Zahovany besteht aus kiesel- 
schieferartigen Gesteinen, welche bis zu Senesnice reichen und den Ples- 
hügel aufbauen. Es ist unzweifelhaft, daß sie hier das Hangende eines 
in der Tiefe versteckten Porphyrs bilden. Auf Porphyr stoßen wir wieder 
am NW Abhange des Pleshügels und im Norden von Nova Ves (Neudorf). 
Am Anfange der neuen Straße von Nova Ves zu dem Sanatorium am Ples- 
hügel tritt in einem Steinbruche wieder die vollkommene Konkordanz der 
hangenden kieselschieferartigen Gesteine mit der Kontaktfläche des 
Porphyrs zutage. Das Streichen ist hier das ostwestliche, das Einfallen 
unter 500 nach S. Der Porphyr von Nova Ves ist rings um von kieselschiefer- 
artigen Gesteinen umsäumt. 

Zwischen Mnisek, Mala svata Hora und Ryman sind normale algonk. 
Grauwacken und Schiefer entwickelt, welche hier eine Synklinale bilden. 
Der NW Flügel dieser Synklinale ist steil aufgerichtet, was mit der großen 
Überschiebung des Algonkiums über die untersilurischen Schichten zu- 
sammenhängt. SW von Mnisek finden wir im nördl. Flügel der Synklinale 
zwei Porphyrlagergänge. Der eine geht über den Zlaty vr$ek 1) (= Gold- 
berg; Kote 452), der andere zieht sich durch den Bergrücken zwischen 
Mnisek und Malad sv. Hora über die Kote 482 hindurch. Es ist interessant, 
daß auch hier im Hangenden der Porphyre immer dunkle, verkieselte 
Schiefer vorkommen, während im Liegenden immer ganz normale Grau- 
wacken und Schiefer zu finden sind. (Vergl. das Profil Nro 10.) 


1) Dieser Porphyr wurde schon vonH. L. Barvir in seiner Notiz: ,, Vyskyt 
zlata u Mnisku“ (Hornické a hutnické listy 1904) angeführt. 
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Damit wären alle von mir zwischen Mnisek und Davie festgestellten 
Porphyrvorkommen angeführt und bevor wir unsere Beobachtungen in 
dieser Gegend zusammenfassen, wollen wir noch unsere Aufmerksamkeit 
den Porphyren zwischen Jiloviste und dem Cihadloberge bei Toönd widmen, 
welche sich auch durch die Beschaffenheit der vollkommenen Lagergänge 
auszeichnen. Der ganzen Länge nach zwischen Cihadlo und Juoviste 


Fig. 2. Ein Porphyrlagergang (P.) in den algonkischen Grauwacken 
(B.) am linken Moldauufer gegenüber der Mündung des Kärover-Baches. 


können zwei Gänge, von denen der südlichere mächtiger ist, verfolgt 
werden. Die beiden Gänge erreichen nicht mehr Jtloviste, sie keilen sich 
in den Feldern östl. von diesem Dorfe aus. In den Steinbrüchen bei dem 
Flusse ,,Na Viru“ gegenüber Vrane, dann nördl. von der Chamottenwaren- 
fabrik ‚Na Strnadu‘‘ sind diese Porphyre schön entblößt und zeigen deutlich 
ihre beiden Kontaktflächen, an welchen das Einfallen unter 40° nach SO 
gemessen werden kann. Am rechten Moldauufer tritt der südlichere von 
den zwei erwähnten Lagergängen bei der Mündung des Kärover Baches, 
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also beträchtlich nördlicher als am linken Ufer, zum Vorschein. Es sind 
hier die Porphyrstreifen durch die nordsüdlich streichende 
Moldauverwerfung unterbrochen, nach welcher die Schichten 
des rechten Ufers abgesunken sind und zugleich auch ein wenig gegen N 
verschoben wurden. Weiter finden wir die Fortsetzung der beiden Gänge 
am Hradisteberge bei Zavist, im Tale des BYeïaner Baches unterhalb der 
Nickerl-Tafel und an der von Zavist nach Toënd führenden Straße. 

Neben diesen zwei mächtigsten Lagergängen kommen in der Gegend 
zwischen Jiloviste und Toënd noch weniger mächtige Porphyrlagergänge 
vor, welche sich jedoch nur kurz verfolgen lassen. So z. B. gegenüber der 
Mündung des Karover Baches ist in einem kleinen Bruche ein za 2 m mächti- 
ger Lagergang entblößt (cf. die Fig. 2. im Texte). Stellenweise ist dieser 
Porphyr brekzienartig ausgebildet. Einen anderen Porphyrlagergang habe 
ich im Profile an der Bahnstrecke bei Zavist südl. von dem Spilitvorkommen 
erwähnt, andere treten endlich in den Tallehnen westl. von Zabehlice 
nächst der großen Überschiebung zutage. B. MACHA *) führt im Moldau- 
tale südl. von Zabehlice am linken Ufer 7 Lagergänge an. 

Auch im Hangenden der zwischen Jiloviste und Toënd auftretenden 
Porphyrlagergänge werden die Schichten zu kieselschieferartigen Gesteinen 
umgewandelt. Besonders schön läßt sich dies bei der Chamottenwarenfabrik 
„Na Strnadu‘‘ und im Straßenaufschlusse bei Toönd, sowie auch auf dem 
Cihadloberge beobachten. (Vergl. das Profil Nro 2. in meiner Arbeit in 
Verhandl. d. k. k. geol. R.-A. Wien, 1914.) 


IV. 
Zusammenfassung der Beobachtungen; die Art der Intrusion 
und das Alter der Porphyre; kieselschieferartige Gesteine. 


Nach der obigen detailierten Beschreibung gibt es also im Algonkium 
zwischen den Sct. Johann-Stromschnellen und der Mündung der Beraun 
zwei Gebiete der Verbreitung von Porphyrlagergängen, und zwar: Das 
Gebiet zwischen MniSek und Davle, und das Gebiet zwischen Jiloviste und 
dem Cihadloberge bei Toënd. 

Im ersten Gebiete haben wir einen mehr als 500 m mächtigen, 
den Désinarücken aufbauenden Lagergang und daneben eine ganze Reihe 
von kleineren Lagergängen beobachtet. Die Lagergänge, welche südlich 
von der Verbindungslinie Zahoÿany-Davle zutagetreten, fallen im Ganzen 
nach SO, die nördlich von der erwähnten Linie vorkommenden Porphyre 
lassen am häufigsten das NW Einfallen erkennen. Die Art der finger- 
fürmigen Zerspaltung des großen Lagerganges der ,,Désina“ zu einer Reihe 


von kleineren Lagergängen, wie wir sie durch die Kartierung bei Sloup 
mit höchster Sicherheit nachweisen konnten, dann die im Eisenbahnein- 
schnitte nördl. von Bojov beobachtete antiklinale Biegung eines Porphyr- 
lagerganges, sowie die Verbindung des letztgenannten Lagerganges mit 
dem Hauptstreifen des Désinariickens und schließlich alle tektonischen 
Verhältnisse erlauben uns anzunehmen, daß auch alle anderen, 
heute scheinbarselbständigen Porphyrlagergänge 
vor der Abtragung mit dem großen Désinalager- 
eBange zusammenhingen und aus demselben auf 
gleiche Weise wie die Gänge bei Sloup fingerartig 
ausgingen. 

So aufgefaßt stellen uns alle Porphyrlagergänge der Gegend zwischen 
Zahorany und Davle einen einzigen, gemeinschaftlichen Eruptivkörper 
vor. Der mächtigste, den Désinarücken aufbauende Lagergang ist sein 
zentraler Teil, und so zu sagen ein Reservoir, welches das 
zur Bildung der kleineren Lagergänge nötige Material lieferte. Die weniger 
mächtigen Lagergänge können dann als Apophysen des großen 
Desinalagerganges bezeichnet werden. 


Was die Porphyrvorkommen am NW Abhange des Pleshügels und 
bei Nova Ves, sowie auch die entlegenen zwei Lagergänge SW von Mnisek 
betrifft, vermute ich, daB auch diese Porphyre zu dem ge 
meinschattlichen Porphyrkörper der Gegend zwi- 
schen Zahoïany und Davle gehören und daß sie von ihm durch 
eine von Mni$ek nach Senesnice verlaufende Verwerfung abge- 
schnitten wurden. Nach dieser Verwerfung mußte entweder der Haupt- 
körper abgesunken sein, oder die Gegend zwischen Mnisek und Nova Ves 
sich gehoben haben. Daneben wurde die Porphyrinsel bei Nova Ves noch 
von einer kleinen nordsüdlichen Verwerfung betroffen (Vergl. das Profil 
Nro 10.). 

Ganz analogische Verhältnisse, wie im ersten Gebiete, herrschen auch 
im zweiten Gebiete der Porphyrlagergänge, nämlich in der 
Gegend zwischen Jiloviste und Toénd. Die zwei mächtigen Lagergänge, 
welche wir ununterbrochen von Jilovist& über „Vir‘‘, „Strnad‘‘ und den 
Hradistéberg bis nach Cihadlo verfolgen konnten, scheinen die zentrale 
Partie zu bilden, an welche dann die anderen kleinen Gänge gebunden sind. 


Auf Grund der tektonischen Beobachtungen halte ich dafür, daß die 
Porphyre des zweiten Gebietes, trotzdem sie den Porphyren der Gegend 
zwischen Davle und Mnisek in geologischer Hinsicht ganz analogisch und 
höchstwahrscheinlich auch mit ihnen gleichzeitig entstanden sind, nicht 
direkt mit dem eruptiven Körper von Désina zusammenhängen. Es 
scheint jedoch, daß die Porphyre der beiden Gebiete annähernd in das 
Niveau der Konglomerate intrudiert haben, denn 
ich habe an der Straße nach Toénd zwischen den dort anstehenden zwei 
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Lagergängen eine Konglomeratschicht gefunden,”) und auch BARVIR 2) 
führt vom südlichen Rande des Porphyrs bei Davle Konglomerate an. 

Esistnundie Frage, wie die im Moldaugebiete sicher- 
gestellten Ercuptivkorper wn eeoloresschrers Eiken- 
sicht klassifiziert werden sollen und auf welche 
Art iwi uns edie Intrusion. der Dorphyresvorse 
Sie dlie nt thkarbre mn: 

Nach der Theorie über die intrusiven Eruptivkörper können die- 
selben auf zweierlei Weise in den Schichtenkomplex eingedrungen sein. 
Entweder werden die Schichten von dem Eruptivgesteine quer durch- 
brochen und dann entstehen echte Gänge, Stöcke, Batholithe 
u. dgl., oder dringt das Magma in die Schichtenfugen, also 
mit den Schichten konkordant ein, und bildet auf diese Weise 
Lagergänge und Lakkolithe. Schon G. K. GILBERT?) 
welcher zuerst den Begriff des Lakkolithes praezisiert hatte, führt an, daß 
zwischen den beiden Gebilden: dem Lagergange und dem Lakkolithe 
eigentlich nur graduelle Unterschiede bestehen und daß 
zwischen beiden alle möglichen Übergangsformen zu 
finden sind. Ein Lagergang behält in allen seinen Teilen beiläufig dieselbe 
Mächtigkeit, dagegen bei einem Lakkolithe nimmt die Mächtigkeit von 
der Mitte zu den Rändern beträchtlich ab, sodaß der Körper eher eine 
linsenförmige als plattenförmige Gestalt zeigt. Als wesentliches Kenn- 
zeichen eines Lakkolithes wird gewöhnlich die dom- oder kuppelartige 
Hebung der Dachschichten angeführt.) 

Wenn wir nun die durch den Porphyrkörper zwischen Davle und 
Zahoïany geführten Querprofile betrachten, erkennen wir, daß die han- 
genden Schichten des zentralen Teiles nirgends kuppelförmig auf- 
gewölbt sind. Es ist auch zugleich ersichtlich, daß die Gesamtmächtigkeit 
des zentralen Teiles nicht viel über 500 m betragend im Vergleiche mit 
der Flächenausdehnung des Eruptivkörpers zu klein ist, als daß der Körper 
als Lakkolith bezeichnet werden könnte. Dagegen ist die Zerteilung des 
zentralen Teiles in eine Reihe von kleineren Lagergängen eher das Zeichen 
eines Lakkolithes als eines Lagerganges. Unsere Profile erinnern lebhaft 
an das bekannte Bild des Lakkolithes vom Zederbaum- 
typus der La Plata Mnts*) (Colorado); auch bei diesem Körper gehen 
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1. e); cf. das Profil Nr. 2. in dieser Arbeit. 
Ize22)E9.210! 
Report on the Geology of the Henry Mountains. Washington 1877. 
#) Eine eingehende Zusammenfassung der Ansichten über die Lagergänge 
und Lakkolithe, sowie auch der Theorien über deren Entstehung findet man im 
schönen Buche F. v. Wolffs: Der Vulkanismus I. Bd., allgemeiner Teil, I. Half.e, 
Stuttgart 1913. 

»2) Whitman Cross: The Laccolitic Mountain Groups of Colorado, 
Utah und Arizona. 14. Ann. Rep. U. S. Geol. Survey. II. 1894. 
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von der zentralen Partie in die Schichtenfugen zahlreiche Apophysen in 
Form der echten Lagergänge nach allen Seiten aus. 

Aus den vorigen Zeilen geht hervor, daß der Porphyrkörper 
zwischen Zahoïany und Davle geologisch am besten als eine 
Übergangsform vom Lagergange zu dem Lakko- 
lithe vom Zederbaumtypus bezeichnet werden 
kann. 

Damit ein intrusiver Körper immer die vollkommene Konkordanz zu 
den benachbarten Schichten beibehalte, sind besonders zwei Bedingungen 
erforderlich. Erstens muß das intrudierende Magma eine bestimmte 
Leichtflüssigkeit besitzen und zweitens müssen die Schichten, in 
welche das Magma konkordant eindringen soll, durch keine Dia- 
klasen gestört werden, so daß die Schichtenfugen Flächen 
geringsten Widerstandes bilden. Die letztere Bedingung kann natürlich 
nur bei den noch nicht gefalteten Schichten erfüllt sein. 

Ich stelle mir also die Intrusion unserer Porphyre auf die Weise 
vor, wie auf der Textabbildung Nro 3. dargestellt ist. Der Zufuhrskanal 
ist leider der Beobachtung in der Natur nicht zugänglich, man muß ihn 
aber aus der Theorie notwendig voraussetzen. 


Fig. 3. Idealer Durchschnitt durch den lakkolithenartigen Porphyrkôrper 
vor seiner Zusammenfaltung. 


Die vorhergehenden Erörterungen führen uns nun zur Frage über 
das Alter der Porphyrlagergänge des Moldaugebietes. Auch in diesem 
Falle muß vorausgesetzt werden, daß die Porphyre in den algonkischen 
Schichtenkomplex noch vor der variskischen Hauptfal- 
tung eingedrungen sind. Es ist bei der vielfachen Zerklüftung der 
algonkischen Schichten, welche besonders im Gebiete der Kocaba sich so 
auffallend zeigt,#) undenkbar, daß das intrudierende Magma der Porphyre 

*) Radim Kettner: O priëné biidliönatosti v oboru vrstev praekambri- 
ckych u Stöchovic a Noveho Knina (= Über die transversale Schieferung im Gebiete 
der p:aekambr. Schichten bei Stéchovice und Neu Knin). ,,Sbornik‘ des böhm. 
naturwiss. Clubs in Prag 1911. 
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eher die Schichtenfugen gewählt hätte, als die ihm kleineren Widerstand 
stellenden Diaklasen. Die Diaklasen müssen notwendig jünger sein als die 
Intrusion der Porphyre. Diese Behauptung findet ihre Berechtigung in 
der Tatsache, daß auch die Porphyre nach denselben Spaltensystemen, wie 
die benachbarten Schichten, zerklüftet sind. — Der zweite Beweisgrund 
für das höhere Alter der Porphyre ist die im beschreibenden Teile dieser 
Arbeit mehrfach erwähnte Zusammenfaltung des lakkolithenartigen 
Porphyrkörpers. 

Außer von Porphyren wird das Algonkium zwischen Mnisek und 
Davle auch von Diabasgängen durchbrochen. Dieselben durch- 
setzen die Schichten diskordant und wählen in der Regel die Diaklasen 
der NNO—SSW Richtung. Die meisten Diabasgänge findet man in der 
Umgebung von Davle, und eben in dieser Gegend gelang es mir auf dem 
Hügel westl. von Davle (Kote 262) nachzuweisen, daß die Porphyre 
vom Diabase durchbrochen werden. (Vergl. die Karte 
und das Profil Nro 1.) 

Es sind infolgedessen die Porphyrlagergänge in der 
Gegend zwischen den Sct. Johann Stromschnellen und Kônigsaal (neben 
dem algonkischen Spilite von Zavist) dieältesten erupti- 
ven Körper des -—Moldiaws ce bue ties.) Nacht denteArbetten 
H. L. BARVIR’s sind alle Eruptivgesteine des Moldaugebietes und unter 
ihnen auch die Porphyrlagergänge *’) an den gemeinschaftlichen Herd 
der mittelböhmischen Granitmasse gebunden. Aus diesem Herde hatte 
sich ein Teil der Gänge vor dem Aufsteigen des Granites, und ein Teil 
nach demselben abgespaltet. 

In welche Zeirtée poche fallie nun die Pnitrmiicnom 
unserer Porphyre? Wir haben gesehen, daB sie von allen Phasen 
der variskischen Gebirgsbildung betroffen wurden: Sie sind erstens ge- 
faltet, dann von den Diaklasen (hauptsächlich in der NNO—SSW Richtung) 
durchzogen und endlich disloziert worden. Demnach gibt es fiir die Be- 
stimmung des Alters der Porphyre zwei Möglichkeiten: 

1. Entweder handelt es sich um selbständige eruptive 
Körper, welche dem magmatischen Herde der mittelböhmischen 
Granitmasse noch nicht entstammen und dann sind unsere Porphyre 
sehr alte Eruptivgesteine, deren Intrusion in dem ungemein großen Zeit- 
raume zwischen der Ablagerung der algonkischen Schichten und deren 
Faltung schwer zu bestimmen ist, — oder 

2. sind die Porphyrlagergänge, wie BARVIR meint, schon an das 
gemeinschaftliche Magmabassin der mittelböh- 
mischen Granitmasse gebunden, und dann ist es not- 


2) Barvir führt speziell die von B. Macha beschriebenen Porphyre 
vom linken Moldauufer südl. von Zabéhlice an. Vergl. seine Arbeit: Betrach- 
tungen über die Herkunft des Goldes bei Eule, S. 78. 
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wendig ihre Intrusion in das Ende des Mitteldevons, oder 
höchstens in den Beginn des Oberdevons zu stellen, denn, 
wie bekannt, begann die variskische Faltung in Böhmen sehr früh (das 
ganze Oberdevon fehlt vollständig). Die Porphyre wären dann vielleicht 
gleichzeitige Gebilde mit einigen Diabaslagergängen der Etage Ee, der 
böhm. Silurformation. 

Das Emportreten des Granites bei Eule und Neu Knin fällt nach 
H. L. BARVIR ®) in die Zeit der größten tektonischen Veränderungen, 
welche den Komplex der Barrandeschen Etagen trafen, also in die spätere 
Devonzeit. 

Noch genauer läßt sich die Zeit des Emportretens der mittelböhmi- 
schen Granitmasse nach den neuesten Arbeiten K. HINTERLECHNER’s 
im Böhmisch-mährischen Hochlande praezisieren. Wie bekannt, unter- 
scheidet Dr. HINTERLECHNER *) zwei große Phasen der Gebirgsbildung 
im Böhmisch-mährischen Hochlande. Während der ersten Phase 
wurden die (heute vergneisten) Schichten in ein System von Synklinalen 
und Antiklinalen gefaltet, während der zweiten Phase wurde dieses 
Faltensystem bogenförmig, bezw. sigmoidal verbogen. Die Bögen, resp. 
Sigmoiden erlitten dann Brüche, welche auf den Bogentangenten fast 
senkrecht stehen. 

Um nun das Verhältnis der großen Granitmassive zu dem ganzen 
geologischen Bau des Böhmisch-mährischen Hochlandes genau zu kennen, 
erbat ich darüber die Ansicht des Herrn Dr. K. HINTERLECHNER. 
Nach seiner freundlichen Mitteilung, für welche ich ihm hier bestens danke, 
bestehen zwischen dem Alter des mittelböhmischen Granites und jenem 
des Böhmisch-mährischen Hochlandes wahrscheinlich keine wesentli- 
chen Gegensätze. Die böhmisch-mährischen Granite sind von den Brüchen, 
die auf den Bogentangenten beiläufig senkrecht stehen, bereits betroffen 
worden. Ergo sind sie älter, als diese Brüche. Dagegen müssen die Granite 
jünger sein als die Bogenbildung, denn wären sie älter, dann müßten an 
den Graniten unbedingt deutliche Spuren des gebirgsbildenden Druckes 
zu beobachten sein. Dies ist aber in den vom Herrn Dr. HINTERLECH- 
NER aufgenommenen Gebieten nirgends der Fall. Nach der Ansicht 
dieses Herrn fallen die Graniteruptionen und die Bogenanlage ungefähr 
in dieselbe Zeitepoche. Dabei hat das erste Phänomen wahrscheinlich das 
andere begünstigt, ohne es jedoch direkt zu verursachen! 

Auf Grund dieser Mitteilung des Herrn Dr. HINTERLECHNER, 
sowie auch auf Grund seiner Arbeiten bin ich der Ansicht, daß das Auf- 
steigen der großen Granitmassive vielleicht den Abschluß der mächtigsten 


*8) Betrachtungen über die Herkunft des Goldes bei Eule. S. 136. 

2‘, Geologische Mitteilungen über die ostböhmischen Graphite und ihre strati- 
graphische Bedeu ung für einen Teil des kristallinen Te-ritoriums der böhm. Masse, 
Verhandl. d. k. k. geol. Reichsanst. 1911, Wien. 


Druckphänomene (eigentlichen Faltung) bezeichnet. Die Querbriiche 
(Quetschzonen u. drgl.) wären dann Erscheinungen, welche der Faltung 
unmittelbar gefolgt haben und die ungleichen Spannungen in dem neu 
entstandenen tektonischen Gebilde ausgeglichen haben. 


Wie mir aus meinem eigenen Arbeitsgebiete bekannt ist, herrschen 
in der Umgebung der Sct. Johann Stromschnellen ganz ähnliche Verhält- 
nisse. Während noch die „Euler Eruptivzone“, welche nach 
BARVIR 3%) unlängst vor dem Aufsteigen des mittelböhmischen Granit- 
massives entstanden ist, von einem mächtigen Seitendruck betroffen wurde 
und infolgedessen sehr häufig eine deutliche Schieferung in der NNO—SSW 
Richtung erkennen läßt, sind auf dem Granite keine Druckerscheinungen 
zu konstatieren. 

Aus den vorhergehenden Erörterungen ersehen wir also, daß zwischen 
der Intrusion unserer Porphyre und dem Emportreten des Granites eine 
ziemlich lange Zeitdauer liegen muß. Jedoch die vielfachen Eruptionen 
verschiedener Ganggesteine, welche in verschiedener Zeit vor, sowie auch 
nach dem Emportreten der mittelböhmischen Granitmasse sich abgespielt 
haben, lassen eine ungemein langedauernde Tätigkeit des magmatischen 
Herdes der mittelböhmischen Granitmasse voraussetzen. Aus diesem 
Grunde können wir unsere Porphyre doch zu dem ursprünglichen Herde 
der mittelböhmischen Granitmasse beziehen. Die Porphyrlagergänge sind 
dann als Vorboten des Schwarmes der Ganggesteine, welche zur 
Zeit der größten tektonischen Störungen aufstiegen, oder vielleicht als 
Einleitung zum großen, langedauernden paläozoischen Faltungs- 
und Eruptionsprozesse aufzufassen. 


* * 
* 


In diesem Abschnitte ist es notwendig noch die Entstehung 
derschwarzen, den by diten ahn lichen wenrlkaleceliven 
Schiefer, sowie auch ihre Beziehungen zu den Porphyren zu erklären. 

Wie wir schon im deskriptiven Teile dieser Arbeit sehen konnten, 
ist ihr Vorkommen auffallend immer nur an das Hangende der 
Porphyrlagergänge beschränkt. Im Liegenden der Lagergänge dagegen 
kommen immer ganz normale, in kieselschieferartige Gesteine nicht 
umgewandelte Sedimente vor. Die Mächtigkeit der kieselschieferartigen 
Gesteine hängt von der Mächtigkeit der Porphyrlagergänge ab (cf. die 
geol. Karte). 

Um eine einfache Kontaktmetamorphose handelt es sich hier meines 
Erachtens nicht. Die Produkte der gewöhnlichen Kontaktmetamorphose 


»0) O vyskytu zlata na nékterych dulezitéjSich naleziskäch éeskych. Sitzungsber. 
der k. bohm. Ges. d. Wiss., Prag 1896, S. 22; vergl. auch J. FiSer: Kraj Zuly 
a povaha sousednich hornin u Vltavy nad Svatojanskymi proudy. Sitzungsber. 
d. kgl. bohm. Ges. d. Wiss., Prag 1900, S. 51. 
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sind die adinolenartigen Gesteine von hellgrauer Farbe und 
hornsteinartigem Aussehen, welche in kleinen Streifen das Hangende, 
sowie auch das Liegende der Porphyrlagergänge begleiten. Die schwarzen 
kieselschieferartigen Gesteine aber kommen immer, wie erwähnt, im 
Hangenden der Porphyre zum Vorschein und sind manchmal sehr mächtig. 

Auf Grund der gemachten Beobachtungen, sowie auch aus der saueren 
Beschaffenheit der Porphyre bin ich der Ansicht, daß die schwarzen, den 
Lyditen ähnlichen verkieselten Schiefer im Hangenden der Porphyrgesteine 
Produkte eines gewissen der Pneumatolyse ähnlichen Vorganges sind. Zur 
Zeit der Erstarrung des in die Schichtenfugen eingedrungenen Magmas der 
Porphyre stiegen aus diesem heiße Lösungen auf, welche mit Kieselsäure 
die Sedimente imprägnierten. 


V. 
Einige aus den gemachten Beobachtungen abgeleitete tekto- 
nische und morphologische Bemerkungen. 


Der gefaltete lakkolithenartige Porphyrkörper zwischen Zahorany 
und Davle macht beim Betrachten der geologischen Karte den Eindruck 
einer Ellipse. Seine Dachschichten behalten nicht immer die regel- 
mäßige NO—SW Richtung, sondern weisen an zahlreichen Stellen ab- 
weichende Lagerung auf. Das gewöhnliche NO—SW Streichen ist auf der 
nordwestl. Seite des Körpers (mit dem Einfallen nach NW) nur zwischen 
Ryman und Lisnice, und auf der südöstl. Seite (mit überwiegendem Ein- 
fallen nach SO) nur zwischen Bratÿinov und Hvozdnice erhalten. 

Nördlich von Bojov aber haben wir das ONO—WSW bis rein O—W 
Streichen und das steile Einfallen (bis 80°) nach N beobachtet; auch bei 
Zahorany scheint das Streichen der Schichten sich zu ändern. In Davlz, 
an der alten Straße nach S/oup wurde das Einfallen unter 20° nach Osten 
nachgewiesen. 

Nach diesen Messungen bildet also der lakkolithenartige Porphyr- 
körper zwischen Zahoïany und Davle nicht eine gewöhnliche Antiklinale, 
sondern in der NO—SW Richtung ein elliptisch gestrecktes 
Kuppelgewölbe, oder eine Brachyantiklinale%) wie man 
ein solches tektonisches Gebilde zu bezeichnen pflegt. Die Erklärung eines 
solchen Gebildes ist sehr einfach. Wenn wir die einzelnen durch den lakko- 
lithenartigen Körper quer geführten Profile untereinander vergleichen, er- 
kennen wir, daß die Antiklinale, welche uns die Profile vorstellen, nicht 
in allen Fällen gleich steil ist. Wo das Profil durch den zentralen Teil 
(durch den Désinariicken) geführt wird, ist die Antiklinale flacher, dagegen 
in den Stellen, wo der zentrale Lagergang sich in kleinere Lagergänge 


31 Vergl. ©. Wilckens: Grundzüge der tektonischen Geologie, Jena 
1912, S. 24. 
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zerteilt hat, ist sie steiler. Die auffallendste antiklinale Biegung der Schich- 
ten wurde bei der Moldau zwischen Davle und Méchenice konstatiert. 

Es ist also das elliptische Kuppelgewölbe (die Brachyantiklinale) 
zwischen Davle und Zahoïany ein durch ungleiche Faltbarkeit 
der Gesteine bedingtes Gebilde. Der zentrale, mehr als 500 m mächtige 
Lagergang von „Desina“ stellte dem faltenden Drucke einen großen Wider- 
stand entgegen, — deshalb wurde die Faltung von demselben aufgehalten, 
die weniger mächtigen Lagergänge waren nachgiebiger und darum waren 
sie intensiver gefaltet. 

Durch die Konstatierung des kuppelförmigen Baues der Gegend 
zwischen Zahoÿany und Davle ist auch der Schlüssel zur Lösung der ab- 
weichenden Lagerungsverhältnisse der Schichten am rechten Mcldauufer 
bei BVezova, Olesko, der Mündung des Zahoraner Baches und bei der Ge- 
meinde Sazava geliefert. Während am linken Moldauufer nördl. von Sloup 
und Davle das ONO—WSW Streichen und das Einfallen nach N über- 
wiegt, und südlich von Davle das rein NO—SW Streichen und das Ein- 
fallen nach SO zu konstatieren ist, zeigen die Schichten am rechten Ufer 
bei Sazava das NNO—SSW, bei der Mündung des Zahoraner Baches das 
N—S und bei Olesko und Brezovd sogar das NW—SO Streichen. Das Ein- 
fallen ist meistens gegen die östliche Seite gerichtet. Erst bei Okrouhlo und 
Liber stellt sich wieder das regelmäßige NO—SW Streichen der Schichten 
ein. Wir haben also bemerken können, daß das Streichen der Schichten 
am rechten Moldauvfer sich dreht. Meines Dafürhaltens nach handelt 
es sich hier um die Fortsetzung des am linken Utes 
sichergestellten elliptischen Kuppelgewolbies des 
Brachyantiklinale). 

Denken wir uns nun ein mit den auf der Tafel II. ‚dargestellten 
Profilen paralleles Profil durch das rechte Moldauufer geführt, so be- 
kommen wir eine Antiklinale. Diese Antiklinale wird bedeutend flacher 
sein als diejenige, welche uns das Profil Nro 1. darstellt. Daraus schließe 
ich, daß die Schichten des linken Ufers einen mehr unteren (inneren) Teil 
der Brachyantiklinale bilden, als die Schichten des rechten Ufers, oder 
anders gesagt, daß die Schichten des linken Ufers älter sind, als die Schichten 
des rechten Ufers. Es muß hier zwischen Davle und Méchemce eine V e r- 
werfung verlaufen, nach welcher die Schichten des rechten Ufers 
abgesunken sind. 

Man könnte erwarten, daß während der Bildung des kuppelförmigen 
Gewölbes (der Brachyantiklinale) Overbrüche entstanden sind. 
Solche habe ich trotz sorgfältigen Suchens nicht nachweisen können. Alle 
Brüche, die ich festgestellt habe, möchte ich in Bezug auf das elliptische 
Kuppelgewölbe eher tangentiale, peripherische Brüche 
nennen. Es sind dies z. B. die Moldauverwerfungen zwischen Stéchovice 
und Davle, zwischen Davle und Méchenice, ferner der Bruch bei der Mün- 
dung des Bojover Baches und die Verwerfung zwischen Mnisek und Se- 
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nesnice. Die Horizontalverschiebung der Schichten zwischen Mnisek und 
Cisovice längs des Tales des Mlejnsky-Baches, wie sie H. L. BARVIR 
anführt,”) könnte ich nicht bestätigen. 

Das Tal des Mlejnsky (= Bojover) Baches, trotzdem einige seine 
Partien beim Betrachten der gewöhnlichen topographischen Karte es zu 
bezeigen scheinen, kann ich auf keine Weise alsein tekto- 
nisches Tal bezeichnen. Nur sein. unterster Teil zwischen der Mühle 
„v Luhu‘‘ und der Mündung in die Moldau folgt einem in der NO—SW 
Richtung verlaufenden Bruche. Der Durchbruch des Bojover Baches 
durch die Porphyrlagergänge nördl. von der Haltestelle Bojov spricht 
deutlich für einen epigenetischen Ursprung. Dazu haben wir 
unzweifelhafte Beweisgründe in den miocänen Ablagerungen 
bei Klinec und Slowp,**) welche vor dem Einschneiden der heutigen Täler 
sicher noch mehr verbreitet sein mußten. 


Es muß hier noch eines Umstandes gedacht werden, welcher viel- 
leicht von jemandem als Einwand gegen unsere ganze Auffassung, daß die 
Porphyrlagergänge einen einzigen lakkolithenartiger Eruptivkörper bilden, 
vorgebracht werden könnte. Es ist nämlich beim Betrachten unserer 
geologischen Karte auffallend, daß die Zerteilung des zentralen großen 
Desinalagerganges in kleinere Lagergänge nur einseitig, nach NW 
geschieht, während wir nach den bis heute bekannten tektonischen Ver- 
hältnissen ein ähnliches Zerspalten auch gegen SO erwarten sollen. Wenn 
wir schon a priori bei unserem Eruptivkörper ene assymmetrische 
Gestalt (enen Hemilakkolith imSinne M. STARK’s #), nicht 
annehmen wollen, so müssen wir aus der erwähnten Tatsache eine große 
Bruchzone deduzieren, welche durch das Kocabatal verläuft und nach 
welcher die Schichten zwischen der Kocaba und dem mittelböhmischen 
Granite, bezw. der Euler Eruptivzone tief absinken mußten. Einige Er- 
scheinungen, welche diese Schlußfolgerung unterstützen, sind mir schon 
heute bekannt. 

Die detailierte Untersuchung des Verlaufes und der Beschaffenheit der 
vorausgesetzten Bruchzone längs des Kocäbatales wird ein weiteres tekto- 
nisches Problem in der interessanten und geologisch sehr komplizierten 
Umgebung von Stéchovice und den St. Johann Stromschnellen bieten. 


3) Vyskyt zlata u Mnisku. Hornicke a hutnicke listy IV. 1903, S. 59—60. 

3) Radim Kettner: O ulozeninäch tretihornich Sterkü a jilü u Sloupu 
a Klince ve sti. Cechäch (= Die tertiären Schotter- und Tonablagerungen bei Sloup 
und Klinec in Mittelböhmen) Sitzungsber. d. kgl. böhm. Gesellsch. d. Wiss., Prag 
1911, 25. (böhmisch mit deutschem Resumé). 

34) Formen und Genese lakkolithischer Intrusionen. Festschrift d. naturwiss. 
Vereins a. d. Univ. Wien. 1907. 
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Zum Schlusse sei mir erlaubt der lôblichen Kommission des 
Barrandeschen Fondes bei dem Museum des Königreiches 
Böhmen für die mir gütigst gewährte Unterstützung meinen wärmsten 
Dank auszusprechen. Gleichfalls bin ich Herm Prof. CYRILL Ritter 
von PURKYNE, welcher meine Arbeit mit Interesse verfolgte und 
mich durch Rat und Tat unterstützte, sowie auch Herrn Prof. Dr. FRANZ 
SLAVIK für zahlreiche Ratschläge zum besonderen Danke verpflichtet. 


Die Hauptergebnisse der Arbeit. 


1, Im Algonkium des Moldaugebietes zwischen den Sct. Johann 
Stromschnellen und der Mündung der Beraun lassen sich vom geologischen 
Standpunkte zwei verschiedene Typen von Porphyrgesteinen unter- 
scheiden: Die einen durchsetzen die Schichten diskordant und bilden den 
Stöcken oder den echten Gängen ähnliche Gebilde (Porphyrstock von 
Kozohory, Porphyre der Euler Eruptivzone), die anderen dagegen kommen 
immer als Lagergänge vor. 

2. Die Porphyrlagergänge beschränken sich in diesem Gebiete auf 
zwei Regionen: auf die Gegend zwischen Mnigek und Davle und auf die 
Gegend zwischen Jilovisté und Cihadlo bei Toéna. 

3. In der Gegend zwischen Mnisek und Davle wurde mit Sicherheit 
nachgewiesen, daß die einzelnen Porphyrlagergänge untereinander zu- 
sammenhängen und eigentlich einen gemeinschaftlichen Eruptivkörper 
bilden. Der mächtigste, den Désinarücken aufbauende Lagergang stellt 
uns die zentrale Partie des Eruptivkörpers vor, aus welchem die anderen 
kleineren Lagergänge als Apophysen ausgehen. 

4. Durch die Konstatierung dieser Tatsache sind wir berechtigt an- 
zunehmen, daß auch die Porphyrlagergänge der Gegend zwischen Jiloviste 
und Toéna auf ähnliche Weise untereinander zusammenhängen. 

5. Diese Porphyrkörper lassen sich vom geologischen Standpunkte 
als Übergangsformen von dem echten Lagergange zu dem Lakkolithe vom 
Zederbaumtypus bezeichnen. 

6. Aus dem Funde von Konglomeratschichten in der nächsten Nähe 

der Porphyre der beiden Gebiete läßt sich schließen, daß die beiden lakko- 
lithenartigen Körper annähernd in dasselbe Niveau, nämlich in das Niveau 
des Konglomerathorizontes, intrudiert haben. 
7. Die beiden lakkolithenartigen Porphyrkörper wurden gefaltet 
und disloziert. Es ist also ihre Intrusion in die Zeit, in welcher die algon- 
kischen Schichten noch horizontal abgelagert waren, also höchstens in 
den Beginn des oberen Devons zu verlegen. 

8. Es ist wahrscheinlich, daß die Porphyrlagergänge des Moldau- 
gebietes schon an das gemeinschaftliche Magmabassin der mittelböhmischen 
Granitmasse gebunden sind. In diesem Falle müssen sie als Vorboten des 
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Schwarmes von aus diesem Magma abgespalteten Eruptivgesteinen be- 
trachtet werden und ihre Intrusion wäre dann die Einleitung zu dem 
ungeheueren und lange andauernden palaeozoischen Faltungs- und Erup- 
tionsprozesse. 

9. Die schwarzen verkieselten, den algonkischen Lyditen ähnlichen 
Schiefer, welche immer im Hangenden der Porph yrlagergänge zutagetreten, 
entstanden durch die Wirkung heißer Lösungen, welche aus dem intru- 
dierten Magma aufstiegen und die hangenden Sedimente mit Kieselsäure 
impraegnierten. 

10. Der lakkolithenartige Porphyrkörper des Gebietes zwischen 
Mnisek und Davle wurde infolge der ungleichen Faltbarkeit der Gesteine 
zu einem in der NO—SW Richtung elliptisch gestreckten Kuppelgewölbe, 
oder zu einer Brachyantiklinale getaltet. 

11. Die Moldauverwerfungen sind meistens durch die Absenkung der 
Schichten des rechten Moldauufers zustandegekommen. 

12. Das Tal des Mlejnsky (= Bojover) Baches, welches in die Porphyr- 
lagergänge eingeschnitten ist, ist größtenteils epigenetischen, nicht tekto- 
nischen Ursprungs. 

13. Aus dem -Umstande, daß die zentrale Partie des lakkolithen- 
artigen Porphyrkörpers der Gegend zwischen MniSek und Davle nur ein- 
seitig in eine Reihe von kleineren Lagergängen zerteilt erscheint, ist es 
notwendig eine große durch das Kocäbatal verlaufende Störungszone 
vorauszusetzen, nach welcher die Scholle der algonkischen Sedimente 
zwischen der Kocäba und dem mittelböhmischen Granite, bezw. der Euler 
Eruptivzone abgesunken ist. 


Mineralogisch-geologisches Institut der böhmischen 
technischen Hochschule in Prag. 


Bulletin Intenational. XIX. ” 


ZUR KARTE. 


Die vorliegende geologische Karte, in welcher in erster Reihe die Verbreitung 
der Porphyrlagergänge berücksichtigt werden soll, hat als topographische Grundlage 
die von Dr. Bélohlav gezeichnete detaillierte Karte der böhmischen Kronlander 
(herausgegeben v. F. Topic in Prag). Ihr ungewohnter Maßstab 1 : 48 000 ist durch 
ein Versehen der Reproduktionsanstalt bei der Verkleinerung zu erklären. Die geo- 
logische Karte wurde vom Verfasser auf Grund der in den Jahren 1912—13 durchge- 
führten Originalaufnahmen zusammengestellt. 


Die Begrenzung der kieselschieferartigen Gesteine ist nur eine subjektive, 
da ihr Übergang in normale algonkische Tonschiefer und Grauwacken ganz allmählich 
ist. Von zahlreichen Diabasgängen, welche manchmal nur eine ganz geringe Mächtig- 
keit erreichen, werden in der Karte nur die wichtigsten verzeichnet. Die einzelnen 
Diluvialterrassen der Moldau wurden hier nicht besonders unterschieden. man kann 
jedoch an manchen Orten, so z. B. bei Brunsov und Sazava die drei Niveaus der 
diluvialen Flußablagerungen aus der Karte leicht ersehen. Was den Verlauf der 
wichtigsten Dislokationen betrifft, verweisen wir auf die Arbeit des Verfassers im 
,Sbcinik Ceské spoleénosti zemëvédné'‘, 1913, Jahrg. XIX. 


Ein neuer Fundort diluvialer Fauna bei Wolin 
(Südböhmen). 


Von 


J. V. ZELIZKO. 
(Mit 2 Textabbildungen u. 1 Taf.) 


Vorgelegt am 28. November 1913 


Vorwort. 


Im Jänner 1913, gerade vier Jahre nach der Veröffentlichung meines 
Berichtes über die diluviale Fauna bei Zechovic,!) erhielt ich von der 
Direktion der ‚„Südböhmischen Kalkspat- und Mineralwerke‘ in Wolin 
eine Mitteilung über ein neues Vorkommen diluvialer Fauna, welche im 
Kalksteinbruch auf dem sogenannten Dekansky vrch, nördlich von Wolin 
gefunden wurde. 

Durch die Güte des Verwalters erwähnter Unternehmung Herrn 
M. Bohaé, wurden mir einige in der neuen Lokalität gefunlene Knochen, 
Zähne und andere, vom Wildpferd und Renntier stammende Reste ein- 
gesandt. Später, beim Reinigen der Knochen, fand ich im Lehm, mit 
welchem der Hohlraum eines Pferdeknochens ausgefüllt war, noch ein 
Femur eines diluvialen Nagers. 

Ein überwiegender Teil der Knochen war an den Enden auffallend 
abgenagt, was beweist, daß die Funde aus einem ähnlichen Raubtier- 
schlupfwinkel stammen wie bei Zechovic. Wegen Besichtigung des interes- 
santen Fundortes auf dem Dekansky vrch, welchen ich später eingehend 
durchforschen wollte, fuhr ich im März desselben Jahres nach Wolin. 
Ungünstiger, regnesischer Sommer und vollkommener Mangel an zu 
Ausgrabungen verlässlicher Arbeiter verschuldeten, daß es mir im Laufe der 
verflossenen Ferien unmöglich war die Arbeit zu beenden, was aber für mich 
wieder einen anderen Vorteil hatte, wie ich im Nachstehenden erwähne. 

Ende Juli, Dank einem sonderbaren Zufalle, gelang es mir nämlich 
in einem aufgeschlossenen Profile der diluvialen Ablagerung ein, eine 


1) Diluviale Fauna von Wolin in Südböhmen (Bulletin international de l’Aca- 
demie des Sciences de Bohéme. 1909). 
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Menge von Nagetierresten, Knochen, Kiefer und Zähnen enthaltendes Nest 
festzustellen, dessen Ausbeutung ich mich ungestört widmen konnte, was 
viele Tage geduldiger und vorsichtiger Arbeit in Anspruch nahm. Das 
Bloßlegen und Durchforschen der weiteren diluvialen Decke, in der Aus- 
dehnung von vielen Kvadratmeter, verschob ich auf eine spätere Zeit. 

Daß schon die bisherigen Resultate sehr interessant und wertvoll 
sind, zeigt folgender Bericht. 

Vorerst aber möchte ich den Herren E. Lederer, gewes. Direktor 
der „Südböhmischen Kalkspat- und Mineralwerke und M. Bohaé, 
Verwalter dieser Unternehmung, für die liebenswürdige Unterstützung 
meiner Forschung besten Dank aussprechen. 

Gleichfalls danke ich herzlich dem Herrn K. J. MaSka, Direktor 
der k.k. Oberrealschule in Teltsch, für die freundliche Beihilfe bei der 
Bestimmung des fraglichen Materiales, sowie dem Herrn J. Knies, 
Oberlehrer in Sloup für die Bestimmung einiger Arvicoliden. 


Der Fundort und dessen geologische Verhältnisse. 


Dekansky vrch (= Dechantenberg), welcher früher mit allen ihn um- 
gebenden Grundstücken der Woliner Dechantei gehörte, liegt in der un- 
mittelbaren Nähe der Stadt Wolin und zwar gleich oberhalb der Land- 
wirtschaftlichen Schule. 

Es ist dies ein nicht zu hoher Hügel mit steiler Senkung gegen Norden, 
der erst seit dreifig Jahren bewaldet ist. 

Derselbe besteht meistens aus Urkalk, welcher von verschiedenen 
Ganggesteinen durchdrungen ist und dessen Unterlage der GneiS bildet. 

Während der diluvialen Periode zog sich fast über die ganze Länge 
dieses Hügels von Osten gegen Westen eine Kalksteinwand, die im Laufe 
der langen Zeit vom rutschigen Lehm und Gesteinen aus der oberen Lage 
zur Hälfte verschüttet wurde. Dieses Material bildete dann längs der Wand 
eine Aufschüttung mit ziemlich steiler nördlicher Neigung. 

Dikansky vrch wurde zuletzt von der Direktion der ,,Siidbohmischen 
Kalkspat- und Mineralwerke“ angekauft und im Jahre 1913 in der Mitte 
desselben ein größerer Kalksteinbruch angelegt. Wegen bequemen Ab- 
räumens des abgesprengten Materiales, wurde durch die aufgeschüttete 
Decke ein zwei Meter mächtiger Durchschnitt gemacht, welcher zwei 
schöne Profile lieferte. (Siehe Abb. 1. und 2.) 

Wie wir auf dem ersten Profil sehen, ruht die diluviale Ablagerung 
teilweise auf dem von Ganggesteinen durchdrungenen Urkalk, teilweise 
liegt sie auch auf dem Gneik. Diese Ablagerung besteht aus einem braunen, 
plastischen, mit größeren und kleineren Kalksteinstücken und anderen 
Gesteinen, sowie auch mit Knochen größerer diluvialer Tiere vermengten 
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N. DS. 


Abb. 1. 
Durchschnitt der Schichten auf dem D&kansky vrch bei Wolin von Norden gegen Süden. 
A Alluvium, B diluvialer, Tierreste enthaltender, mit Kalksteinbruchstücken und 
anderen Gesteinen vermengter Lehm, a Nest mit Nagetier- und anderen Tier- 
resten, b Partie eines feinen, lößartigen Lehms, C Urkalk, G Gneiß, D, E, F Gang- 
gesteine. 


Abb. 2. 
Durchschnitt der Schichten auf dem Dékansky vrch bei Wolin von Süden gezen Norden, 
A Alluvium, B diluvialer, Pferde- und Renntierreste enthaltender, mit Kalkstein- 
bruchstücken und anderen Gesteinen vermengter Lehm, x Fundstelle der Schnecken, 
C Urkalk, G Gneiß, E, F, H Ganggesteine. 


102 


Lehm und ist von unregelmäßiger Mächtigkeit, welche im Graben bei der 
Felswand 85 cm misst. 

Die Länge der gegen Norden verschwindenden Schichten beträgt 
7 m und das Verflachen derselben, welches von der Neigung der festen 
Unterlage abhängig ist, hat 10—15°. Diese in Rede stehenden Ablage- 
rungen gehen beim nördlichen Ende in alluvialen Schotter über. 

Im Graben knapp bei der Felswand findet man eine Partie von 
feinem, sandigem, lößartigem Lehm dunkelbrauner Farbe (Prof. 1b), 
der in etwas lichteren mit weißlichen Kalksteinbruchstücken vermengten 
Lehm übergeht und in trockenem Zustand sehr kompakte Haufen bildet. 
Dieser Lehm wechselt dann mit anderen dunkleren Partien, welche nebst 
Kalksteinbruchstücken auch sandige Bestandteile enthalten (Profil 1 a, 
rings mit Kreuzchen). Der betreffende Lehm ist deshalb wichtig, da er 
eine Menge Nagetier- und anderer Tierreste aufweist.?) 

Die alluvialen, bei der Felswand eine Mächtigkeit vom 120 cm er- 
reichenden Ablagerungen bestehen aus dunklem tabakfarbigem Lehm, 
welcher mit einer Menge von Kalkstein und Gneißschotter vermischt 
ist. Im 2. Profile sind die Lagerungsverhältnisse der diluvialen und allu- 
vialen Schichten schon einigermaßen abweichend. 

Die diluviale Ablagerung, welche auch hier eine ähnliche Unterlage 
wie im ersten Profile aufweist, ist verhältnismäßig mächtiger, während 
die alluviale Decke im ganzen gering ist. Der Lehm dieses Profiles lieferte 
Pferde- und Renntierreste, sowie zwei schön erhaltene Schnecken Helix 
(Isognostoma) personata und Patula (Discus) rotundata (auf der 2. Ab- 
bildung ist die betreffende Stelle mit Kreuzchen bezeichnet). 

Die zukünftige Durchgrabung des oberwähnten Profiles gegen 
Westen verspricht jedenfalls guten wissenschaftlichen Ertrag. 


Diluviale Fauna. 


Die diluvialen Tierreste kommen auf dem Dékansky vrch ähnlich 
wie bei Zechovic in keiner Felsspalte vor, sondern dieselben wurden in 
einer, von oben angeschwemmten oder angeschütteten Ablagerung fest- 
gestellt. 

Die steile, in der Mitte des Hügels sich ziehende Kalksteinwand, 
bot zwischen den Felsblöcken sichere Verstecke zum zeitweisen Aufenthalt 
der Raubtiere, welche hieher ihre Beute verschleppten. Besonders der - 
Graben bei der Felswand (Abb. 1a) war wahrscheinlich ein willkommenes 
Versteck Cer Schneeeule, welche hier eine Menge von Nagetierresten 
anhäufte. 

*) Eingehende Analyse des diluvialen Lehms vom Dékansky vrch, die Herr 


Dr. B. Heinitz in Pisek ausführte, wurde erst nach Schluß meiner Forschung ver- 
ôffentlicht, 
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Das Nest mit Nagetierresten enthielt außer einigen Schnecken auch 
zahlreiche Pferde- und Renntierknochen. Diese Knochen, welche besonders 
beim Eröffnen des Steinbruches häufig vorkamen, haben meistens licht- 
braune, stellenweise graue Farbe mit schwarzen Flecken. Sie sind oft zer- 
schlagen und an den Enden von einem größeren Rauktier abgenagt. Die 
Nagetierkiefer weisen gleichfalls eine lichtbraune Farbe auf; nur einige 
Kiefer und Knochen sind ganz schwarz. 

Die längs der Felswand auf diese Weise angehäuften Tierreste wurden 
später mit aus der oberen Lage des Hügels stammenden Erde, Schotter 
und Blöcken verschüttet, ähnlich wie bei Zechovic. 

Die bisjetzt gefundenen Reste gehören charakteristischen Arten der 
Glazial- oder Tundrenjauna und der Steppen/auna an. Die Vertreter dieser 
beiden Fauna kommen auf dem Dékansky vrch gemeinsam vor und zwar: 


Mammalia. — Säugetiere. 
Mustelidae. — Marderartige Raubtiere. 
Putorius (Ictis) Erminaeus Ow. 

(Das Hermelin.) 


Es wurde ein rechter Unterkiefer ohne Eckzähne gefunden. Diese 
fand man separat. Betreffs der Größe und Ähnlichkeit stimmt derselbe 
vollkommen mit dem von Woldfrich aus Zuzlawitz*) und dem von 
Nehring von Schweizerbild*) angeführten Exemplar an. 

Von Zechovic besitzen wir bloß zwei Halswirbel. 


Sciuridae. — Eichhörnchen. 
Spermophilus rufescens Keys. & Blas. 
(Der rötliche Ziesel.) 
Ein sehr gut erhaltener Backenzahn. Bei Zechovic wurde ein rechter 
Unterkiefer gefunden. Sonst in Böhmen ziemlich häufig. 


Arvicolidae. — Feldmäuse. 
Myodes torquatus Pall. 
(Der Halsband- Lemming.) 


Von diesem charakteristischesten Vertreter der arktischen Fauna 
wurden drei linke und drei rechte Halften der Unterkiefer und ein Fragment 
aus dem Oberkiefer mit einigen Zähnen gefunden. 


3) Diluviale Fauna von Zuslawitz bei Winterberg im Böhmerwalde (Sitzungsb. 
der k. Akademie der Wiss. I. Abth., Band LXXXIV., II. Teil, Taf. II. Fig. 7.) 
Wien 1881. 

4) Die kleineren Wirbeltieve vom Schweizerbild bei Schaffhausen (Denkschr. 
d. Schweiz. Naturfor. Ges. Bd. XXXV., Taf. IL, Fig. 13). Basel 1895. 
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Diese Art ist bis jetzt in Böhmen von Zuzlawitz, Trmic und Zechovic 
bekannt. Von Zechovic stammt. ein Vorderteil des Schädels und einige 
Kiefer. 

Arvicola agrestis Blas. 
(Die Erdmaus.) 
Vier Hälften der Unterkiefer. 
Kommt auch bei Zechovic, Zuzlawiiz und in Kotla’ka vor. 


Arvicola arvalis Selys. 
(Die gemeine Feldmaus.) 
Vierzehn Hälften der Unterkiefer. 


Im Böhmen wurde auf verschiedenen Stellen unter anderen auch bei 
Zechovic gefunden. 


Arvicola amphibius Desm. 
(Die Wasserratte.) 
Bruchstücke der Unterkiefer, Eckzähne und Knochen (Oberschenkel). 
Kommt sehr häufig bei Zechovic und in anderen böhmischen Lokali- 
täten vor. 
Arvicola gregalis Desm. 
(Die sibirische Zwiebelmaus.) 
Sechs und zwanzig teilweise vollstandige, teilweise fragmentarische 
Hälften der Unterkiefer. 
Kommt auch bei Zechovic ziemlich häufig vor. Außerdem führt man 
sie auch von Zuzlawitz und Bulovka an. 


Arvicola ratticeps Keys.& Blas. 
(Die nordische Wühlmaus.) 
Eine rechte und eine linke Hälfte des Unterkiefers. 
Bei Zechovic sehr häufig. Sonst ist sie in der Literatur bloB von 
Zuslawitz angeführt. 
Arvicola subterraneus Sélys. 
(Die kurzohrige Erdmaus.) 
Sieben Hälften der Unterkiefer. 
Wurde von Zuzlawitz und von Podbaba angeführt. Gleichfalls bei 
Zechovic haben wir einige Kiefer gefunden. 


Leporina. — Hasen. 
Lepus variabilis Pall. 
(Der Schneehase.) 


Ein Fragment vom Metacarpus und oberes Gelenk von Tibia und 
andere Knochen. 


is sn de ie 
te Pe 
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Erosionstal des Wolinkaflusses zwischen der Bizek- und Stulikmühle. Oben links 

die landwirtschaftliche Schule, rechts von dieser Dékansky vrch, Fundort der dilu- 

vialen Fauna. Im Hintergrund ein meistens aus Gneiß bestehender Gebirgszug 
(Ansicht von Osten.) 


Dekansky vrch im Jahre 1913. In der Mitte Kalksteinbruch mit diluvialer Fauna. 
(Ansicht von Norden.) 
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Bei Zechovie wurden Reste des Schneehasen häufig gefunden. In 
Böhmen ist er auch von Zuzlawitz und Bulovka bekannt. 


Lagomys pusillus Pall, 
(Der Zwerg-Pieithase.) 
Eine rechte und eine linke Hälfte des Unterkiefers und ein Bruch- 
stück des Oberkiefers mit einigen Zähnen. 
Diese typische Art eines ausschließlich Steppentieres ist auch von 
Zechovic, Zuzlawitz und Bulovka bekannt. 


Perisodactyla. -- Unpaarzeher. 


Equus ferus Pallas (= Equus Prievalskii Polj.) 
(Das kleine Wildpferd.) 

Unter diesem Namen wurde in neuerer Zeit eine kleine robuste Form 
des diluvialen Pferdes bezeichnet, welche mit Equus caballus (fossilis) 
var. minor Woldÿ., identisch ist. 

Die Vertreter des angeführten Tieres traf der berühmte rußische 
Reisende N. M. Przevalskij in der DZungarischen Wüste, nördlich 
von Ost-Tien-schan, in Mittelasien. 

Dr. OttoAntonius in Wien befaßte sich gerade mit der Ver- 
fassung einer Monografie über fossile Pferde, in welcher auch diese Art 
näher besprochen wird. 

Die auf dem Dékansky vrch gefundenen Pferdereste gehören einigen 
älteren und jüngeren Individuen an, wie z. B. aus zahlreichen oberen und 
unteren Backenzähnen, von welchen wir über sechzig Stück besitzen, 
erkennbar ist. Außerdem wurden noch hintere Schädelteile von zwei 
Individuen, ferner beide Hälften des Unterkiefers mit allen Backenzähnen 
und noch ein Fragment mit drei Backenzähnen gefunden. Vom Ober- 
kiefer stammt ein Bruchstück mit drei und ein anderes mit vier aullallend 
abgenützten Backenzähnen. Schließlich wurden noch zwei Fragmente vom 
Unterkiefer und zwar ein mit drei und ein mit vier Schneidezähnen, außer 
einigen verstreut liegenden Schneidezähnen gefunden. Andere Knochen 
waren gleichfalls sehr häufig wie z. B. Becken, Metatarsien, Tibien, Meta- 
carpalien, Phalangen, Astragalen u. s. f. 

Kurz, das diluviale Pferd ist auf dem Dekansky vrch von allen Tieren 
am zahlreichsten vertreten. Die bis jetzt hier festgestellten Reste sind 
schon allein einer wissenschaftlichen Bearbeitung wert. 


Artiodactyla ruminantia. — Paarhufer. 
Bison priscus Rütm. 
(Der Wisent.) 
Es ist ein distaler Teil einer oberhalb des Schenkels abgenagten Tibia 
vorhanden. 
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Dieses Tier wurde von manchen Forschern als Vertreter der Weiden- 
oder Waldfauna betrachtet. Daß der Wisent vielmehr als ein Steppentier 
zu betrachten ist, davon zeugt die Ansicht Nehrings,’) welche auch 
wir teilen. 

Bei Zechovic wurde der Wisent noch nicht konstatiert; sonst aber 
kommt derselbe in Böhmen ziemlich häufig vor. 


Rangifer tarandus Jard. 
(Das Renntier.) 

Interessant ist ein schön erhaltener Geweihzweig mit zwei Neben- 
sprossen, ferner ein unterer Teil eines Geweihes mit Schädelknochen. 
Übrige Reste sind meistens von Raubtieren zerbissen und an den Enden 
abgenagt. Es wurden gefunden: Radius, Metatarsus, II. Phalang und 
andere Reste. 

Von Zechovic stammen auch Kieferbruchstücke mit Zähnen, aber 
Geweihe wurden keine gefunden. 


Aves. — Vögel. 


Rasores. — Hühnervögel. 


Lagopus albus Vieill. 


(Das Moorschneehuhn.) 


Drei Knochen; unter diesen ein Radius und eine Ulna. 
Der angeführte Vogel kommt auch bei Zechovic und Zuzlawitz vor. 


Mollusca. — Weichtiere. 


Herr Zd. Frankenberger in Prag bestimmte folgende 
Schnecken an: 


Helix (Isognostoma) personata Lam. Zwei Exemplare. 

Helix (Chilotrema) lapicida L. Ein Exemplar. 

Patula (Discus) rotundata Mül. Zwei Exemplare. 

Clausilia (Curmitzia) dubia Drap. Ein Exemplar. 

Clausilia (Pirostoma) ventricosa. Ein Exemplar. 

Clausilia sp. Ein fragmentarisches, näher schwer bestimmbares 
Exemplar. 


Diese Formen sind bis auf die Clausilia dubia (holocaen) auch bei 
Zechovic vertreten. Patula rotundata und Helix pomatia wurden bei Ze- 
chovic erst in der letzten Zeit konstatiert, so daß die gesamte Zahl der 
Schnecken aus dieser Lokalität 13 Arten beträgt. 


5) Ueber Tundren und Steppen der Jetzt- und Vorzeit. S. 139 u. 206. Berlin 1890. 
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Aus der beigelegten Übersicht der auf dem Dékansky vrch gefun- 
denen diluvialen Wirbeltiere geht hervor, daß die glaziale Fauna durch 
sechs und die Steppenfauna durch neun Arten charakterisiert ist. 

Die, Weiden- und Waldfauna, welche bei Zechovic und Zuzlawitz so 
schön vertreten ist, wurde auf dem Dekansky vrch vorläufig nicht kon- 
statiert. 

Obwohl in der neuen Lokalität bei Wolin auch dieselben Arten 
vorkommen, welche bereits bei Zechovic resp. bei Zuzlawitz festgestellt 
wurden, sind jedoch manche von diesen Arten durch andere osteologisch 
wichtige Reste dokumentiert. 


Übersicht der diluvialen Wirbeltiere vom Dekansky vrch 


bei Wolin. 
Se: 

Art Ra was 
SB 
OF IAG 
1 | Putorius (Ictis) Erminaeıs Ow. — Das Hermelin.| + — 

2 | Spermophilus rufescens Keys. & Blas. — Der 
TOLACNERZ ICS Cl vers Bate ae cals Re I + 

3 | Myodes torquatus Pall. — Der Halsband — 
ILSENNE D 5 5 5 6 Se i Se — 
4 | Arvicola agrestis Blas. — Die Dekan: a ee 
5 | Arvicola arvalis Sélys. — Die gemeine Feldmaus .| — | + 
6 | Arvicola amphibius Desm. — Die Wasserratte .| — | + 

7 | Arvicola gregalis Desm. — Die sibirische Zwiebel- 
eh Wasps are Ste | + — 

8 | Arvicola ratticeps Er & Blas. — i re 
Wühlmaus . . . . ee rs EEE ar ile = _ 

9 | Arvicola subterraneus Se — Die kurzohrige 
BIdMAUS NN 6 9 3 off ==] Se 
10 | Lepus variabilis Pall. — Der Sdhaedbase soo off ae | = 
11 | Lagomys pusillus Pal. — Der Zwerg-Pfeifhase.| — | + 
12 | Equus terus Pall. — Das kleine Wildpferd . . .| — + 
IS | eSisonpriscus RE — Der Wisent, 5 2 5. = 5 = | = 
14 | Rangifer tarandus Jard. — Das Renntier. . . .| + | — 
15 | Lagopus albus Vieill. — Das Moor-Schneehuhn .| + | — 
Zusammen . . . 6 9 


Neue Phosphate 
vom Greifenstein bei Ehrenfriedersdorf. 


Von F. SLAVIK. 
Vorgelest am 16. Jänner 1914. 


Mit 7 Textfiguren. 


IE 


Der Lithionitgranit von Geyer-Ehrenfriedersdorf war schon wieder- 
holt Gegenstand wissenschaftlicher Bearbeitung in geologisch-petro- 
graphischer Richtung: es seien nur die Arbeiten von A. W. Stelzner,!) 
FE. Schaleh resp. E. Weise?) E. v. Sandberger:)a\V.S:, 
lomon und His, P. O. Böhmig') erwähnt. 

Mineralogisch sind bisher die benachbarten Zinnerzlagerstätten, 
die u. a. den ersten Herderit/und geliefert haben, viel bekannter gewesen 
als der Granit selbst, aus dem Stelzner und Schalch in den 
zitierten Arbeiten die gewöhnlicheren Mineralien der pneumatolytischen 
granitischen Paragenese anführen. Erst in der neuesten Zeit beschrieb 
F. Kolbeck®) den vom Ing. C. v. Fircks gefundenen Childrenit, 
ein Mineral, das bisher nur aus wenigen Vorkommen bekannt war, und 
R. Görgey’) registriert nur ganz kurz nach Kolbeck’s Arbeit 
und nach den Acquisitionen des Wiener Hofmuseums, außer den schon 
Bekannten Mineralien, dann Childrenit und Arsenopyrit, auch ,,Herderit, 
ein neues dem Fillowit nahestehendes Mineral und Epistilbit“. 

In den letzten Jahren wurden die Drusenmineralien des Greifen- 
steiner Granits in ziemlicher Menge gesammelt und verbreiteten sich durch 


1) A. W. Stelzner, Die Granite von Geyer und Ehrenfriedersdorf etc., Beitr. 
z. geogn. Kenntn. d. Erzgeb. I, Freiberg 1865. 

*) F. Schalch, Erlaut. zur geol. Spec.-Karte d. Königr. Sachsen Blatt 127, 
1878; II. Auflage revidiert von E. Weise 1900. 

#) F. v. Sandberger, Sitzungsber. d. bayr. Akad. München 1888, Math.- 
phys. Kl. 3, 423—492, bes. 470 ff. 

4) W. Salomon und His, Zeitschr. d. deutsch. geol. Ges. 1888, 570. 

5) P. O. Böhmig, Tscherm. Min.-petr. Mitt. 1899 (XVIII), 289—303. 

6) F. Kolbeck, Centralblatt für Mineralogie etc. 1908, 333—335. 

7) R. Görgey, Fortschritte der Mineralogie, Kristallographie und Petro- 
graphie, II. Bd. 149 (1912). 
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die Mineraliensammlungen; daß ich eine detailliertere Untersuchung 
derselben vornehmen konnte, verdanke ich der Freundlichkeit des H. 
Hofrats K. Vrba, der mir das ganze für das Museum des Königreichs 
Böhmen und für das Mineralogische Institut der böhmischen Universität 
acquirierte Material bereitwilligst zur Verfügung stellte; dasselbe stammt 
fast durchwegs von H. Dipl.-Ing. W. Maucher in München, der mit 
Sachkenntnis und Verständnis den großen Teil der Funde vor Verlust 
bewahrt hat. Einen ebenso innigen Dank schulde ich der Liebenswürdigkeit 
des eifrigen Sammlers und gründlichen Kenners der Erzgebirgsmineralien, 
Herrn Stadtapothekers Walter Roscher in Ehrenfriedersdorf, 
der mir aus seiner reichen Sammlung auch die seltensten Exemplare ge- 
liehen hat und ohne dessen Beihilfe die Untersuchung der seltenen Greifen- 
steiner Mineralien sehr unvollständig geblieben wäre. Für die chemischen 
Analysen der neuen Mineralien sei den Herren Hofrat K. Preis, Dr. 
E. Skarnitzl und Dr. A. Jilek auf das herzlichste gedankt. 


Ir 


Roscherit, ein neues Mineral. 


Ich erlaube mir, das neue, chemisch dem Childrenit und Eosphorit 
verwandte Phosphat vom Greifenstein Roscherit zu nennen, zu Ehren 
des Sammlers und Kenners der Ehrenfriedersdorfer Mineralien, dessen 
Bereitwilligkeit die Untersuchung des Minerals ermöglicht hat. Es ist 
das in Görgey’s Notiz mit dem Fillowit verglichene Mineral. 

Der Roscherit ist durchwegs kristallisiert, und seine monoklinen In- 
dividuen weisen bisweilen auch auf einer und derselben Druse verschiedenen 
Habitus auf: 1. kurze Säulchen oder dicke Täfelchen, die circa 1 mm 
messen und einen achteckigen oder durch das Zurücktreten von (010) 
fast sechseckigen Umriß zeigen; außer den drei Pinakoiden und dem 
Grundprisma fand ich nur an zwei Kristallen (101) als eine schmale Ab- 
stumpfung der Kante (001) : (100), s. 
Fig. 1.; 2. dünnere Tafeln nach (001) 
mit einem länglich-rechteckigen, ortho- 


9 
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diagonal verlängerten Umriß, mit untergeordnetem (110) — Fig. 
sowie alle Übergänge von diesem letzteren Habitus teils zum vorigen, teils 
zu orthodiagonalen Säulchen. 
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Die Roscheritkristalle sind ihrer Unterlage einzeln aufgewachsen 
oder zu unregelmäßigen Aggregaten, bisweilen zu helminthischen Gruppen 
vereinigt. Die hypoparallele Verwachsung der kleinen Roscheritkriställchen 
ist auch außer solchen helminthischen Aggregaten häufig und beein- 
trächtigt natürlich die Genauigkeit der Kristallmessungen sehr bedeutend. 

Nur die Orthopinakoide geben ein gutes oder wenigstens deutliches 
Signal, (010) und (001) nur sehr unvollkommene Reflexe, (110) und (101) 
nur einen schwachen Schimmer. Die fünf relativ besten, aus einer 
großen Menge ausgesuchten Kristalle ergaben daher nur approximative 
Messungsresultate: 


Gemessen Grenzwerte Kantenzahl 
a (100) :c (001) . 80° 10 80° 0’ — 80° 21’ 2 
21) (OO) a a ake QO) Ar 87 58 — 91 24 8) 
DO D st eee Dane 51143. 252.31 2 
: m (110) . 42 48 42 14 — 43 97 3 
c (001) : b (010) 9007 — = 1 


Die Elemente des Roscherits stehen also den Werten nahe: 
G20 6 0:945-10-88 
b= 9950) 
Die Kristallreihe ist nur: 
a (100) . b (010). c (001) . d (101) . m (110). 


Die Positionswinkel 9 und p ergeben sich sehr einfach aus den Beobach- 
tungsdaten: 


? p 
a (100) 90° 0’ 90° 0’ 
b (010) 0 0 90 0 
c (001) 90 0 9 50 
d (101) — 90 0 37 58 
m (110) 47 12 90 0 


Spaltbarkeit nach (001) fast vollkommen, nach (010) deutlich. 

Härte = 414. 

Dichte = 2-916, mittels Suspension bestimmt. 

Die Lichtbrechung ist in allen Lagen bedeutend 
stärker als im Kanadabalsam, der mittlere Brechungs- 
exponent beträgt 1-625 — 1-63. 

Die Auslöschungsschiefe auf (010) beträgt 15° im 
spitzen Winkel ß, die Orthodiagonale ist die negative 
spitze Bissektrix eines großen Axenwinkels (2 Ey, > 120°). 
Die der Vertikale nähere Auslöschungsrichtung auf Fig. 3. 
(010) ist genenüber der anderen negativ, es ergibt 
sich also die auf Fig. 3 dargestellte optische Orientation auf (010). 


a 
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Absorption y > 6 > «x, Pleochroismus: « gelb ins olivengrünliche 
BP braungelb, wenig grünlich 
y kastanienbraun. 
Dispersion gekreuzt, sehr stark, p > v. 
Doppelbrechung mittelstark. 
Die quantitative Analyse, die ich der Freundlichkeit d. Herrn Hofrat 
K. Preis verdanke, bestätigt, daß ein neues Mineral vorliegt. Es wurde 
gefunden: 


Ol ee ne OA ee Le à 35-98%, 
ER SEO LD: PC 13:01 
ROOMS RE. ee ue eu 29:58 
OMR A ES Vie Cu 0 Es cH) 
(NO ee ee AL Ae Ss, sa 08% 
Naen eee tere twe s, Ga. ee Cae 2 RO DUE 
RO Le D Li a 519,0) 
Unleslicher Rückstand. 2 4)... TEE 

99:24 


Nach Abzug des unlöslichen Rückstandes auf 100-00% berechnet, 


liefert die Analyse folgende Zahlen: Molek. Quot. 


NOR men Al waar te mes 2-2 038-0007 0-2675 

PAL AO) ee RON SPA ey le: CO) 0-1345 

JRO Eee aos cba EDS 0-1410 

TRIO ae EL 2 0-2049 

BO ee Boke ee.) OL 48 0-2047 

RO ee ara 10-17 0-6757 
100-000. 


Dies stimmt mit der einfachen Relation gut überein: 
PRO Aly OR OEM MmORCAOE FI) 
NES eee ED SE 6 CRT) 
die Formel des Roscherits ist also 
R, Al [OH] P, O,.2 H, 0, 
wobei R” = Mn, Fe, Ca im Verhältnis 3 : 2 : 3. 
Mit dem gesagten Verhältnis der drei Monoxyde erfordert die Formel 
die folgende Zusammensetzung, die der gefundenen sehr nahe kommt: 


NO: ana hans te »985449, 
A KO a ee ee PER 0113-84 
OOo 0.0.8 a: Ne loue 9-73 
TORRES EE M DE ose halk oe 1442 
CARRE RE a ec cae a IES fo) 
Jats (O) Saese ramon SG Re on ES) 


100-00 0/, 
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Chemisch gehört also der Roscherit in die Gruppe der wasserhaltigen 
basischen Phosphate mit zwei- und dreiwertigen Metallen und ist dem 
isomorphen Paare Childrenit-Eosphorit am nächsten verwandt. 


Roscherit M M RO Ol 2 PO DR: 
Childrenit und Eosphorit . . . 2 RO.Al,O,.2 P,0,.4 H,0. 


Der Roscherit ist im Gegensatze zu den beiden anderen tonerdeärmer 
und unterscheidet sich auch dadurch von ihnen, daß der Kalk unter den 
Monoxyden als wesentlicher Bestandteil auftritt; die isomorphe Mischung 
Ca — Mn — Fe erinnert an den Anapait und andere komplexere Phosphate. 

Von den nur unvollkommen bekannten Phosphaten derselben Metalle, 
von Kalcioferrit und Attakolith, ist der Roscherit sowohl durch seine 
quantitative Zusammensetzung als auch durch die äußeren und physi- 
kalischen Merkmale wesentlich verschieden. 


INK 
Jezekit, ein neues Minera!, früher für Epistilbit gehalten. 


Für Epistilbit wurde ein demselben äußerlich ähnliches Mineral 
gehalten, das in den i:rusenräumen des Greifensteiner Granits auskri- 
stallisiert ist; nachdem ich jedoch an der ersten, sehr spärlichen Probe 
den Fluorgehalt, das für einen Zeolith zu hohe spezifische Gewicht und 
einige mit Epistilbit nicht übereinstimmende Kristallwinkel bestimmt 
hatte, wurde die Verschiedenheit des Minerals vom Epistilbit nachge- 
wiesen und nach der Acquirierung von mehr Material bestätigte die chemisch- 
qualitative Untersuchung, von den Herren Prof. Dr. Jaroslav Mil- 
bauer und Dr. E. Skarnitzl mit gleichem Resultate ausgeführt, 
schließlich auch die vom H. Kollegen Skarnitzl unternommene 
quantitative Analyse, daß es sich um ein neues Mineral handelt. Es sei 
dasselbe nach meinem lieben Kollegen und Freunde Jeéekit genannt. 

Der Jezekit ist farblos, glasglänzend, außer den stenglig-körnigen 
Drusenunterlagen und einigen radial struierten nierenlörmigen Aggregaten 
stets kristallisiert. Seine Individuen sind vertikal-säulig und zugleich 
nach (100) abgeplattet ; die Flächenbeschaffenheit ist einer exakten Unter- 
suchung nicht gerade günstig, doch konnte ich an sieben besseren Kri- 
ställchen folgende Resultate erzielen:: 


Kristallsystem monoklin. 
a:b:c = 0:8959 : 1: 1:0241, 
B = 1053114’. 
Die Kristallreihe besteht aus bloß neun Formen: 


c (001).a (100) .b (010). (110).g (011).7 (012).e (101).d (102).g (104). 


113 


Der gewöhnliche Typus ist in Fig. 4 dargestellt. 

Von den Formen des Jezekits wurde 
Kristalle in einer schlecht 
noch bestätigt werden; die übrigen Formen wurden 
an allen beobachteten Kristallen konstatiert. 


o 
5 


(104) nur an einem einzigen 
schimmernden Facette gefunden und sollte 


Nur die Flächen von (110) ergeben öfters, % — — 2 
diejenigen von (001), (100) und (011) vereinzelt Ze 
etwas bessere Signale, alle anderen reflektieren 
sehr schwach oder schimmern nur. Außerdem be- 
einträchtigt auch die hypoparallele Verwachsung 
der Jezekitkristalle sowie deren konstant vor- a An 
kommende Längsriefung in der Vertikalzone, 

Rundung der Basis gegen die Klinodomen und 

die Kleinheit der Flächen des Klinopinakoids und | 
der Orthodomen bedeutend die Genauigkeit der » 
Messungsresultate. SS — "| Dh 

Die Übersicht der gemessenen und berechneten £ 

Kristallwinkel des Jezekits liefert folgende Werte: ENG 4 
Gemessen: Berechnet: Kantenzahl: 
a (100) :m (110) =* 40° 48’ —— 8 
:c (001) *74 28% = 12 
c (001) :g (O11) *44 37 - 3 
:r (012) 26 10 269 151%’ D 
:b (010) 88 16 90 0 
:m (110) 79 3 78 19 I 
:e (101) 57 37 57 47 D 
:d (102) 25 52 25 32 6 
:e (104) 15 52 14 21 | 
m (110) : m’ (110) 81 20 81 36 5 
:r (012) 62 26 61 55 | 
b (010) :a (100) 89 33 90 0 3 
m (110) 49 2 49 12 D. 
Aus den angeführten Elementen ergeben sich folgende Positions- 


winkel für die Kristallformen der Jezekits: 


? p 
c (001) 90° 0’ 15° 311,’ 
a (100) 90 0 90 0 
b (010) 0 0 90 0 
m (110) 49 12 90 0 
g (011) 15 10% 46 42 
r (012) 28 29 300 131/, 
e (101) 90 0 42 154 
d (102) 90 0 41 3% 
g (104) 90 0 29 524. 


Bulletin international. XIX. 
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Außer den Kristallen des gewöhnlichen, in Fig. 4 abgebildeten Typus 
kommen seltener auch dünnere, bis nadelförmige vor. 
Die Härte des Jezekits gleicht 41%. 
Dichte = 2-940. 
Spaltbarkeit: nach (100) vollkommen, 
nach (001) unvollkommen. 
Optische Orientierung (Fig. 5): 
in =e 
c:a = 29° im stumpfen Winkel 8. 


Ebene optischer Axen = (010); auf (001) der 
Fig. 5. schiefe Bissektrixaustritt eines nicht großen Axen- 
winkels bemerkbar. 
Die Brechungsexponenten wurden durch Immersion approximativ 
bestimmt: 


EDD 
B = 1-56 
y = 1-59 


Chemische Eigenschaften 


Herr Dr. E. Skarnitzl führte die chemische Untersuchung 
des Jezekits, für die ich ihm wärmstens danke, mit folgenden Resultaten 
durch: Übereinstimmend mit dem Ergebnisse der vorläufigen qualitativen 
Analyse, die Herr Prof. Dr. Milbauer unternommen hatte, wurden 
im Jezekit Al, Ca, Na, Li, F,O H und P, 0, gefunden, in Spuren auch Fe; 
die Proben auf X und Be ergaben negative Resultate. 


Bei der quantitativen Analyse wurde 


Al als Orthophosphat, 

Ca als Oxyd, 

Na und Li als Chloride ‚ausgeschieden und nach der Amylalkohol- 

methode getrennt; 

P,0; als Ammoniumphosphomolybdat gefällt und in Magnesium- 
pyrophosphat übergeführt ; 

F nach der Methode von Fresenius als Fluorsilicium bestimmt, 

OH aus dem Gewichtsverlust beim Glühen berechnet. 


Analytische Belegzahlen: 


I. 0:6204 g Mineral gab 0.1625 g AlPO, = 0.1360 g AL,0, 


0:0837 g CaO 
0-2946 g NaCl = 0.1161 g Na 
0:0836 g Li, SO, = 0-0053 g Li 
II. 0-6734 i 0-3200 z Mg, P,0, = 0-2040 g P,0, 
IIL. 0-5863 a. 0-2620 g SiF, = 0-0477 g F 
IV. 0-3245 ri verlor beim Glühen 0-0500 g 


vu... 


Aus diesen Resultaten ergibt sich die Zusammensetzung des Jezekits 


wie folgt: 


0 
0 


30-30 
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Mol. Quot. 


PSO; 0.2154 approx. = 1-01 
Al, O, . 21-92 0-2096 = 1800 
Feo; Spur — _ 
CaO 13-50 0-2403 go fie 
Na . 18-71 0-8117 Er es 
Li 0-86 nn QE ee 
Firs |; 8:15 0-4278 " = 2-04 
el 7:26 0-4268 Ol 
Sa. . 100-70% 


Die chemische Formel des Jezekits berechnet sich also zu 
P,0,.41,0,.Ca0.2 (Na Li) F.2 (Na Li) OH, 
was auch in folgender Form geschrieben werden kann: 
[PO,]. F2 [OH], Al [Al O] Ca Na. 


Als reine Natriumverbindung berechnet, ergibt diese Formel eine 
der gefundenen befriedigend nahe Zusammensetzung: 


Gefunden: Berechnet: 
On « 30-30% 30-60% 
ATOS 21-92 22-01 
CaO 13:50 12-07 
NaF 17-94 18-09 
NaOH ea tes 17-04 17-23 
Sa DU 20/5 100-00% 


Jezekit und Morinit. 

Al. Lacroix®) beschrieb i. J. 1891 aus dem bekannten Ambly- 
gonitfundort Montebras ein neues Mineral, das er Morinit nannte und 
i. J. 1908 von neuem untersuchte; die Analyse der kristallinischen, rosen- 
roten Massen, denen nur spärlich monokline, nadelförmige Kriställchen 
aufgewachsen waren, lieferte A. Carnot (nach Abzug der Si O,-Bei- 
mischung und des hygroskopischen Wassers) die folgenden Zahlen: 


PRO: 33-50% 
Al, Os 17-80 
Cake. 27-00 
Na, O 5-20 
H,O 17-90 
101-40%, 


8) Al. Lacroix, Bulletin de la Société frangaise de Mineralogie NIV. (1891), 
187; Mineralogie de la France (1910) t. IV. p. 539—540; Al. Lacroix und A. Car 


not, Bull. soc. min. XXXI. (1908), 149—152. 
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Diese Zusammensetzung läßt sich durch die ziemlich komplizierte 
Formel ausdrücken: 
3 AIPO,.H NaP0,.3CaF,.8H,0 = H Na, [AIR], [Ca 2], P,0,-8 2208 

Vom Jezekit unterscheidet sich diese Zusammensetzung auffallend 
durch den viel höheren Prozentsatz am Wasser, Fluor — Mor. 13-20, 
Jez. 8:15 — dann durch den viel kleineren Anteil von Natrium. 

Dafür stimmen die kleinen nadelförmigen, dem derben Morinit auf- 
sitzende Kriställchen, die Lacroix beschreibt, mit dem Jezekit überein: 


Die Nadeln auf Morinit: Jezekit: 

Kogellllkomeng 5 5.9 0 0 o o monoklin monoklin 
Habitus ........ . vertikal verlängert 

und zugleich nach desgleichen 

(100) abgeplattet 
Öberflächenbeschaffenheit . stark gerieft in desgleichen 

der Vertikalzone || c 
Kombination . . . . . . . (100) (010) (110) (001) dieselben 


Flächen + 
(101) (102) (104) 
(011) (012) 


Spaltbarkeitnugr 5 6 Go ot (100) (100) 
Hart ls ee: 4 4%, 
Dichter can. We ose ce 2-94 2-94 
Auslöschung auf (010)  . . Gud —302 ats == DY 
im stumpfen Winkel f i. st. W. B 
Ebene d. opt. Axen ~~: =). (010) (01.0) 
Brechunesindexer are: 1-55 — 1:56 CES) 
i. Durchschnitte Br 56 
Sf == ley, 


Herr Prof. Dr. A. Lacroix in Paris hatte die Giite, mir etwas 
vom Originalmateriale des Morinits zu überlassen. 

An den derben, spätigen Massen von rosen- bis himbeerroter Farbe 
fand ich die Härte = 4%, Dichte = 2-95, und Herr Dr. E. Skarnitzl 
bestimmte den Wassergehalt zu 18-41%, also auf ein 14% mit Carnot 
übereinstimmend. 

In den schweren Lösungen von der Dichte zwischen 2:95 und 2-94, 
in welchen alle Stücke von derbem Morinit zu Boden sinken, schwimmen 
sowohl Kriställchen des Greifensteiner JeZekits als auch die dem Morinit 
aufgewachsenen blaßrosa bis weissen Kristallnädelchen, die dann auch 
gleichzeitig mit den ersteren zu schweben beginnen. 

Es scheint also, daß diese Nädelchen von Montebras ebenfalls dem 
Jezekit angehören, während der derbe Morinit ihrer Unterlage auch weiterhin 
als eine selbständige Mineralspecies angesehen werden muß. 
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IV. 
Lacroixit = der vermeintliche Herderit der neuen Funde. 


Da s. z. der Herderit gerade von Ehrenfriedersdorf (aus dem Zinn- 
stockwerke) beschrieben worden ist, ist es nur natürlich, daß die seltenen, 
neuerdings auf dem Greifenstein gefundenen unvollständig ausgebildeten 
Kristalle eines äußerlich dem Herderit ähnlichen Minerals zu jenem gestellt 
worden sind. Die hübscheste mir bekannte Stufe mit dem neuen Minerale 
ist die von Görgey erwähnte, welche ich dank der Freundlichkeit des 
H. Regierungsrats Prof. Dr. F. Berwerth, Direktors der Mineralien- 
sammlung des Wiener Hofmuseums, sehen konnte; zur Untersuchung am 
besten geeignet ist jedoch ein etwa 11% cm großer 
Kristall aus der Sammlung des H. Avothekers 
Roscher. Da dieser Kristall — mit sieben zu- 
gänglichen Flächen — einem nicht allzu großen 
Granitstiickchen in einem Prusenraume aufsitzt, 
war es mir möglich denselben am zweikreisigen 
Goniometer zu untersuchen, ohne ihn von der 
Unterlage abzunehmen. 

I ie sieben zugänglichen Kristallflächen sind an- 
nähernd wie auf Fig. 6 entwickelt; sie geben nur schlechte, bisweilen 
vielfache Reflexe oder schimmern bloß. Mit der Fläche 7 im Pole maß ich: 


iX pP 
1 = — 0° 0° 
2 180° 0’ 710 40’ — 72° 27° 
3 = (80° 39’) 
| 72° 10’ — 75° 28’ 20° 43’ — 21° 56’ 
D 1390 9’ — 140° 28’ 870 31’ — 880 14’ 
6 72° 38’ — 750 58’ 419 58’ — 43° 5’ 
7 (0° 0’) 53° 30° — 550 0/. 
Daraus folgen -— abgesehen von der allzuschlecht entwickelten 
Fläche 3 — folgende Winkel: 

T0 Dy 8 (0) == 120: 

4:2 = 79%, 4:5= 79%, (NS 8014°)): 

1:4—921W; 

1:6— 42%, 2:5 = 439; 

leo 4381 2:6 = 871%; 

ILE GENE 5:7 = 180 — 54°. 


Morphologisch ist der Kristall also eine rhombische Kombination der 
drei Formen, die wir in der Stellung der Fig. 6. bezeichnen können: 
(111) = Fl. 1, 2, 5, 6 
(110) ed 
(010) ee 
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In Anbetracht der aus den Daten ersichtlichen geringen Genauigkeit 
genügt es gewiß vollkommen, die Elemente des Kristalls nur mit den Zahlen 


DDC — 10-82 al a0 
auszudrücken. 

Dagegen muß aber betont werden, daß ich an diesem Kristalle eine 
ganz deutliche Spaltbarkeit nur nach zwei Flächen (1 und 2) beobachtet 
habe, an weiteren mir zu Gebote stehenden Bruchstücken sah ich auch 
niemals vier der rhombischen Pyramide entsprechende gleichwertige 
Spaltrichtungen. Auch sind einige unvollständig ausgebildete Kristalle 
nach der Kante der beiden Spaltflächen bis säulenförmig verlängert. 

Auch unter dem Mikroskope an Pulverpräparaten konnte die Frage 
nicht entschieden werden, da eben die Spaltbarkeit keine ganz geraden 
genauer zu messenden seitlichen Begrenzungen der Spaltblättchen liefert. 
Im konvergenten Licht zeigen dieselben den schiefen Austritt einer opti- 
schen Axe. 

Am wahrscheinlichsten ist also das neue Mineral wie Herderit mo- 
noklin pseudorhombisch, doch kann die Frage seiner Symmetrie erst an 
einem reichlicheren und vollkommeneren Materiale entschieden werden, 
als mir vorlag. 

Ich nenne das neue Mineral Lacroixit zu Ehren des Forschers, der 
— ausser all den anderen, jedem Fachgenossen bekannten Forschungen — 
zum erstenmale ein natürliches ternäres Phosphat von verwandter che- 
mischer Konstitution beschrieben und der auch durch die freundlichste 
Überlassung des Vergleichsmaterial zur Vervollständigung der Resultate 
der vorliegenden Arbeit wesentlich beigetragen hat.?) 

Vom Herderit unterscheidet sich der Lacroixit trotz der Überein- 
stimmung in einigen Winkeln schon durch den Winkel der Spaltflächen 72°, 
beim H. 64° 29’ im Grundprisma. 

Ler Lacroixit ist gelblich, hellgriinlich oder fast weiß: der Glasglanz 
geht bisweilen etwas in Fettglanz über. 

Härte = 4% (Herderit = 5). 

Lichte = 3-126 (H. = 3-012 nach Penfield). 

Mittlerer Brechungsindex = approx. 1:57 (H. 1-61). 

Die chemische Untersuchung des Lacroixits unternahm freundlichst 
Herr Dr. A. Jilek, Assistent am chem. analytischen Laboratorium 
der böhmischen technischen Hochschule in Prag, dem an dieser Stelle 
wärmstens gedankt sei. Außer den Bestandteilen des Jezekits (Li nur 
spurenweise) fand sich auch Manganoxyd in ziemlich bedeutender Menge; 
der Lacroixit enthält also: 


P,0,, Al,03, CaO, MnO, Na,0, F, OH. 


%) Der von H. Lienau (Chemiker-Zeitung 1903, XXVII. 15) einem Gemisch 
von Dialogit und Rhodonit gegebene Name Lacroixit ist ungiltig. 
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Kalium fehlt. 


In konzentrierter Salzsäure löst sich das Mineral bei gewöhnlicher 
Temperatur nur allmälig, in konzentrierter Schwefelsäure sogleich, unter 
Entwickelung von etwas Fluorsilicium. 


Zur quantitativen Analyse wurden schwach durchscheinende, etwas 


fettglänzende Bruchstücke größerer Kristalle genommen; das Ergebnis 
der Analyse weist folgende Zahlen auf: 


RO PR Pal." Fois 
AO Ne i Un CT ue LOOT 
NOR ee tee ed ODUT 
RON Merc. me SE ys 6, a ef ace, 88:40 
CaO me a es os cite etic a O46 
VECO Weise 7) ek gh eee sir à ee MODUL 
Nes CNRS a RP ET 
OMe RE ST we tae MODUL 
a Me eee ea. hiss ace eee ee ss sl say = 810:05 
Gluhwerlustiym see aera ees se chose.) 0:46 
SAONE RER er chy, O90 
“103-45 
= Tae eae ee eg 


100-70%, 


Bei der Analyse wurde das Mineral in Salzsäure gelöst, die Lösung 
mit HNO, angesäuert und mit Molybdänsolution P, 0, niedergeschlagen. 
Die übrigen Bestandteile wurden dann mit Hilfe von Sn O, in Gegenwart 
von HNO, bei mehrmaliger Abdampfung zur Trockne bestimmt; nach der 
Abdampfung wurde in der schwach salzsauren Lösung das Zinn mit H, S 
gefällt, im Filtrat sukzessiv das Aluminium mit essigsaurem Ammonium, 
Mangan mit Essigsäure und Bromwasser, Kalcium mit Ammoniumoxalat 
auf übliche Weise niedergeschlagen. 


Die Alkalien wurden in einer auf einer Platinschale in Fluorwasser- 
stoffsäure bei Gegenwart von Schwefelsäure gelösten Portion bestimmt; 
nachher wurde die Lösung abgedampft, mit Salzsäure angesäuert, mit 
Ammoniak und Ammoniumoxalat neutralisiert, filtriert, mit Baryum- 
hydrat versetzt, mehrmals verdampft, der Überschuß von Ba [OH], mit 
Ammoniumkarbonat niedergeschlagen, filtriert, mit HCl angesäuert 
und nach Abdampfen das Na Cl gewogen. 

Das Fluor wurde nach der Methode von Treadwell bestimmt, 
die beigemischte Kieselsäure in dem mit Soda geschmolzenen Anteile 
des Minerals durch Auslaugung mit Wasser, Neutralisation mit H Cl 
und Versetzung mit ammoniakalischer Lösung von Zinkhydroxyd; der 
n Cl unlôsliche Rückstand wurde dann mit HF auf die Reinheit 
geprüft. 
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Nach Abzug von S:0, und Umrechnung auf 100% erhalten wir: 


% Molek. Ouot. 
ONE een 98.92 0.2036 
AO RE nee N 18.00 0-1851 
MnO MR SN Le he RES 8-45 OSI 
0-4675 
CON NL AT AN AO En) Dose 
NET ANR ARR pte al aed 0.3444 | 
0-482: 
CAO ee ee ar 01879 | Jae 
ROTE: nae oe I 4-22 0.2343 


100-00 


Bei der Annahme der isomorphen Vertretung von Ca — Mn und 
F —OH nähert sich das Verhältnis der Bestandteile im Lacroixit den 
Proportionen: 
Na (Ee OEM OA OP OO 
= 8 ; 8 LACS PES sa 12 
was zur komplizierten Formel 


Na, (Ca Mn), Al, Ps Où (F. OH),.2 H,O 
führen würde. 


Von dem einfacheren Verhältniss 
el 
oder in einer Formel ausgedrückt 
2 Na R" (ALO) PO,.H,O 

würden die gefundenen Prozentmengen der Bestandteile um 1-6 — 3:1% 
abweichen (Mn:Ca=1:3, F :OH =5:2 gerechnet). 

Da jedoch die Analyse nur mit einer kleinen Substanzmenge durch- 
geführt wurde, welche überdies durch ihre den erwähnten Kristallen 
gegenüber bedeutend geringere Pelluzidität und schwächeren Glanz 


einer beginnenden Veränderung verdächtig war — und mehr und besseres 
Material war es ganz unmöglich anzuschaffen — so möchte ich auch in 


chemischer Richtung die Resultate der Untersuchung nur als provisorische 
bezeichnen, und erst nach Auffindung von reichlicherem und einwand- 
freiem Material wird man die Natur des Lacroixits definitiv feststellen 
können; daß in ihm aber ein neues Mineral vorliegt, ist auch schon nach 
dem Gesagten unzweifelhaft. 


We 
Bemerkung über den Childrenit. 


Außer den von Kolbeck in der zitierten Mitteilung erwähnten 
gewöhnlichsten Kristallformen: 


a (100) m (110) s (121) 
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fand ich an einem Greifensteiner Childrenitkristall auch das für den Chil- 
drenit neue Prisma 


* u (140) 
à 
in ziemlich breiten, jedoch schlecht reflektierenden of / N 
Flächen, welche ergaben: a ER ZEN 

u (140) : a (100) = 71° 41’ gem., 72°11’ ber. 

Der Habitus dieses Kristalls und auch einiger al eal 
anderen mir vorliegenden unterscheidet sich von a 
der Kolbeck’schen naturgetreuen Abbildung 2 
auch durch die breitere Ausbildung des Makropina- SX > 
koids (vergl. Fig. 7). \Y 

Sonst maf ich am Greifensteiner Childrenit: Fig. 7. 

Gemessen: Berechnei.”) Kantenzahl: 

Ss (AE SAME) SAIS 820 714,’ ] 

00 (ll) 49 44 49 564 2 
:a (100) 65 45 65 2 1 
m (110) :a (100) 37 49 37 53 4 
m' (110) 76 34 75 46 1 


Nur einzelne Flachen von (121) waren etwas besser entwickelt, aber 
auch diese zeigen, oft sogar makroskopisch, drusige Oberfläche; die Flächen 
der Vertikalzone reflektieren immer nur unvollkommen. 


Well, 
We tere, nicht bestimmte Mineraie. 


Als „Eosphorit‘‘ etikettiert fand ich zwei Exemplare, von denen 
das eine unvollkommen ausgebildete Childrenit- und Orthoklaskristalle 
trug, welche mit einer blaß rosenroter kristallinischen Kruste (Sp. G. = 2 976) 
bedeckt waren, das andere in einem kleinen Drusenraum zart rosa, bis fast 
farblose mit einander verwachsene isometrische oder kurzsäulige Kri- 
ställchen enthielt. Die unvollständigen Ergebnisse der Messungen erlauben 
keinen endgiltigen Schluß über die Natur des sehr spärlichen Minerals, 
erwecken jedoch Zweifel an seiner Zugehörigkeit zum Eosphorit. Im 
Folgenden bezeichne ich diese Mineralien als E, und E;,. 

Ein ziemlich oft, doch nur in kleinen Mengen vorkommende : Mineral, 
das ich in der paragenetischen Übersicht mit B signiere, ist dem Barrandit 
ähnlich und bildet kleine, schwach durchscheinende Wärzchen und Kügel- 
chen von gelblicher, hellgrauer oder fast weißer Farbe; das spezifische 


10) Aus Miller’s Axenverhältnis 0°77801 : 1 : 0°52575 (Dana Mineralogy 
6'® ed. p. 850). 
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Gewicht 3-123, bedeutend höher als beim Barrandit und Wavellit, bezeugt 
die Verschiedenheit dieses Greifensteiner Minerals von jenen beiden. 

Bei keinem dieser Mineralien war an die Anschaffung vom Materiale 
für eine vollständige qualitative, geschweige denn quantitative Analyse 
zu denken, und es muß ihre weitere Untersuchung der Zukunft vorbehalten 
werden. 

WAHL, 
Die Paragenese der Phosphate. 


Die Greifensteiner Phosphate sind Drusenmineralien des Protolithio- 
nitgranits. Wie an zahlreichen anderen Lokalitäten (Baveno, Elba, Striegau 
usw.) wird der Granit gegen die Drusenräume zu grobkörniger und seine 
Gemengteile: Quarz, Orthoklas und lithiumhältiger dunkler G'immer 
reichen aus dem Gestein in die Drusenräume derart hinüber, daß man 
keine auch nur annähernd schärfere Grenze zwischen den Gesteins- und 
Drusenmineralien ziehen kanr. In der Nähe der Drusenräume stellt sich 
in großer Menge der schwarze oder durkelgrüne Turmalin ein, dessen 
Nadeln ebenfalls aus dem Gestein im die Hohlräume hineinragen. Von 
unseren Phosphaten gehört nur der Lacroixit dieser Übergangsphase der 
Gesteinsbildung an, der das erste hier gebildete Phosphat vorstellt und 
bisweilen noch halb im Granit seibst steckt; alle übrigen Phosphate sind 
ausgesprochene Drusenmineralien. 

Von der Sukzession der Phosphatmineralien habe ich folgende Fälle 
beobachtet: 


1. Lacroixit — Childrenit, 

2. Lacroixit — Jezekit, 

3. Lacroixit — Mineral B — Roscherit, 
t. Mineral B — Roscherit, 

5. JeZekit —- Mineral B, 

6. Childrenit -— Roscherit, 

7. Childrenit — Mineral E£,, 

8. Mineral E, — Mineral B. 


Den Apatit habe ich an keiner Stufe gemeinsam mit einem anderen 
Phosphat angetroffen, doch ist derselbe an allen mir vorgelegenen Exem- 
plaren von späterer Bildung ein ausgesprochenes Drusenmineral. 

Die Bildungsfolge der neuen Phosphate untereinander ist aus den 
angeführten Einzelfällen nicht eindeutig und allgemein giltig festgestellt, 
aber doch geht daraus hervor, daß der Lacroixit stets älter, der Roscherit 
stets jünger ist als die anderen Phosphate; der Childrenit, der Jezekit, die 
noch nicht bestimmten Mineralien sowie wahrscheinlich der Apatit nehmen, 
was ihre Bildungsperiode anbelangt, eine Mittelstellung ein. Selbstver- 
ständlich werden die Bildungsperioden einzelner Phosphate auch in- 
einander eingegriffen haben. 


—— Sd 


Léon 


In zeitlicher Nacheinanderfolge — und offenbar zugleich bei sinkender 
Temperatur — änderte sich die Beschaffenheit der jeweilig kristallisie- 
renden Phosphate in der Richtung, daß nach der Auskristallisierung des 
die Oxyde vom Typus R,O, R,O, und RO zusammen enthaltenden La- 
croixits eine Trennung der Oxyde eingetreten ist und einerseits die Alkalien, 
Fluor, fast alles Ca O und ein Teil des 44, O, sich im leukokraten Jezekit, 
FeO, MnO und der Rest von 47,0, im melanokraten Childrenit konzen- 
triert haben; die Kristallisation wurde dann durch den Roscherit ab- 
geschlossen, deı an den Monoxyden reich und alkalien- sowie fluorfrei ist. 


Mineralogisches Institut der böhmischen Universität in Prag. 


Zur Kenntnis der Hydracarina-Fauna von Kau- 
kasus nach den Sammlungen des Herrn Julius 
Komärek (Prag). 


Von 


Dr. SIG THOR (Norwegen). 
(Mit 11 Figuren.) 


Vorgelegt den 8. Mai i8i4. 


l. Erste Sammlung stenothermer 
Kaltwassertiere. 


A. Einleitung. 


Auf zoologischen Exkursionen in Kaukasus und den russisch-ber- 
sischen Grenzgebirgen hat Julius Komärek aus Böhmen während 
des Sommers 1913 in verschiedenen Gebirgsbächen und Quellen unter 
anderem Aydracarına gesammelt und mir diese zur Bearbeitung übersandt, 
wofür ich ihm hier meinen verbindlichen Dank entrichte. 

Obwohl die Sammlung von Hydracarina sehr klein war, bietet sie 
tedoch bedeutendes Interesse, da die kaukasischen Gegenden in dieser 
Beziehung ganz unbekannt waren. 


In der Sammlung fand ich einzelne norwegische und mehrere schwei- 
zerische stenotherme Kaltwasserformen, samt zwei mit diesen verwandten 
Arten, die meines Wissens nicht früher beschrieben sind, weshalb ich sie 
hier als neue Arten beschreibe. Zwei andere Formen unterscheiden sich 
als Varietäten (vielleicht als Lokalformen) von bekannten Arten. Über 
den Charakter dieser Fauna werde ich am Ende dieser Arbeit emige Be- 
merkungen tun. Zuerst mache ich die Arten und Fundorte bekannt. 


B. Verzeichnis der Fundstellen. 


1. Kleiner Gebirgsbach unweit des Städtchens Ordubat an der russisch- 
persischen Grenze. (Gattung Megapus.) 

2. Gebirgsbach am Foorfe Migri an der russisch persischen Grenze 
(Gattung Sperchon). 

3. Gebirgsbach unweit des Ortes Zageri am Zchenes-Zchali Flusse 
in Mingrelien (Letschchumsky wjezd), Kutaische Gubernie. (Gattungen 
Sperchon und Megapus.) 

4. Gebirgsbach beim Dorie Mestia im oberen Ingurthale = Svanetia 
(Leöchumsky tijezd), Kutaische Gubernie. (Gattung Lebertia.) 

5. Eine Waldquelle bei Mestia, Svanetia, Kutaische Gubernie. (Gat- 
tungen: Sperchon, Lebertia, Rivobates und Feltria ) 


C. Die Gattungen und Arten der kaukasischen Gebirgsbäche. 


Die Anzahl der gefundenen Arten ist 9; sie gehören 5 Gattungen, 
nämlich Megapus Koch, Rivobates Sig Thor, Sperchon Kramer, 
Lebertia Neuman (Untergattung: Pseudolebertia Sig Thor) und 


Feltria Koenike an. Jede Art ist nur durch wenige Exemplare (1, 2 


o 


oder 3, einmal 7) vertreten. 


I. Familie: Sperchonidae. Sig Thor 1960. 
a) Gattung Sperchon Kramer 1877. 


a) Untergattung Hispidosperchon. Sig Thor 1901. 


1. Sperchon (Hispidosperchon) plumifer Sig Thor 1902. 
Fundorte: 2Expl. den 7. Juli 1913 im Gebirgsbach am Dorfe Migri 
an der russ.-persischen Grenze; 7 Expl. (wesentlich Nymphen) den 25. Juli 


1913 im Gebirgsbach bei Zageri in Mingrelien. 


B) Untergattung Squamosperchon Sig Thor 1901. 


2. Sperchon (Squamosperchon) glandulosus Koenike 1886. 


Fundort: 1. Nymphe den 5. August 1913 in einer Waldquelle bei 
Mestia, Svanetia, Kutaische Gubernie. 
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II. Familie: Hygrobatidae. s. str. (Koch 1842.) Sig Thor 1900. 
b) Gattung Megapus Neuman 1880. 


3. Megapus nodipalpis Sig Thor 1899. var. kaukasiensis var. nov. 
5 D 


Epimeren mehr verwachsen. Genitalgebiet weit hinten. Die groBe 
Schwertborste des 4ten Palpengliedes weit hinten befestigt. , 


Fundort: 1 4 undlNymphe 25. Juli 1913 in einem Gebirgsbach 
bei Zagert in Mingrelien. 


4. Megapus arcualus Sig Thor, n. sp. Fig. 1—9. 


Mit Megapus nodipalpis Sig Thor am nächsten verwandt, von 
dieser Art jedoch sowohl in Palpenform als in Epimeren und Genitalfelde 
charakteristisch verschieden. 


Männchen. 


Größe. Körperlänge 590 u; Breite 430 u. 

Die Haut ist weich (nicht gepanzert), mit außer- 
ordentlich feinen Linienstreifen dicht versehen. 

Augenabstand 100 u. 

Das Maxillarorgan ist 112 u lang und 72 u breit, 
gegen das distale Ende hin mit einer schwachen Ein- 
schnürung. 

Die Maxillarpalpen (Fig. 1) sind etwa 230 u lang. 
Die Längen der einzelnen Glieder!) sind etwa folgende: 

I. Glied 30 u; II. Gl. 54 u; IIL Gl 60 u VE 
re SO: Ve Gla 30%. va L 
arcualus Sig Der Palpenbau zeigt im Großen den bei Megapus 

Thor. 4 gewöhnlichen T ypus. Das 2te Glied hat fast dieselbe Dicke 

4 Glieder der (Höhe) als Länge: 50 «. Auf der ventralen Seite gibt's 
linken Palpe von keinen eigentlichen Höcker, sondern nur eine kugelige 
nr Anschwellung, die dem Gliede eine abgerundete Form 
verleiht. Auf der dorsalen Seite stehen 4-5 Borsten, 

von denen 2 distale etwas länger sind. Das 3te Glied besitzt, außer 
4—5 stärkeren dorsalen Borsten, mehrere feine Haare, von welchen 3—5 


= 
i 


1) Hier wie immer von mir in größter Ausdehnung gemessen; die Teile eines 
Gliedes, die in einem anderen Gliede stecken, sind also mitgerechnet. 


— 
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auf der Innenfläche befestigt. Das 4te Glied ist dick (ventral erweitert), 
mit reichem Besatz gekrümmter Haare (besonders dorsal) und 2 ventralen 
Haaren. Die starke Schwertborste der = 

Innenseite dieses Gliedes ist mehr distal ss . 
befestigt als bei der Vergleichsart, etwas ; 
vor der Mitte des Gliedes. Das Endglied 
ist schlank, sonst von ordinärem Bau. 

Die Epimeren (Fig. 2) sind relativ 
groß und bilden ein zusammenhängendes 
Epimeralgebiet, etwa 300 u lang und 360 u 
breit. Der Hinterrand der 4. Epimere ist 
fast gerade, nur an der Innenecke etwas 
abgeschrägt. Die Hinterenden des 1‘" 
Paares reichen weit nach hinten und 
schicken hintere Seitenecken unter und 
neben dem 3ten Paare. Besonders muB pin des ao ass 
hervorgehoben werden, daß die Platten «der rechten Palpe (Hintere Partie 
des 2ten und 3ten Paares jeder Seite je [4 Epimere] der rechten Seite 
ganz verwachsen sind, hinten sogar ohne zerbrochen). 

Saum oder Trennungslinie. 

Die Beine zeigen keine augenfälligen Merkmale. Das Endglied des 1° 
Paares (Fig. 3) ist stark gekrümmt, ähnelt dem entsprechenden von M. 
nodipalpis, ist jedoch schwächer gebaut, was aus einem Vergleich der 
Figuren 3 und 4 am deutlichsten hervorgehen mag. 


Fig 2. Meg. arcuatus Sig Thor dg. 


Fig. 3. Meg. arcuatus Sig Thor. d. Fig. 4. Meg. nodipalpis Sig Thor. d. 
2 letzte Glieder des 1. Beines (,,Sichel- 2 letzte Glieder des 1. Beines (,,Sichel- 
glied“‘). glied‘). 


Das Genitalgebiet (Fig. 5) liegt weit hinten und ist für die Art charakte- 
ristisch, erstens viel kleiner als bei M. nodipalpis (cfr. Fig. 6). 

Die 3 fast runden Genitalnäpfe jeder Seite sind gleicher Größe und 
liegen nach einander in einem sanften Bogen (deshalb ,,arcuatus"). Auf 
der inneren Seite derselben, neben der Genitalöffnung stehen (in einem 


128 


Bogen geordnet) 9—12 haartragende feine Poren; ähnliche sind in großer 
Anzahl (etwa 16) neben dem Außenrande der Genitalplatte angebracht, 
und hinten noch 3—4 Paare. Die elliptische (hinten schmälere) Genital- 
platte zeigt hinten nicht die deutliche Ausrandung wie bei der Vergleichsart 
(Fig. 6.). 


Fig. 5. Meg. arcuatus Sig Thor. 4. Fig. 6. Meg. nodipalpis Sig Thor. @. 
Genitalgebiet, Drüsenporen, Mündung Genitalgebiet, Drüsenporen, Münd. aes 
des Exkretionsorg. Exkretionsorg. 


Die Genitalplatte mit sowohl in der Länge als in der Breite 100 u. 
Die Länge jedes Genitalnapfes ist durchschnittlich 30 u, die Breite 25 u. 
Wie aus Fig. 6 ersichtlich, ist dieForm und Lage der Näpfe bei M. nodipalpis 
ganz verschieden; besonders ist der mittlere Genitalnapı hier nacn der 
Seite (lateral) verschoben Das Penisgerüst, das in dem Präparate deutlich 
durchscheint, hat gewöhnliche Form. 

In einem Abstande von 30 u hinter dem Genitalfelde, ungefähr 40 & 
vom hinteren Körperrande entfernt, liegt der schwach chitinisierte soge- 
nannte „Anus“ (Mündung des Ex: retionsorganes), von den gewöhnlichen 
Drüsen- und Haarporen begleitet. 


Weibchen 


Größe: Körperlänge 755 u, Breite 515 u. 
Haut und Maxillarorgan wie beim d. 
Die Maxillarpalpen (Fig. 7) unterscheiden 
sich wie bei dieser Gattung gewohalich, von den 
+ des Männchens, indem sie länger, mehr schlank 
und olıne höckerähnliche Erweiterungen sind. Sie 
haben eine Länge von etwa 300 u. Die Längen 
der emzelnen Glieder sind folgende: J. Glied 
Fig. 7. Meg. arcuatus Sig 30 u; II. Gl. 70 u; III. Gl. 90 a; IV. Gl. 100 a; 


Thor. 9. V. Gl. 34 u. 
a er ou Das 2te Glied ist auf dem ventralen Rand 
Aubseneite, jedoch mi . . 
BE ER nicht ganz glatt, darf wohl als fein gezackt be- 
durchscheinender 3 ° o 
See there est zeichnet werden. Der Borsten- und Haarbesatz 


Gliedes. der verschiedenen Glieder stimmt mit dem des 
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Männchens wohl überein. Die lange Schwertborste des 4ten Gliedes ist 
noch mehr distal befestigt. 

Die Epimeren hängen nicht so genau zusammen wie beim cf ; zwischen 
dem 2ten und 3ten Paare ist eine feine Spalte. Das 1° Epimerenpaar 
ist kurz; es bildet sich deshalb hinter diesem und zwischen den drei anderen 
Paaren ein großer dreieckiger Raum. Der Hinterrand der 4ten Platte 
ist etwas mehr gebogen. 

Die Beine sind dünn, ohne besonders charakteristische Merkmale. 

Das „Sichelglied‘‘ (Endglied) des Iten Beines ist ungefähr wie bei 
der Vergleichsart, mit ähnlichen Borsten und Haaren; dagegen ist das 


Fig. 8, Meg. arcuatus Sig Thor. 9. Fig. 9. Meg. nodipalpis Sig Thor. 9. 
Genitalgebiet, Drüsenporen, Mündung Genitalgebiet. 
d. Exkretionsorg. 


vorletzte Glied gegen das distale Ende hin weniger erweitert, und die hintere 
der 2 großen Schwertborsten ist etwas mehr hinten (proximal) befestigt. 

Die Lage des Genitalorganes ist ungefähr wie beim Männchen. 

Der Genitalhof (Fig. 8) ist 155 a lang und ebenso breit. Die nicht 
verwachsenen Napfplatten sind kurz (113 u), bogenförmig und nur wenig 
breiter als die Näpfe, die (wie beim () in regelmäßigem Bogen liegen. 
Die 2 vorderen Näpfe sind elliptisch (37 u lang, 23 u breit), der hintere 
Napf fast zirkelförmig (Durchmesser 28 u). Im Vorderende jeder Platte 
stehen je 4 kleine Haarporen, sonst nur ganz wenige am Außenrande der 
Platten. Zum Vergleich wird auf das Genitalorgan von M. nodipalpis © 
hingewiesen (Fig. 9.). 

Fundort: 1 4 den10. Juli und @ den 17. Juli 1913 in einem 
Gebirgsbach unweit des Städtchens Ordubat an der russisch-persischen 
Grenze. 


c) Gattung Rivobates Sig Thor 1897.) 


2) Dr. R Piersig hat 1898 (Zoolog Anz. v. 21 p. 524) dieselbe Art als neu 
unter dem Artnamen po/yporus beschrieben ; ,,kein einziges Merkmal ist verschieden 
Ein Schreib- oder Druckfehler von Piersig (Tierreich, 13. Lief. p. 191) verkleinert 
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5. Rivobates norvegicus?) Sig Thor 1897. 


Fundort: 1 @ wurde den 5. August 1913 in einer Waldquelle 
bei Mestia, Svanetien, Kutaische Gubernie, erbeutet. 


III. Famtlie: Lebertiidae. Sig Thor 1900. 
d) Gattung Lebertia Neuman 1880. 
a) Untergattung: Pseudolebertia Sig. Thor 1897. 


6. Lebertia (Pseudolebertia) lineata Sig. Thor, 1906. 


Fundort: 1 © den 7. August 1913 in einem Gebirgsbach bei 
Mestia, im oberen Ingurtale, Svanetia, Leöchumsky ujezd. 


7. Lebertia (Pseudolebertia) komäreki Sig. Thor, sp. nov. 
Fig. 10—11. 


Mit Pseudolebertia glabra Sig. Thor 1897 am nächsten ver- 
wandt, also zur ,,glabra-Gruppe von Pseudolebertia gehörend. Die Haut 
ist nämlich wie bei Ps. glabra, lineata u. m. liniert, d. h. mit längeren 
feinen erhabenen Chitinleistchen versehen. Diese sind bei Ps. komäreki 
länger, zahlreicher und dichter nebeneinander liegend als bei Ps. glabra. 
Die Linien laufen auf der Dorsalseite in der Längsrichtung (von vorn nach 
hinten), auf der kleinen freien Ventralpartie (hinter dem Epimeral- und 
Genitalfelde) quer oder mit den Rändern parallel. Porosität ist ebenso- 
wenig wie bei Ps. glabra deutlich sichtbar. Fast die ganze Ventralseite 
wird von stark chitinisierten Teilen (Panzer), mit deutlich verzweigten 
Poren, bedeckt (Fig. 11). 

Größe: Körperlänge (mit Epimerenspitzen) 760 u; Breite 660 u; 
die Körperform ist von der Rückenseite betrachtet (ohne die Epimeren- 
spitzen) fast zirkelrund. 


die Größe von R. norvegicus zu 260 w, anstatt 1100—1300 w Länge, und zu 340 w 
anstatt 1000 w Breite (cfr. Sig Thor, Norges Hydr. I, ‚Arch. f. Math. u. Naturw.‘“ 
v. 19, n. 6 p. 39—41). Wenn Piersig für H. polyporus die Zahl der Genitalnapfe 
zu 20—24 anzieht, während dieselbe für R. norvegicus zu 19—25 (bei dem 4 aus 
Kaukasus 15—17) angeschlagen wird, liegt hierin kein Unterschied, wie schon 
von Dr. C. Walter Hydracarinen der Schweiz, „Rev. Suisse Zool.‘‘ 1907 v. 15 
p. 530 hervorgehoben. Dr. R. Piersig hat ferner die Gattung Rivobates mit Hygro- 
bates Koch vereinigen wollen. Da ihm darin andere, z. B. Dr. T. Koenike und 
Dr. Wolcott gefolgt, muß ich hervorheben, daß ich die Gattung Rivobates durch 
das vielnäpfige Genitalgebiet ebensowohl begründet wie viele andere neue Gattungen 
ansehen (z. B. Georgella, Gnaphiscus, Neobrachypoda, Panisus, Dadaya, Sporadoporus 
u. a. w., die von Koenike u. Wolcott aufgestellt sind. Die ausführliche Be- 
gründung muß auf anderer Stelle stattfinden. 
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Die Farbe ist nach der Konservierung nicht sicher, scheint aber wie 
bei der Vergleichsart braungelb gewesen, mit schwach hervortretenden 


dunkelbraunen Rückenflecken. 

Das Maxillarorgan ist normal ge- 
baut, hat annähernd dieselben Dimen- 
_ sionen wie bei Ps. glabra. Länge 208 u, 
Höhe etwa 135 u. 

Die Maxillarpalpen (Fig. 10) 
messen in gebogener Lage 180—238 u. 
Die Längen der einzelnen Glieder sind 
etwa folgende: 

T. Glied 36 p; IJ. Gl. 105 u; III. Gl. 
87 u; IV. Gl. 120 u: V. Gl. 38 u. 

Die Form und der Borstenbesatz 
der zwei ersten Glieder zeigen nichts 
Abweichendes; die Beugeseitenborste des 
2ten Gliedes ist 56—60 u lang und läßt 
äußerst wenig von Befiederung erkennen. 
Die zwei hinteren der 5 langen Palpen- 
borsten des 3ten Gliedes stehen einander 


Fig. 10. Lebertia (Pseudolebertia) | 
komäreki Sig Thor. 
Linke Palpe von der Innenseite. 


Fig. 11. Lebertia (Pseudolebertia) 
komareki Sig Thor. 


Epimeralgebiet, Genitalorgan, 
| Hinterende des Körpers. Die Zik- 
_zaklinien bezeichnen Partien des 

Panzers (auf der rechten Körper- 

seite), die durch Präparation zer- 
rissen wurden. 


mebr entfernt als bei der Vergleichsart, 
die 2 distalen dorsalen einander etwas 
mehr genähert. Von den (dorsalen) Streck- 
seitenhärchen des 4ten Gliedes sind 2 
nach hinten gerückt; die 2 Beugeseiten- 
poren und der distale Chitinzapfen wie 
bei Ps. glabra. Das 5te Glied ist sehr 
schlank. 

Der Epimeralpanzer (Fig. 11) lie- 
fert gute Unterscheidungsmerkmale. Die 
Größe desselben fällt gleich ins Auge, 
indem er nur einen geringen Teil der 
Bauchfläche frei läßt. Die Länge des 
Panzers beträgt 620 u, die Breite 650 u. 
Die ‚Seitenflügel‘‘, besonders die großen, 
sind stark entwickelt. Im Gegensatz zum 
Verhalten bei Ps. glabra sind die Suturen 
und Chitinränder bei Ps. komäreki sehr 
schwach chitinisiert; ja der Hinterrand der 
4ten Epimere scheint ohne verdickten 
Rand zu sein und ganz einfach in die ge- 
wöhnliche Haut übergehen. Die 4te Epi- 
mere ist sehr breit, fast 4eckig, indem 
der vordere Verwachsungssaum mit dem 

9* 
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Hinterrande fast parallel läuft. Sie hat eine mächtige Ausdehnung. Das 
Hinterende des 2ten Epimerenpaares ist schmal. 

Die Maxillarbucht ist 160 w lang, die Genitalbucht hat dieselbe 
Länge und eine größte Breite von 145 u. Der Abstand zwischen beiden 
macht etwa 125 u aus. 

Im Bau der Beine habe ich keine bedeutenden Abweichungen be- 
obachtet. Das 1% Glied des 4ten Beines besitzt die gewöhnlichen 5 Streck- 
seitendornen. Keine Schwimmborsten sind vorhanden. Ein winziges Härchen 
an einzelnen Gliedenden darf nicht als Schwimmhaar gedeutet werden; 
solche Härchen kommen besonders auf dem 1ten Beinpaare vor. Die Fub- 
krallen sind nicht reduziert. Die Längen der Beine sind etwa folgende: 
I. Bein 650 «; TI. B. 810 w; III. B. 940 uw; IV. B. 1140 u. 

Der Genitalhof (Fig. 11) ragt wenig aus der Genitalbucht hinten 
hervor. Der vordere dreieckige Stützkörper ist stark, der hintere schwach 
entwickelt. Die Länge der Genitalklappen beträgt 163 u, die Breite jeder 
Klappe 75 a. Die Porenzahl der medianen Klappenränder ist gering (etwa 12), 

Die Längen der Genitalnäpfe sind: I. (vorderes) Paar 50 u; IL Paar 
45 a, III. (hinteres) Paar 38 w. 

Charakteristisch für die Art, und durch die Größe des Epimeral- 
panzers leicht erklärlich, ist die Lage der Mündung des Exkretionsorganes 
(„Anus“) und der begleitenden Driisenporen — fast ganz im hinteren 
Körperrande. 


Fundort: 2Exemplare (wahrscheinlich 4 4) wurden den 5. August 
1913 in einer Waldquelle bei Mestia, Svanetia, Kutaische Gubernie, und 
daselbst eine ähnliche Nymphe gleichzeitig erbeutet. 


8. Lebertia (Pseudolebertia) schechtelii Sig. Thor 1913, var. globi- 
fera var. nov. 


Var. weicht von der Hauptart besonders durch dickere Haut ab, die 
noch dichter mit kugelrunden (eigentlich halbkugelförmigen) Hautpapillen 
bedeckt ist; die erhabenen Linienreihen, worin die Papillen sich erheben, 
sind noch weniger deutlich, bisweilen (besonders dorsal) ganz verschwunden. 
Zwischen den Papillen sieht man zahlreiche, äußerst winzige Pünktchen, 
die wahrscheinlich auf eine Porosität der Haut zurückzuführen sind. 

Die dickeren Chitinteile (Epimeralpanzer, Genitalgebiet, Maxillar- 
organ und Palpen) zeigen eine dunklere Färbung, die vielleicht von der 
Fixierung oder Konservierung (im Glycerine) herrühren darf. 

Fundort: Mit der vorhergehenden Art zusammen wurde 1 5 den 
5. August 1913 in einer Waldquelle bei Mestia, Svanetia, Kutaische Gu- 
bernie, erbeutet. 
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IV. Familie: Aturidae Sig Thor 1900. 
e) Gattung Feltria Koenike 1892. 


9. Feltria muscicola Piersig 1898. 


Fundort: 2 @Q den 5ten August 1913 in einer Waldquelle bei 
Mestia, Svanetia, Kutaische Gubernie. Sämtliche Arten reg. J. 
Komärek. 


D. Allgemeine Bemerkungen. 


Es ist ein großer Vorzug der Untersuchungen von J. Komärek, 
daß sie die Tierwelt der fließenden Gewässer (Gebirgsbäche) berücksichtigt. 
Fast sämtliche früheren Sammlungen aus Asien stammen aus Seen und 
Teichen oder aus ruhig fließenden tieferen Flüssen, deren Fauna in dieser 
Beziehung dieselbe Beschaffenheit wie die der Seen hat. 

Wir finden deshalb einen großen Unterschied zwischen dieser 
Komärek’schen Sammlung und früheren aus West-Asien und 
angrenzenden Gebieten. Ein Hauptbestandteil früherer Sammlungen 
(z. B. D. Pedaschenko’s) aus Turkestan, Dr. A. Behning’s 
aus Turkestan, Wolga-Distrikte u. s. w. sind Eylais, Hydrachna, Hydry- 
phantes-, Limnesia-, Arrenurus-, Atax- und Piona-Arten, wesentlich eury- 
therme wärmeliebende Formen von kosmopolitischem Charakter. Ganz 
anders verhält es sich mit der hier behandelten Komärekschen 
Sammlung aus Kaukasus. Die hier vorkommenden Formen zeigen einen 
ausgeprägten sienolhermen kaltwasserliebenden Charakter. Solche Arten 
aus den Gattungen Sperchon, Megapus, Rivobates, Feltria und Lebertia 
(besonders Pseudolebertia), die in Kaukasus gesammelt wurden, sind 
häufige Bewohner der Bäche, Flüsse, kalter Ouellen u. s. w. in der Schweiz, 
Sachsen, Galizien, Norwegen u. m. O. Sie leben vorzugsweise in schnell- 
fließenden, sauerstoffreichen Wald- und Gebirgsbächen, wo die Temperatur 
sich relativ niedrig hält, und werden deshalb zu den stenothermen Kalt- 
wasserformen gerechnet. Der Ursprung dieser Fauna scheint sich vom 
glazialen Urstamm herleiten zu lassen. Durch de Komarek’sche 
Sammlung finde ich nun einen engeren Zusammenhang zwischen der 
kaukasischen Hydracarina-Fauna und der nord- und zentraleuropäischen. 
Es ist natürlich zu früh hieraus mehr eingehende Schlüsse zu ziehen. 

Bei der Bearbeitung des Materiales war es mir auffällig, daß keine 
Arten der Gattungen Hygrobates Koch, Atrachides Koch, Aturus 
Kramer und anderer Untergattungen von Lebertia (Pilolebertia, Hexa- 
lebertia, Neolebertia) vorhanden waren; denn solche pflegen ständige 
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Begleiter der oben zitierten Formen zu sein. Es ist ja möglich, daß die 
Bäche und Quellen in Kaukasus eine etwa anders zusammengesetzte 
Fauna als die europäischen besitzen. Vorläufig möchte ich jedoch lieber 
annehmen, daß die Untersuchung zu kurz und unvollständig gewesen ist. 
Ich hoffe, daß J. Komärek bald die begonnene Untersuchung fort- 
setzen ‚will, wozu der gelungene Anfang so starke Aufforderung gibt. 


Drammen, den 14. April 1914. 


Über die Entwicklung der Form des Auges 
bei einigen Vertebraten. 


Von 
Doc. Dr. OTOKAR LESER, 
Assistent der böhm. Augenklinik des Prof. Dr. J. Deyl. 


(Aus dem bohm, anatomischen Institut des Prof. Dr. J. Janosik.) 


Vorgelegt am 13. Juni 1914. 


Die Tatsache, daß das Auge des Menschen, wie ich in meiner Arbeit !) 
bewiesen habe, in verschiedenen Entwicklungsperioden verschiedene 
Form annimmt, führte mich zur Aufgabe festzustellen, ob auch das Auge 
verschiedener Klassen der Vertebraten im Laufe seiner Entwicklung ver- 
schiedene Formphasen durchläuft, oder ob die Form des Auges beim 
erwachsenen Individuum vom Anfang seiner Entwicklung bis zur gänz- 
lichen Ausbildung dieselbe bleibt. In der die Entwicklung des Auges bei 
verschiedenen Klassen der Vertebraten behandelnden Literatur habe ich, 
wie schon in der citierten Arbeit angeführt, nur bei Matys und Keil 
eine Erwähnung über die Form des Auges gefunden. V. Matys bemerkt 
in seiner Arbeit ,,Vyvin a topografie svalstva v orbité u ptâkü (Die Ent- 
wicklung und Topographie der Muskeln in der Orbita der Vögel), daß 
der Bulbus bei der Lachmöwe (Larus ridibundus) im Laufe seiner Ent- 
wicklung einmal in dorsoventralen, ein anderes Mal in proximodistaler 
Richtung langgezogen erscheint. Keil sagt in seiner Arbeit über die 
Entwicklung des Auges beim Schweine bei der Beschreibung eines Schwein- 
embryo von 2 cm Länge: „Die Augenanlage ist ein langgezogener, platt- 
gedrückter, hohler, doppelwandiger Körper, ein ausgesprochenes Ellipsoid“ 
und beschreibt das Auge beim Schweinembryo von 2-7 cm Länge folgender- 
maßen: „Der Bulbus hat das Aussehen einer plattgedrückten, in sich 
schwach spiralig gedrehten Walze bekommen und die Entfernung von der 
Opticusinsertion bis zum lateralen (distalen, hirnabseitigen) Pol beträgt 
6:9 mm“. Derselbe Autor behauptet, daß die Ursache der falschen Vorstellung 

1) „O vyvinu tvaru oka u Cloveka.‘ (Über die Entwicklung der Form des 
Auges beim Menschen.) Rozpravy €. A. cis. Fr. J. 1910. 
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von der Form des Auges einerseits in der falschen Benennung ,,Augen- 
becher“, anderseits in den schematischen, nach Manz-Zieglers 
Modellen verfertigten Abbildungen der embryologischen Lehrbücher zu 
suchen sei. Es ist interessant, daß in Keibels ‚„Normentafeln“, wo 
Embryos verschiedener Entwicklungsstadien nebeneinander gereiht sind, 
an den meisten Bildern das Auge verschiedener Stadien in verschiedener 
Form eingezeichnet ist. Im „Handbuch der vergleichenden und experi- 
mentellen Entwicklungslehre der Wirbelthiere, Hertwig 1906“ ent- 
hält die, von Keibel unter dem Titel , Die Entwickelung der äußeren 
Körperform der Wirbelthierembryonen insbesondere der menschlichen 
Embryonen etc." bearbeitete, Abteilung eine ganz deutliche Darstellung 
des in proximodistaler Richtung langgezogenen Auges der Knochenfische 
(pag. 35, 40). Ein ebenso auffallend langes Auge ist daselbst beim Krokodil- 
embryo (pag. 76) gezeichnet, bei Lacerta agilis (pag. 84 und 86), bei der 
Blindschleiche (pag. 88), beim Trionix japonicus nach Mitsukuri 
(pag. 91 und 92), beim Hühnchen (pag. 98 und 99) ; richtig ist die langliche 
Form des Auges beim Embryo der Ente (S. 101), des Schweines (S. 122), 
der Maus (S. 129), der Fledermaus (S. 132) wiedergebegen. Auch an einigen : 
Abbildungen menschlicher Embryonen von Hiss (Hiss’ Embryo 11) ist 
das Auge länglich gezeichnet und die übrigen sind sicher vielleicht nur 
aus Versehen in Kugelform dargestellt. Wiewohl man also an einzelnen 
Abbildungen die richtige Form des Auges antreffen kann, konnte ich 
dennoch in der ganzen mir zugänglichen Literatur keine Angaben über 
die Formänderungen des Auges in verschiedenen Entwicklungsphasen 
finden. Den Abbildungen der Entwicklung des Auges, die in Lehrbüchern 
vorkommen, liegen fast regelmäßig Manz-Zieglers Modelle zu 
Grunde, als typisch für das Auge der Wirbelthiere, was jedoch, wie schon 
früher erwähnt, der Wirklichkeit durchaus nicht entspricht. Das Hinweisen 
auf diese Modelle führt dann natürlich zu falschen Ansichten über die 
Entwicklung und eigentliche Gestalt des embryonalen Auges. 

Im anatomischen Institut des Prof. Dr. J. JanoSik stand mir 
ein reichhaltiges embryologisches Material aus verschiedenen Klassen 
der Vertebraten zur Verfügung: 

1. Eine vollständige Entwicklungsserie des Fisches: Marena (Core- 
gonus marena) vom Anfange der Furchung bis an die großen Stadien. 

2. Eine vollständige Entwicklungsreihe der Eidechse (Lacerta agileis). 

3. Eine fortlaufende Reihe von Embryonen der Lachmöwe (Larus 
ridibundus), des Raben (Corvus). Der Kontrolle wegen wurde eine weitere 
Reihe von Embryos anderer Gattungen zugezogen: Die Drossel (Turdus 
musica), der Fink (Fringilla) und das Huhn. 

4. Ein vollständige Reihe des Ziesels (Spermophilus cityllus), des 
Schweines (Sus scropha domestica), einige Stadien des Schafes (Ovis) 
und Hundembryonen (Canis). 
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Alle Embryos wurden zu tadellosen Serien à 5 uw, die größeren à 10 u, 
einige à 15 u geschnitten und wurden darnach Wachsplattenmodelle 
teilweise vom bloßen Auge, teilweise vom Auge in Verbindung mit dem 
Gehirn verfertigt. Ich habe zwar die Form des Auges und ihre Änderungen 
in verschiedenen Entwicklungsperioden auf verschiedene Weisen unter- 
sucht — und zwar 1. durch Betrachten der Form des Auges bei einem 
Embryo, welches in Benzol durchleuchtet, mit Hilfe des Abbeschen Zeichen- 
apparates gezeichnet und zugleich mikroskopisch genau gemessen wurde; 
2. durch Verfertigung von Projectionen des Auges und des Gehirns ein- 
zelner Embryonen; 3. durch Verfertigung von Wachsplattenmodellen, 
habe jedoch sichergestellt, daß die beste Vorstellung von der Entwicklung 
der Form des Auges und von seinen Beziehungen zum Gehirn bieten und 
daß nur am Wege gegenseitigen Vergleichung derselben eine richtige 
Auffassung der gleichzeitig zu behandelnden Fragen betreffs der Form 
des Sehnerven im Laufe seiner Entwicklung und der gegenseitigen Lage 
der Augen, zu gewinnen sei. Auf diese Weise bleiben die Verhältnisse 
wie bei kleinen so auch bei größeren Stadien unverändert und ist nicht 
nötig einen anderen Teil des Auges oder seiner Umgebung der Orientation 
wegen in Anspruch zu nehmen. 


I. Fische. 


Die Entwicklung der Form des Auges bei Fischen studierte ich an 
einer vollständigen Reihe von Embryos der durch eine sehr langsame 
Eniwicklung sich auszeichnenden Gattung Coregonus marena, und zwar 
von den niedrigsten Stufen der Entwicklung bis zum Stadium, wo die 
Fischlein schon frei schwimmen konnten. Da die Fische aus den im No- 
vember gelegten Eıern erst ım Aprıl zu dem letztgenannten Stadium 
beranwachsen, kann man die gesammten Entwicklungsstadien ohne große 
Lücken erhalten. Alle Stadien wurden einerseits im Ganzen, nach einer 
Durchleuchtung und Einbettung ım Kanadabalsam untersucht, anderseits 
wurde das mit Paraffin durchtränkte Material zu tadellosen Serien à 10 u 
geschnitten. 

Das centrale Nervensystem der Knochentische bildet sich, wie 
bekannt, auf die Weise, indem sich vom Ektoderm ein solider Zellen- 
strang abschnürt, der sich in der Kopfpartie erweitert. Später erscheint 
in diesem soliden Zellenstrange zuerst eine kleine Höhlung, die im Laufe 
der Entwicklung größer wird, bis endlich im centralen Nervensystem eine 
auch in die Augenblasen sich ausbreitende Höhlung entsteht, so daß erst 
in späterer Entwicklungszeit die Entwicklung des centralen Nervensystems 
der Knochenfische derjenigen der übrigen Vertebraten entspricht. 

An den Schnitten eines Embryo von 10 Tagen (vom Legen und der 
künstlichen Befruchtung des Eies gezählt) hat das centrale Nervensystem 
im Durchschnitte die Form eines Dreiecks, dessen dorsale Seite fast gerade, 
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nur ein wenig konvex erscheint, während die beiden ventralen etwas ein- 
gedrückt sind. Im ganzen centralen Nervensystem ist zu dieser Zeit keine 
Höhlung zu finden. Am Modell von demselben Embryo befindet sich an 
der Ventralseite eine tiefere Furche, so daß lateral zwei größere Vorsätze 
entstehen. (Fig. 1.) 

Im nächsten, um einen Tag älteren Stadium sind die Ausstülpungen 
des vorderen Gehirnteiles bereits ein wenig lateralwärts aufgewachsen. 
Die Furche, welche sie vom Gehirn scheidet, ist namentlich an der Distal- 
seite tiefer und auffallender geworden, während im Proximalteile das 
Gehirn in die beiden Vorsätze ganz allmählich übergeht. Dieser Embryo 
läßt schon klar erkennen, daß die beschriebenen Ausstülpungen den pri- 
mären Augenblasen entsprechen. Zu dieser Zeit konnte ich weder im 
centralen Nervensystem noch in den Vorsätzen eine Höhlung finden. 


Fig. 1. Schnitt durch das Kopfende des Embryo der Marena (10 Tage). 


An den Serienschnitten eines Embryo von 12 Tagen ist die äußerst 
proximal liegende Partie des centralen Nervensystems in dorsoventraler 
Richtung bedeutend in die Länge gezogen und schmal. Die Zellen sind an 
der ganzen Peripherie palissadenartig gereiht, im Centrum befindet sich 
dann eine spaltenartige Höhlung, die an den folgenden Schnitten in die 
lateralen Vorsätze übergeht und sich da bedeutend erweitert. Diese late- 
ralen Vorsätze, das heißt die primären Augenblasen, halten am centralen 
Nervensystem noch an zehn Schnitten a 10 u fest, worauf sie sich von dem 
letzten trennen, so daß sie sich also als selbstständige, an beiden Seiten 
(lateromedial) plattgedrückte (an den Schnitten) und in dorsoventralen 
Richtung langgezogene Durchschnitte der Blasen darstellen. (Fig. 2.) 
Von dem centralen Nervensystem abgesondert kann man sie an 15 in 
proximodistaler Richtung aneinander folgenden Schnitten beobachten. 
Die Blasenwand ist an der Lateralseite — d. h. an der äußeren — breiter 
als an der Medialseite. Der Centralschnitt durch die Blase hat nicht eine 
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genau elliptische Form, sondern eine ovale und ist seine breitere Basis 
ventralwärts, die schmälere dorsalwärts gewendet. An dem Schnitte, wo 
wir die primären Augenblasen vom centralen Nervensystem abgesondert 
sehen, verschwindet die Höhlung des letzteren und kommt auch auf den 
folgenden Schnitten nicht mehr zum Vorschein, dafür ist sie jedoch in den 
Blasen auffallend breit. An den Schnitten ist die die Augenblasen vom 
centralen Nervensystem scheidende Furche an der Distalseite bedeutend 
tief, an der Ventralseite jedoch sehr seicht. Diese Verhältnisse kommen 
noch deutlicher zum Vorschein auf einem nach diesem Embryo verfertigten 
Modell. (Fig. 3.) Die weit proximal gelagerte Verbindung zwischen dem 
centralen Nervensystem und der Augenblase entwickelt sich zu einem 


Fig. 2. Zentralschnitt durch die primären Augenblasen. 


Augenblasenstiel, dessen Anfang der äußerst proximalwärts liegende Ge- 
hirnteil nur um die Breite von 4 Schnitten überragt. Die Augendimensionen 
des beschriebenen Embryo: der dorsoventrale Durchmesser beträgt 0-25 mm, 
der proximodistale 0-26 mm, der lateromediale 0-14 mm; die äußere Wand 
der Augenblase hat die Breite von 0-06 mm, die (innere) Medialseite die 
Breite 0-05 mm. Wie diese Dimensionen zeigen und wie auch dem Modell 
zu entnehmen ist, erscheint das Auge in diesem Stadium (bei der Seiten- 
ansicht) fast kugelförmig, in proximodistaler Richtung ein wenig lang- 
gezogen, zugleich jedoch an den Seiten stark plattgedrückt. 

Dieselben Formverhältnisse wiederholen sich nur ein wenig verändert 
beim Embryo von 13 Tagen, bei dem die Entwickulng der Linse eintritt. 
Der einschichtige Epiblast wuchert nämlich an der Stelle auf, wo sich die 
Linse bilden soll und besteht an seiner dickesten Stelle aus vier, über- 
einander liegenden Zellenschichten, deren Oberfläche plattgedrückte, 
Basis auffallend große Zellen aufweist. Der proliferierende Epiblast ist von 
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der Augenblase scharf abgegrenzt und legt sich knapp an die Zellen des 
äußeren Blattes der Augenblase an, deren Wand sich in die Blasenhöhle 
einstülpt. Die laterale Wand der Augenblase ist weit dicker als das hintere 
Blatt. Das vordere Retinalblatt besteht aus hohen, in acht bis zehn palis- 
sadenartigen Reihen übereinander geschichteten 
Zellen, während das hintere Blatt in seiner Pro- 
ximalpartie nur zwei bis drei übereinander ge- 
lagerte Zellenschichten enthält. Daraus erfolgt, 
daß es sich zu dieser Zeit schon um die ersten 
Anfänge der Bildung der sekundären Augenblase 
Fig 3. Ein Plattenmodell handelt. Die Aufwucherung des Epiblasts an der 
der Augenblasen mit einem Stelle der künftigen Linse kann man etwa an 
Teil des centralen Nerven- dreizehn Schnitten verfolgen. Was die Form des 
ran Fo dés Auges anbelangt, besteht kein großer Unterschied 
Marena (12 Tage). Se: = = = 
vom jüngeren Stadium. 

Die Entwicklung des Embryos von 14 Tagen ist etwas mehr fort- 
geschritten. Die Augenblasenhöhle ist schon weit schmäler geworden, 
so daß das Retinalblatt gegen das hintere, aus einer einzigen Zellenschichte 
bestehende Augenblasenb:cher gedrückt wird. Die tief in die Augenblase 
eingestülpte Linse hängt mit dem Epiblast noch zusammen. Beim Embryo 
von 15 Tagen, welcher in dorsoventraler Richtung geschnitten wurde, 
finden wir das Auge an 36 Schnitten, von der Stelle gezählt, wo der Stiel 
mit dem centralen Nervensystem zusammenhängt. Der Stiel allein läßt 
sıch an den äußersten Ventralseite des Gehirns am 11 Schnitten verfolgen, 
an den folgenden ist das Auge schon ganz frei. An der Unterfläche, nämlich 
an der Ventralseite des Gehirns in der Gegend des abtredenden, Augen- 
blasenstiels macht sich eine kleine Vertiefung im centralen Nervensystem 
bemerkbar. Die in dieser ventralen Partie des centralen Nervensystems 
sich befindende Höhlung setzt distalwärts fort, wendet sich lateralwärts 
in den Stiel und verbreitet sich dann in die Augenblase. Die Linse dringt 
als ein tiefer Pfropf in die Augenblase ein, hält jedoch noch fest am Epiblast. 
Das Auge ist in dorsoventraler Richtung sammt dem Stiel 0-36 mm lang, 
in proximodistaler 0-32 mm, in lateromedialer 0-16 mm. Die Breite des 
Retinalblattes beträgt, 0:07 mm, die des hinteren Blattes 0-01 mm. Am 
Plattenmodell dieses Stadiums erscheint das Auge, welches im Stadium 
der sekundären Augenblase fast kugelförmig ist, in dorsoventraler Richtung 
bis zur Stelle des abtretenden Stieles ein wenig in die Länge gezogen. (Fig. 4 
und 5.) Beim Untersuchen der weiteren Stadien finden wir, daß am 16. Tage 
die Linse noch mit dem epiblastischen Epithel zusammenhängt und sich 
zu einer Blase mit centraler Höhlung ausbildet; an der sekundären Augen- 
blase zeigt sich kein auffallender Unterschied von dem letztbeschriebenen 
Stadium. Am 17. Tage hat sich die Linse schon vom Epiblast abgeschnürt 
und zeigt in ihrem Centrum eine Höhlung, welche im 19. Tage der Ent- 
wicklung gänzlich verschwindet. 
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Bei älteren Stadien, beim Embryo von 27 Tagen ist schon das sehr 
mächtige innere Retinalblatt auffallend, das aus einer großen Zahl über- 
einander angelagerter Zellen besteht. Das hintere Pigmentzellenblatt 
wird durch eine einzige Schichte flacher, mit dunkelbraunem Pigment 


Fig 4. Plattenmodell des Auges mit 


einem Teile des zentralen Nerven- Fig. 5. Plattenmodell der Augen 
systems beim Embryo der Marena (Embryo von 15 Tagen). Proximal- 
(15 Tage). Lateralansicht. ansicht. 


gefüllter Zellen gebildet. Die Linse ist von einem hohen, cyllindrischen, 
einschichtigen Epithel überkleidet, das an ihrer hinteren Wand flach 
erscheint und sich an die lichten Zellen des Linsenkernes anschließt, welches 
aus koncentrisch gelagerten, länglichen und kernlosen Zellen besteht, 
unter denen noch ganz lichte, mit einem kleinen, dunkel sich färbenden 
Kern versehene Zellen wahrzunehmen sind. Im centralen Nervensystem 
befindet sich eine große Höhlung. Wenn wir das Plattenmodell von diesem 
Embryo mit diejenigen der jüngeren Stadien vergleichen, erkennen wir, 
daß die Basalpartie des Gehirns, Prosencephalon, welche am Embryo 
von 15 Tagen den Sehnervenstiel ventralwärts überragte, beim Embryo 
von 27 Tagen sich insoweit im Wachstum verspätet, daß die Stiele beider 
Augen aneinander gerathen. Das Auge selbst nimmt in ventraler Richtung 
zu, wodurch der noch hohle Sehnervenstiel, welcher mit der Höhlung 
des centralen Nervensystems zusammenhängt und von einem einschichtigen 
Epithel überkleidet ist, scheinbar mehr dorsalwärts am Auge verschoben 
wird. Die Avgapfelspalte ist sehr deutlich ausgebildet. Die fast kugelartig 
bleibende Augenform ist nur wenig in dorsoventraler Richtung in die Länge 
gezogen, wie das Modell und die folgenden Dimensionen zeigen: der dorso- 
ventrale Durchmesser beträgt 0-42 mm, der proximodistale 0-37 mm, der 
lateromediale 0-24 mm (Fig. 6.). Das (innere) Retinalblatt mißt 0-11 mm. 
Die Linse ist vollkommen kugelförmig mit einem Durchmesser von 0-15 mm. 

Im Stadium von 53 Tagen macht sich am Plattenmodell in erster 
Reihe das bedeutende Wachstum des centralen Nervensystems bemerkbar. 
An der proximalen und ventralen Seite dehnt sich das centrale Nerven- 
system über den Rand des Augapfels aus. (Fig. 7.) Das Auge hat in dorso- 


142 


ventraler Richtung zugenommen, besonders jedoch an der Ventralseite, 
wodurch der Sehnerv in dorsaler Richtung näher an das Centrum des 
Auges gerückt wird. Die Schnitte zeigen, daß die Sehnerven, deren Kreuzung 
schon ausgebildet ist, ganz aus Nervenfasern zusammengesetzt sind. 
Die Retinalwand ist zu dieser Zeit in verschiedene Schichten geteilt. Das 


Fig. 6. Plattenmodell des 
Auges mit dem zentralen 


Nervensystem (27 Tage Fig. 7. Plattenmodell des Auges mit dem zen- 
Lateralansicht. tralen Nervensystem (53 Tage). Lateralansicht. 


Auge mißt in diesem Stadium im dorsovenualen Durchmesser 0-48 mm, 
im proximodistalen 0-36 mm, im lateromedialen 0-06 sum. 

Wenn wir den Embryo in der späteren Entwicklungszeit von 178 Tagen 
untersuchen, können wir weitere Änderungen des Gehirnwachstums 
konstatieren. Während beim Stadium von 53 Tagen der Vorderteil des 


Fig. 8. Plattenmodell des Auges mit dem Fig. 9. Plattenmodell des Auges mit 
zentralen Nervensystem (178 Tage). Lateral- dem zentralen Nervensystem (178 
ansicht. Tage). Proximalansicht. 


Kopfes stark nach unten gebogen und der ganze Embryo in vollem Kreise 
um den Dotter gewunden war, ändert sich in der späteren Entwicklungs- 
zeit diese Krümmung insofern, als sich der hintere Körperteil und infolge- 
dessen auch das Myelencephalon geraderichtet. (Fig. 10.) Beim Embryo 
von 178 Tagen ist das Prosencephalon schon gänzlich proximalwärts 
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gerichtet. Das Auge wächst in der Ventralrichtung auf, was bei der Ver- 
gleichung der Modelle beider Stadien deutlich sichtbar wird. Infolge dieses 
ventralwärts vor sich gehenden Augenwachstums wachsen auch die Seh- 
nerven in ventraler Richtung in die Länge. (Fig. 9.) Das Auge wird zu 
dieser Zeit in dorsoventraler Richtung ziemlich länglich und mißt in seiner 
dorsoventralen Axe 0-92 mm, in der pro- 
ximodistalen 0-78 mm, in der latero- 
medialen 0-5 mm; die Entfernung des 
Sehnerven vom ventralen Ende des 
Auges beträgt 0-12 mm. In diesem Sta- 
dium ist das Fischlein schon so weit ent- 
wickelt, daß es frei schwimmen kann. 
Eine auffallende Änderung des 
Augenwachstums, und eine noch auf- 
fallendere Erscheinung, was die Gestal- 
tung der gegenseitigen Lage des Auges 
und des Gehirns betrifft, zeigt sich in 
den späteren Stadien. Zu dieser Zeit 
wächst das Auge in proximaler und di- 
staler, zugleich scheinbar in lateromedia- 
ler Richtung auf, wodurch das Gehirn Oel des Anse 
scheinbar caudalwärts (distalwärts) ZU- mit dem zentralen Nervensystem 
rückweicht und das Auge über das Ge- (178 Tage). Dorsalansicht. 
hirn proximalwaris herauswächst. (Fig. 
11.) Eine Vergleichung der Dimensionen dieses Auges, welches im pro- 
ximodistalen Durchmesser 1:04 mm im dorsoventralen 0:9 mm, im 


Fig. 11. Plattenmodell des Auges mit dem Fie. 12. Die Augen und das Ge- 
zentralen Nervensystem bei einem älteren hirn einer erwachsenen Marena 
Stadium. Lateralansicht. Dorsalansicht 
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lateromedialen 0-75 mm mißt, mit denen des vorletzt beschriebenen Sta- 
diums ergibt, daß das Auge in dorsoventraler und lateromedialer Richtung 
sich im Wachstum verspätet, dafür aber in proximodistaler Richtung 
zugenommen hat. 

Wenn wir endlich mit diesem letzten Stadium das Auge des erwach- 
senen Fisches vergleichen, bemerken wir eine auffallende Unverhältnismäßig- 
keit der Augendimensionen in Vergleich mit dem Gehirn. Während das Auge 
des erwachsenen Fisches in proximodistaler Richtung 18 mn, in dorso- 
ventraler 17 mm, in lateromedialer 14 mm mißt und die Länge des Seh- 
nerven 10 mm beträgt, mißt die Länge des Gehirns vom Lobus olphac- 
torius bis zum Kleinhirn gemessen, also bis zum Anfang des Myelen- 
cephalon 14 mm. Der Distalrand beider Augen befindet sich in der Gegend, 
wo das Mesencephalon anfängt. Die Augen sind also in Vergleich mit dem 
Gehirn sehr weit vorwärts geschoben und wenn wir die Dimensionen beim 
erwachsenen Individuum mit denen beim Embryo vergleichen, überrascht 
uns das auffallende Wachstum des Auges neben demjenigen des centralen 
Nervensystems (Fig. 12.). 

Über die Form des Auges und ihre embryonalen und postembryonalen 
Änderungen belehrt am besten die folgende Tafel: 


Der Der Der 
ee dorsoventrale | proximodistale | lateromediale 
Durchmesser | Durchmesser | Durchmesser 

mm mm mm 

12 Tage | 0-28 0-2 | - 04% 

Mises Sas | 0-36 0-32 0-16 

Dit 0-42 0-37 0-24 

| DORE | 0-48 0-44 | 0-4 

Dash | 0-6 0-48 0-36 

GO 0-61 0-54 0:44 

OS 0:60 0-52 0-46 

111 0-63 0-6 0-5 

| TS | 0:92 0-78 | 0-5 

| ca 200 0-9 1-04 0-75 

| Der a Fisch | 17 18 | 14 


II. Eidechsen. 


Ich hatte Gelegenheit diese Verhältnisse an eimer vollständigen 
Reihe Embryos der Lacerta agilis zu studieren. Das Auge der Eidechsen 
entsteht, wie bekannt, auf die Weise, daß sich die Höhlung des centralen 
Nervensystems auch in die primäre Augenblase verbreitet, die sich als 
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eine kugelige, an der dorsalen und distalen Seite vom 
centralen Nervensystem abstehende Form darstellt, wel- 
che an der proximalventralen Seite allmählich in den 
Sehnervenstiel übergeht. Der letzte tritt an der proxi- 
malen und ventralen Seite des centralen Nervensystems 
ab. Sobald sich das Retinalblatt in das Innere der Blase 
einstülpt und die sogenannte sekundäre Augenblase sich 
ausbildet, plattet sich das Auge in lateromedialer Rich- 
tung ab. (Fig. 13.) 

Diese Form tritt beim Eidechsenembryo mit 18 Me- 
soblastsomiten hervor. Die Schnitte zeigen, daß das 
Epiblast an der Stelle der künftigen Linse pfropfartig 
gegen die Augenblase proliferirt. Beim genauen Messen 
der sekundären Augenblase beträgt der proximodistale 


Fig. 13. Plat- 
tenmodell des 
Auges mit dem 
zentralen Ner- 
vensystem des 
Eidechsen- 
embryo (18 Me- 
sobJastsom.). 
Die sich bilden- 
de sekundäre 
Augenblase. 


Durchmesser 0:22 mm, der dorsoventrale 0-21 mm, der  Lateralansicht. 


lateromediale 0-12 mm. 
Im Stadium von etwa 20 Mesoblastsom., wo die Linse fast voll- 
kommen rund erscheint, vom Epiblat abgeschnürt ist und tief in die Augen- 


Fig. 14. Plattenmodell des Auges mit 

dem zentralen Nervensystem des Ei- 

dechsenembryos mit 20 Mesoblastsom. 
Lateralansicht. 


Fig. 15. Plattenmodell der Augen mit dem 

zentralen Nervensystem des Eidechsen- 

embryos mit 28 Mesoblastsom. Proximal- 
ansicht. 


blase eindringt, übergeht das Auge in der proximoventralen Seite all- 
mählich in den Sehnervenstiel und nimmt eine Birnenform an. Über 
diese Verhältnisse belehrt die Lateralansicht des Modelles. (Fig. 14.) Die 
Augenblasenspalte zieht sich tief an den Stiel herab. Wie die Augendi- 
mensionen zeigen — der proximodistale Durchmesser beträgt 0-33 mm, 
der dorsoventrale 0-35 mm, der lateromediale 0-24 mm — hat das Auge in 
der letzten Entwicklungsperiode in der dorsalen Richtung etwas zuge- 
nommen. 


Bulletin international. XIX. 10 


146 


Beim Embryo mit 28 Mesoblastsomiten hat das Auge in allen Di- 
mensionen deutlich zugenommen. Es ist interessant, daß der in früheren 
Stadien sehr breite Nervenstiel (Fig. 15) zu dieser Zeit knapp am Auge 
an der proximoventralen Seiten sich einschnürt. Bei der Lateralansicht 
des Plattenmodelles (Fig. 16) bemerken wir, daß der Pupillarrand, das 
heißt die Stelle der Einstülpung des Retinal- 
blattes, nicht im Centrum des Auges liegt, son- 
dern an der distalen Seite, bedeutend weiter 
vom Augenrande entfernt ist als an der Proximal- 
seite, woraus die excentrische Stellung der Linse 
erfolgt. Das Auge dieses Embryos beträgt im pro- 
ximodistalen Durchmesser 0-42 mm, im dorso- 
ventralen 0-42 mm, im lateromedialen 0-25 mm. 
Die Entfernung des Pupillarrandes beträgt an 
der distalen Seite 0-16 mm, an der proximalen 
0-11 mm. 

Eine andere Form erhält das Auge beim 

i Embryo mit spiralig gewundenem hinterem Kör- 
5 su Vu perteil (der längste Durchmesser desselben 3-6 mm, 
tralen Nervensystem des der proximodistale Durchmesser des Kopfes 1-8 
Eidechsenembryos mit 28 mm). An den Schnitten hat sich schon die Augen- 
Mesoblastsom. Lateral- Jinse vom Epithel (Epiblast) getrennt, der Sehner- 

ansicht. venstiel ist jedoch noch hohl. Die Augenspalte 

ist in ihrem ganzen Umfange bedeutend breit. 

Aus den Augendimensionen — der proximodistale Durchmesser beträgt 

0-45 mm, der dorsoventrale 0-41 mm, der lateromediale 0-25 mm — 

und dem Plattenmodell ist leicht zu entnehmen, daß das Auge zu dieser 

Entwicklungsperiode eine in proximodistaler Richtung längliche Form 

erhält zum Unterschiede von dem letzt beschriebenen Stadium, wo das 
Auge bei der Lateralansicht kugelförmig erschien. 

Bei dem ein wenig älteren Stadium, dessen Kopf in proximodistaler 
Richtung 2-1 mm mißt, zeigt die Linse an ihrem lateralen Pol noch eine 
spaltenartige Höhlung; der Sehnervenstiel ist jedoch schon fast gänzlich 
mit Zellen ausgefüllt. An der Oberfläche des centralen Nervensystems 
ist die Nervenschichte schon zweifellos ausgebildet. Das Auge mißt in 
proximodistaler Richtung 0-76 mm, in dorsoventraler 0-67 mm, in latero- 
medialer 0-5 mm. Das Auge, dessen Form bei der Lateralansicht eine 
ausgesprochen ovale ist — die längste Achse liegt in proximodistaler 
Richtung, hat in Vergleich mit dem vorigen Stadium gleichmäßig in der 
proximodistalen und dorsoventralen Richtung zugenommen. 

Bei einem schon ziemlich weit entwickelten Eidechsenembryo, 
dessen Kopf im proximodistalen Durchmesser 3-2 mn mißt, ist die Augen- 
linse gänzlich geschlossen, weist eine fast unbemerkbare Spalte auf und ist 
sonst in Lamellen differenziert. Das Retinalblatt ist noch nicht diffe- 
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renziert, nur die Nervenschichte ist angedeutet. Die Iris und das hintere 
Blatt sind reichlich mit Pigment versehen. Die Sehnerven bestehen aus 
Nervenfasern und das Chiasma ist schon ausgebildet. Zu dieser Entwicklungs- 
zeit erscheint das Auge, wie das Modell und die Dimensionen zeigen — pro- 
ximodistal 0-91 mm, dorsoventral 0:74 mm, lateromedial 0-46 mm — in 
proximodistaler Richtung länglich. Der 
Ansatzpunkt des Sehnerven befindet sich 
an der Ventralseite, genau in !/, des Au- 
ges und seine Entfernung vom Augen- 
rande beträgt an der proximalen Seite 
0-38 mm, an der distalen 0-48 mm. 
Wie früher bei der Beschreibung des : Le an 

: Sa Fig. 17. Das Auge einer erwach- 
Embryos mit 28 Mesoblastsomiten an- senen Eidechse in Verbindung mit 
geführt, nahm der Retinalrand eine ex- dem Gehirn. Seitenansicht. 
centrische Lage ein und zwar war seine 
Entfernung an der distalen Seite weit größer als an der proximalen. 
Das Auge war in jener Entwicklungsperiode, wie beschrieben, kugel- 
formig und der Sehnervenstiel saß fast knapp am proximalen Augen- 
rande. Das Auge nahm wohl zugleich in distaler und ventraler Richtung 
zu. Infolge dieses Wachstums rückt der Sehnerv, der seine ursprüngliche 
Stellung und Lage streng bewahrt, näher an das Zentrum des Auges, wie 
beim letztbeschriebenen Embryo deutlich zu sehen ist. 

Beim älteren Embryo, d. h. im Stadium unmittelbar vor dem Ver- 
lassen des Eies, finden wir die Linse schon vollkommen entwickelt und die 
Retina in alle Schichten differenziert. Da das Auge zu dieser Zeit in der 
proximodistalen Achse 0:08 mm mißt, in der dorsoventralen 1-74 mm, 
in der lateromedialen 1-05 mm, erscheint es auch in diesem, schon so fort- 
geschrittenen Stadium proximodistal länglich, cbzwar das Verhältniß 
der langen Achse zur der kurzen ein weit kleineres ist als bei den früheren 
Stadien. Die Entfernung des Sehnerven von Proximalrande beträgt 1-5 mm, 
vom distalen 0-41 mm. 

Wenn wir endlich die Größenverhältnisse des Auges bei einer er- 
wachsenen Eidechse untersuchen (Fig. 17), können wir schon beim Heraus- 
präparieren desselben bemerken, daß das Auge bei der Vorderansicht 
vollkommen kreisförmig erscheint. Das Auge der erwachsenen Eidechse 
mißt im proximodistalen und im dorsoventralen Durchmesser 4-5 mm 
in der Sehachse 3 mm. Die Entfernung von der Sehnerveninsertion zum 
Augenrande (an der Horizontalachse gemessen) beträgt an der proximalen 
Seite 3 mm, an der distalen 2 mm, an der ventralen 2 mm, an der dorsalen 
2-5 mm. 

Aus dem Angeführten erfolgt, daß die Bildung der Augenform bei 
der Eidechse Lacerta agilis in folgender Weise vor sich geht: Am Anfang 
der Entwicklung ist die primäre Augenblase vollkommen kugelartig, 
später nimmt sie in dorsoventraler Richtung überwiegend zu. Wenn wir 
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das Verhältnis durch Ziffern ausdrücken wollen, erhalten wir, falls der 
proximodistale Durchmesser für alle weiteren Stadien gleich 1 gestellt 
wird, daß das Auge im dorsoventralen Durchmesser um 1/,, des proximo- 
distalen zugenommen hat. In der späteren Entwicklungszeit (28 Meso- 
blastsom.) sind beide Durchmesser gleich (1:1). In den älteren Stadien 
wächst das Auge in proximodistaler Richtung rascher auf und zwar ver- 
erößert sich das Verhältniß so lange, bis der Unterschied !/; der Länge 
des proximodistalen Durchmessers erreicht. Im Laufe des weiteren Wachs- 
tums bleibt noch das Auge in proximodistaler Richtung länglich, der 
Unterschied der beiden Achsen wird jedoch immer kleiner, bis er endlich 
beim Auge des erwachsenen Tieres verschwindet, — das Auge wird kugel- 
{ormig. 


III. Vögel. 


Eine interessante Formänderung des Auges der Vögel von den ersten 
Entwicklungsanfängen bis zum Stadium der Erwachsenheit studierte 
ich an vollständigen Serien des Larus ridibundus, des Corvus, der Fringilla, 
sowie an anderen Gattungen, die der Kontrolle wegen zugezogen wurden. 

Die primäre Augenblase wird beim Embryo mit 10 Mesoblastsom. 
durch eine laterale Ausstülpung des Vorderhirns (Archencephalon) ge- 
bildet. (Fig. 18.) Diese primäre Augenblase ist eine direkte Fortsetzung 
der Wand und der Höhlung des centralen Nervensystems. 

Bei dem ein wenig älteren Embryo mit 12 Mesoblastsom. bildet sich 
an der hinteren und dorsalen Seite eine tiefere Einstülpung, welche die 
primären Augenblasen vom Vorderhirn scheidet. (Fig. 19.) An der Distal- 
seite ist zwischen der Augenblase und dem centralen Nervensystem ein 
leichter Einschnitt entstanden, während an der ventralen Seite eine leicht 
concave Krümmung zwischen der Augenblase und dem Gehirn sich merken 
lässt. Diese primären, schon deutlich charakterisierten Augenblasen sind 
in dorsoventralen Richtung plattgedrückt, in der proximodistalen Achse 
in die Länge gezogen. Der Embryo ist in 
diesem Stadium noch ganz gerade. 

In einer späteren Entwicklungszeit, 
wo die Kopfpartie des Embryos gekrümmt 
erscheint, sind die Verhältnisse bedeu- 
tend verändert. Die primären Augen- 
a she: blasen sind an der _distalenseite vom 
ien Nervensystems tenmodell  Vorderhirn mittels einer tiefer Furche 
des Embryo de: deszentralen vollkommen getrennt und nur an der 
Lachmöwe mit 10 Nerven- äußerst proximalen Seite desselben — 


Fig. 18. Platten- 
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primären Augen- blastsomit. sammen Diese Verbindung — der eigent 


hen Biene Dorsalan- liche Augenstiel — ist, wie das Platten- 
sicht. sicht. modell des Gehirns und des Auges zeigt 
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sehr breit, nur um ein wenig enger als die primäre Blase, deren lange 
Achse in proximodistaler Richtung legt; die letztere erscheint in ihrer 
lateromedialen Achse stark 
plattgedrückt und in der 
proximodistalen Richtung 
länger als in der dorso- 
ventralen. (Fig. 20, 21.) 

Im Stadium von 23 

Mesoblästsomiten sind die 
einzelnen Gehirnabteilungen 
deutlich gegliedert. Was das 
Auge anbelangt, bemerken Fig. 20. Modell des zen- 7. 9]. Modell eines 
wir an den Schnitten eine tralen Nervensystems. 1 
Epiblastanschwellung für age 
die künftige Linse und die blastsomiten. Lateralan- 
ersten Anfänge der Einstül- sicht. 
pung des Retinaiblattes, 
d.h. die Entwicklungsanfange der sekundären Augenblase. Das Modell 
läßt deutlich erscheinen, daß diese Augenblase in der proximodistalen, also 
in derselben Richtung wie beim jiingeren Embryo, langgezogen bleibt, 
daß sie jedoch ein wenig ventralwärts, mehr an der dorsalen Seite zu- 
genommen hat, wodurch sie in Vergleich mit dem letzten Stadium 
die Form eines Ellipsoids annimmt. In der lateromedialen Richtung bleibt 
die Augenblase stark plattgedrückt. 

Beim Embryo mit 26 Mesoblastsomiten überrascht das auffallende 
Aufwachsen des Telencephalon an der proximalen Seite. Während die 
Sehnervenstiele im früheren Stadium gleich am proximalen Rande des 
Telencephalon abtraten, wurden sie zu dieser Entwicklungsperiode scheinbar 
distalwärts näher an das Centrum der Gehirnbasis versetzt. Die Augen 
haben gleichfalls ihr Aussehen auffallend geändert. An den Schnitten er- 
scheint die Linse als eine tiefe, nach außen geöfinette Blase, welche in 
ihrer Proximalpartie gänzlich geschlossen ist, an der dorsomedialen Seite 
mit dem Epiblast zusammenhält. Das Retinalblatt ist gänzlich einge- 
stülpt. Da diese sekundäre Augenblase an der Dorsalseite beträchtlich 
zugenommen hat weist sie eine kreisartige, an der proximodorsalen Seite 
ein wenig abgeplattete Form auf. An der proximalen Seite liegt der Anfang 
der Augenblase in derselben Linie, in welcher der Augapfelstiel gelagert 
ist. Die Vergleichung des primären Stadiums des Sehnervenstieles und der 
Augenblase mit dem jetzigen Stadium zeigt, daß einerseits infolge des 
Augenwachstums besonders in dorsaler Richtung, anderseits infolge des 
Gehirnwachstums in der ventralen Richtung an der Stelle des Augen- 
blasenstiels, d. h. im Recessus opticus, eine große Änderung der Augenform 
eingetreten ist. Während früher der Augenblasenstiel in rein proximaler 
Richtung lag und die primäre Augenblase in seiner distalen Verlängerung 


ein wenig älteren Em- 
bryos. Lateralansicht. 
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gelagert war, haben sich die Verhältnisse beim Embryo mit 26 Mesoblast- 
somiten insofern geändert, als der Augenblasenstiel die Stelle seiner ur- 
sprünglichen Anlegung bewahrte aber infolge des Wachstums des Tel- 
encephalon in proximaler Richtung an die ventrale Seite versetzt wurde. 
Diese gegenseitige Lage und die ventrale Anlagerung des Augenblasen- 
stiels ist deshalb auffallender geworden, weil die sekundäre Augenblase 
in dorsaler Richtung zugenommen hat. 

Bei dem ein wenig älteren Embryo mit 28 Mesoblastsomiten zeigen 
die Schnitte, daß die Linse eine noch nicht geschlossene, mit dem Epi- 
blast noch verbundene Blase bildet. Das Auge hat zu dieser Zeit noch mehr 
in dorsoventraler Richtung zugenommen und zwar dermaßen, daß die 
dorsoventrale Achse die proximodistale übertrifft, zugleich ist jedoch das 
Auge an seiner Peripherie proximalwärts aufgewachsen, ohne sich dabei 
sichtbar vom Sehnervenstiel abzusondern. Der ganze Bau weicht jedoch 
nicht allzuviel von demjedigen der sekundären Augenblase des vorigen 
Stadiums ab. 

Im Stadium von 35 Mesoblastsomiten ist es zu weiteren bedeutenden 
Änderungen in der Gehirnsentwicklung gekommen — zur Anfangsbildung 
der Hemisphären. Das Auge bleibt bei diesem Embryo fast kugelförmig, 
in der dorsoventralen Richtung ein wenig langgezogen. (Fig. 22.) 

Beim Embryo von 42 Mesoblast- 
somiten ist, wie die Schnitte zeigen, 
die Linse vollkommen geschlossen, 
vom Epiblast abgeschnürt unt enthäit 
eine große Höhlung. Das Auge hat 
im ganzen Umfange besonders aber 
in proximaler und distaler Richtung 
Fig. 22. Sekundäre Augenblase des ZUgenommen, so daß es zu dieser Zeit 

“Embryo mit 35 Mesoblastsom. die Form eines Ellipsoids wieder ge- 
winnt, indem seine proximodistale 
Achse die dorsoventrale übertrifft. Bei den jüngeren Stadien zwischen 
35—40 Mesoblastscmiten wächst das Auge deutlich zuerst noch in dorsaler 
und zugleich schon in proximaler Richtung auf. Im Stadium von 49 Meso- 
blastsom. nimmt jedoch das proximodistale Wachstum überhand. Am 
Modell eines Embryos 42 Mesoblastsomiten ist die Linse nicht central, 
sondern excentrisch gelagert, und zwar so, daß ihr dorsaler Rand weit 
vom dorsalen Rande des Auges entfernt ist, während ihr ventraler Rand 
nahe am Augenrande steht. (Fig. 23.) Die Augenspalte ist noch bedeutend 
breit und offen. Der Sehnervenstiel inseriert an der Ventralseite, zum 
proximalen Rande und übergeht an der Ventralseite direkt an den Aug- 
apfelrand. 

Ein älteres Stadium, mit schon etnwickelten Sehnerven und Chiasma 
weißt ähnliche Verhältnisse auf, nur mit dem Unterschiede, daß das Auge 
auffallend in distaler, zugleich jedoch in ventraler Richtung zunimmt, 
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wodurch der Sehnerv schon ein wenig vom Augenrande entfernt erscheint. 
Die excentrische Lage der Linse tritt noch auffallender hervor, und zwar 
deshalb, weil das Auge mehr in distaler Richtung und zugleich an seiner 
dorsalen Seite aufgewachsen ist. Ein entschieden schwächeres Wachstum 
läßt sich an der proximalen und ventralen Seite konstatieren. 


Bei den weiteren Stadien wurden bloß 
vom Auge Plattenmodelle verfertigt, da die 
Stellung desselben zum Gehirn, wie es alle 
folgenden Stadien zeigen, bis zu einer ge- 
wissen Zeit, die ich später angeben will, sta- 
bil bleibt. 

Das Auge etwas älteren Embryos ist ein 
in proximodistaler Richtung langgezogenes 
Ellipsoid, seine längere Achse mißt 1-8 mm, der 
dorsoventrale Durchmesser 1:5 mm. (Fig. 24.) 
Die Linse dieses Auges ist excentrisch gela- 
gert. Die Entfernung des Augenrandes vom 
Pupillarrande ist an der dorsalen Seite zwei- 
mal so groß wie an der ventralen. Ebenso ist 


Fig. 23. Das Auge eines 
Embryo mit 42 Mesoblastso- 
"miten. 


der Distalrand ein wenig breiter als der Ventralrand. Der nahe am Ven- 
tralrande inserierende Sehnerv ist noch nahe am Proximalrande gela- 
gert. Die Augenblasenspalte bleibt noch immer offen. 


Fig. 24. Modell des Auges von einem Fig. 25. Modell des Auges vom Em- 


älteren Embryo. 


bryo der Lachmöwe. 


Beim älteren Embryo, dessen Auge in seiner längeren Achse 2-4 mm 
mißt, weichen die Verhältnisse ein wenig vom vorigen Stadium ab. (Fig. 25.) 
Das Auge bewahrt zwar noch seine ellipsoide Form, jedoch der Unter- 
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schied beider Achsen ist nicht mehr so auffallend wie vorher, da die dorso- 
ventrale 2 mm, die proximodistale 2-4 mm beträgt. Das Auge hat also 
deutlich in der ventralen und proximalen Richtung zugenommen. Infolge 
dieses Wachstums rückt der Sehnerv einerseits vom Ventralrande näher 
an das Centrum des Auges, anderseits erfolgt seine Insertion infolge 
des proximalen Augenwachstums mehr dorsal. Die Linse ist noch excentrisch, 
näher zum ventralen Pol gelagert. Wenn wir das Auge eines 2 cm langen 
Embryos der Lachmöwe prüfen, erhalten wir, daß die längere Achse 3-5 mm, 
die kürzere, dorsoventrale 3 mm mißt. Die Augenlinse liegt noch ventral- 
wärts excentrisch ; der Ansatzpunkt des Sehnerven ist mehr vom Ventral- 
rande entfernt. An der ventralen Seite ist das Zunehmen des Auges deutlich 
stärker. 

Beim Embryo von 6 cm Länge, an dessen Körper an einigen Stellen 
besonders an der dorsalen Seite, Federn sichtbar werden (nicht lange vor 
dem Verlassen des Eies), ist das Auge noch ein 
Ellipsoid, dessen längere Achse 8 mm, kürzere 
7 mm beträgt. (Fig. 26.) Der Pupillarrand liegt 
noch exzentrisch, näher zur Ventralseite. Da 
das Auge in diesem Stadium in der ventralen 
Richtung zugenommen hat, wurde der Sehnerv 
noch mehr an die dorsale Seite näher an das 
Centrum des Auges gerückt. 

Bei der erwachsenen Lachmöwe mißt das 
Auge im proximodistalen und im dorsoventralen 
Durchmesser 20 mm, ım lateromedialen 18 mm. 
Fig. 26. Modell des Auges Die Entfernung der Sehnerveninsertion vom 
vom Embryo der Lachmöwe. Augenäquator beträgt an der distalen Seite 

9 mm, an der rostralen 13 mm, an der dorsalen 
10 mm, an der ventralen 15 mm. 


Wenn wir die Ergebnisse unserer Untersuchungen über die Ent- 
wicklung des Auges beim Larus ridibundus zusammenfassen, müssen 
wir vorausschicken, daß die Form des Auges, seine Lage, sowie die Lage 
des Sehnerven sich nicht anders bestimmen lassen, als in Hinsicht auf die 
Form des Gehirns in verschiedenen Entwicklungsperioden. In meiner 
Arbeit über die Entwicklung der Form des Auges beim Menschen !) habe 
ich die Literatur der Bulbustorsion im Laufe der Entwicklung angeführt 
und weise in dieser Sache an diese Stelle hin. Was diesen Umstand bei der 
Lachmöwe betrifft, da ergeben meine Forschungen, daß weder beim Aug- 
apfel noch beim Sehnerven eine Torsion: besteht. Nachdem sich die primäre 
Augenblase mittels einer tiefen Furche an der dorsalen und distalen Seite 
von der vorderen Gehirnblase abgesondert hat, erscheint sie in proximo- 

1) O vyvinu tvaru oka u Glovéka. (Uber die Entwicklung der Form des 
Auges beim Menschen.) 
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distaler Richtung länglich. Der Sehnervenstiel liegt in diesem Entwick- 
lungsstadium an der proximalen Seite. In der weiteren Entwicklung, als 
die vordere Gehirnblase in proximaler Richtung zugenommen hat und der 
vordere Kopfteil schon gekrümmt wurde, ist die primäre Augenblase 
dorsalwärts aufgewachsen und es hat sich eine sekundäre Augenblase 
gebildet, die bei der Lateralansicht fast kreisartig erscheint. Infolge des 
Wachstums des Vorderhirns gerät der Augenblasenstiel in diesem Stadium 
an die ventrale Seite und der Ansatz der Augenblase an demselben erfolgt 
in dorsaler und distaler Richtung. In der weiteren Entwicklung des Ge- 
hirns, als die Entwicklung der Hemisphären schon vor sich geht, nimmt das 
distale (ein wenig dorsale) Augenwachstum überhand und es erfolgt eine 
excentrische Lagerung des Retinalrandes, der sich nahe am Ventralrande 
des Auges befindet. Der Sehnervenstiel bewahrt seine ventrale Stellung 
knapp am Augenrande. In den weiteren Etappen des Gesamtwachstums 
des Auges nimmt eine längere Zeit das Wachstum in der distälen, später 
dasjenige in der proximalen Richtung überhand, noch später nimmt das 
Auge beim fortgesetzten Gesamtwachstum besonders an der ventralen 
Seite zu. Durch dieses allmälige etappenartige Augapfelwachstum wurden 
die Lageveränderungen des Sehnerven bedingt, welcher infolge des proxi- 
malen Augenwachstums scheinbar distalwärts, infolge des ventralen 
dorsalwärts verschoben wird. Wir schen also ganz deutlich, daß das Auge 
so zu sagen um einen fixen Punkt, und zwar um den Ansatzpunkt des 
Sehnerven herum ungleichmäßig, einmal in dieser, zum zweitenmal in 
jener Richtung zunimmt. Seine definite Form erreicht das Auge erst in 
der späteren, postfötalen Zeit, so daß wir beim erwachsenen Tiere be- 
merken, daß das Auge fast kugellörmig, in proximodistaler Richtung 
etwas langgezogen erscheint und der Sehnerv näher zum Centrum des 
Augapfels etwas ventral gelagert ist. 


IV. Säugetiere. 


Was die Säugetiere anbelangt, stand mir ebenfalls ein reichliches 
Material zur Verfügung, an dem ich die Entwicklung der Augenform 
verfolgen konnte, und zwar vollständige Serien des Ziesels (Spermophilus 
cityllus), des Schweines (Sus domestica). Der Kontrolle wegen wurden 
dann weitere Serien der Fledermaus (Vespertilio murinus), der Maus (Mus 
musculus), des Hundes (Canis fam.) und des Schafes (Ovis) zugezogen. 

Im ersten Abschnitte will ich die Entwicklung der Augenform beim 
Ziesel (Spermophilus cityllus) behandeln. 

Beim Embryo von etwa 2 mm Länge (vom Scheitel distalwärts 
gemessen, ohne Berücksichtigung der Biegung der Kaudalpartie) zeigt 
uns das Plattenmodell, daß die an einem breiten Stiel aufsitzende primäre 
Augenblase vom Vorderhirn durch eine ziemlich tiefe Furche getrennt 
ist, und zwar an der distalen und an der dorsalen Seite. An der proximalen 
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Seite übergeht das Vorderhirn direkt in den an dieser Stelle breiteren Stiel, 
während an der ventralen Seite eine leichte Vertiefung zwischen dem 
Vorderhirn und der Augenblase, eigentlich dem Augapfelstiel, bemerkbar 
wird. Die primäre Augenblase samt dem Stiel stellt ein Ellipsoid vor, 
dessen längere Achse in proximodistaler 
Richtung, die kürzere in dorsoventraler 
liegt. (Fig. 27.) 

In einer späteren Entwicklungs- 
zeit, im Stadium der sekundären Augen- 
blase, wo die Linse eine mit dem Epi- 
blast verbundene Blase bildet, hat das 
Fie.27, Platteamodell des zentralen Gehirn eine bedeutende Entwicklung 
Nervensystems mit der primären ¢Tfahren (Fig. 28 a), b). Zu dieser Zeit 
Augenblase vom Embryo des Ziesels. sind schon die Hemisphaeren angelegt 

Lateralansicht. und das Gehirn hat in der proximalen, in 

der distalen, sowie in der ventralen Rich- 

tungjzugenommen. An den Schnitten, die von der distalen zur proximalen 
Seite geführt wurden, erscheinen die Durchschnitte der Augenblase zuerst 
sänzlich vom zentralen Nervensystem getrennt, an den folgenden kommt 
oine Verbindung des zentralen Nervensystems mit dem sehr breiten Seh- 
nervenstiel zum Vorschein, welcher eine tiefe, in das Auge sich verbreitende 
Spalte aufweist, endlich an weiteren Schnitten einige Blasendurchschnitte, 


Fig. 28. b) Modell des 
zentralen Nervensystems 
mit dem Auge im Stadi- 
um der sekundären Au- 


Fig. 28. a) Plattenmodell des zentralen Ner- genblase beim Embryo 

vensystems mit der sich bildenden sekun- des Ziesels. Die mit dem 

dären Augenblase beim Embryo des Ziesels. Epiblast verbundene Lin- 
Lateralansicht. se ist noch offen, 


die vom zentralen Nervensystem getrennt vorkommen. Das Plattemodel 
zeigt, daß die Furche zwischen dem zentralen Nervensystem und der 
Augenblase sehr tief ist. Die Augenblase hat in dorsaler und zugleich in 
proximaler Richtung zugenommen, so daß der Augapfelstiel, der an seiner 
ursprünglichen Stelle geblieben ist, näher zum Centrum des Auges inseriert. 
In der distalen Richtung erscheint die Abgrenzung des Auges gegen den 
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Stiel weit deutlicher als an der proximalen Seite. Die Form dieser sekundären 
Augenblase ist, abgesehen vom Sehnervenstiel, fast kugelartig, die proximo- 
distale Achse ein wenig länger als die dorsoventrale. Wie am Modell so auch 
an der Photographie tritt deutlich hervor, daß das Auge nicht genau 
kugelförmig ist, sondern daß sein dorsaler Rand fast eine Gerade bildet, 
der distale jedoch und der proximale sehr stark gewölbt ist, wodurch eine 
abgerundete Ecke entsteht, so daß der frontale Durchschnitt des Auges 
nicht den Eindruck eines Kreises macht, vielmehr den eines Rechtecks 
mit abgerundeten Ecken. Ziemlich auffallende Änderungen der Gesamt- 
verhältnisse des Auges sind in dem Stadium eingetreten, wo die Linse 
vom Epiblast schon abgeschnürt erscheint. Das Plattenmodell, welches 
zum Studium dieser Verhältnisse am meisten geeignet ist, zeigt, daß das 
Auge in proximaler und ventraler Richtung zugenommen hat. Während 
beim jüngeren Embryo (Fig. 29 a, 29 b) der Augapfelstiel ventral gelagert 
war und sich in die sekundäre Augenblase ausbreitete, erscheint nun die 


Fig. 29. a) Modell des zentralen Nerven- Fig. 29. b) Das Auge desselben Embryos. 
systems mit dem Auge des Zieselem- Die Linse in Verbindung mit "dem] Epi- 
bryos. (28 Mesoblastsomiten.) blast. 


Lage des Augapfelstiels infolge des stärkeren Augenwachstums in ven- 
traler Richtung als eine mehr dorsale, der Stiel liegt also näher zum Centrum 
der hinteren Augenwand; infolgedessen sitzt das Auge am Sehnerven. 
stiel als eine wirkliche, von dem letzten an allen Seiten getrennte Blase 
Die Augenblasenspalte wird am eigentlichen Auge geschlossen und bleibt 
an der ventralen und proximalen Seite des Stieles nur eine Öffnung für 
den Eintritt der Blutgefäße. Durch das gesamte Augenwachstum in 
der ventralen Richtung, dann in der proximalen sowie in der distalen 
hat das Auge die Form eines in proximodistaler Richtung ziemlich lang- 
gezogenen Ellipsoids erhalten (Fig. 30 a, 306). Die dorsoventrale Achse 
ist um !/, kürzer als die proximodistale (Fig. 31). 

Beim älteren Embryo, bei dem der breite Sehnervenstiel schon dem 
wirklichen Sehnerven Platz gemacht hat, hat das Auge besonders in proxi- 
maler Richtung zugenommen und der Sehnerv inseriert näher zum distalen 
und dorsalen Rande des Auges. Das Auge behält seine ellipsoide, in proximo- 
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distaler Richtung längliche Form und die Retinalöffnung liegt exzentrisch, 
so daß ihre Entfernung vom dorsalen und ventralen Rande kleiner ist 
als diejenige vom proximalen und distalen. 


Fig. 30. a) Modell des zen- Fig. 30. b) Modell des zentralen Nerven- 
tralen Nervensystems mit systems mit dem Auge eines Embryo des 
dem Auge eines Embryo des Ziesels (43 Mesoblastsom.). Die einzelnen 
Ziesels (35 Mesoblastsom.). ‘ Gehirnpartien sind deutlich sichtbar. 


Bedeutendere Änderungen treten‘ bei einem älteren Embryo ein 
(Fig. 32 a, 31). Bei diesem hat das Auge mehr in der dorsalen, haupt- 
sächlich aber in der ventralen Richtung zugenommen, bleibt jedoch noch 


ne 


Fig. 31. Modell des Auges mit einem Teil des zentralen Nervensystems vom 
Embryo des Ziesels: a) Proximalansicht, 5) Ventralansicht, c) Lateralansicht. 


in proximodistaler Richtung länglich, aber die Achsen stehen im Verhält- 
nisse von 9 : 8, so daß sich das Auge einer kugeligen (bei der Vorderansicht 
kreisartigen) Form nähert. 


Der Eintritt des Sehnerven erfolgt an der hinteren Seite des Auges 
wieder mehr distal, fast im Centrum des letzten. Der Nerv selbst ist ziemlich 
lang, dünn, beim Eintritt in das Auge in proximodistaler Richtung platt- 


Fig. 32 6. Modell des Auges mit 


Fig. 32a. Modell des Auges mit der der vorderen Partie des zentra- 

vorderen Partie des zentralen Nerven- len Nervensystems beim Ziesel- 

systems beim Zieselembryo von 1-33 mm embryo von 1:8 mm Lange. 
Lange. Lateralansicht. Lateralansicht. 


gedriickt. In den Stadien unmittelbar vor der Geburt nimmt das Auge 
hauptsächlich in proximaler und dorsaler Richtung zu und wird fast voll- 
kommen kugelartig. 

Die Augendimensionen beim erwachsenen Ziesel entnehme ich der 
Arbeit Rejsek’s ,,0 vstupu nervu zrakového u nékterych hlodavcü“ 


Fig. 33. Plattenmodell des Auges beim Embryo des Ziesels; a) Dorsalansicht, 
b) Lateralansicht. 


(Über den Eintritt des Sehnerven bei einigen Nagetieren), nach welcher 
das Auge im proximodistalen und dorsoventralen Durchmesser 11 mm, 
im lateromedialen 9-5 mm mißt. Nach dieser Arbeit tritt der Sehnerv in 
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den Bulbus nicht in derselben Weise ein wie bei anderen Tieren, sondern 
durchläuft als ein runder Nerv die Orbita, tritt jedoch in schräger Richtung 
an den oberen Teil des Bulbus, erweitert sich in eine in temporonasaler 
Richtung an die Sklera sich anlegende Platte, durchdringt die letzte in 
Form einer feinen, aus einzelnen Bündeln zusammengelegten Membran, 
welche in die Retina übergeht. 

Wenn wir die Forschungsergebnisse 
über die Entwicklung des Auges beim Ziesel 
erwägen, sehen wir, daß die primäre Augen- 
blase die Form eines in proximodistaler 
Richtung langgezogenen Ellipsoids hatte. 
Im Stadium der sekundären Augenblase hat 
das Auge in dorsaler und proximaler Rich- 
tung zugenommen, wodurch es (bei der 
ie SE a des Lateralansicht) ein> mehr kreisartige Form 
Auges mit der deutlich einge- halten hat. In der späteren Entwicklungs- 

drückten Ventralwand. zeit nimmt das proximale und distale Wachs- 
tum sowie das ventrale überhand, wodurch 

das Auge in proximodistaler Richtung in die Länge gezogen wird. (Fig. 
33.) Später nimmt das Auge während einer gewissen Zeit mehr in 


Fig. 35. Plattenmodell des Auges des Zieselembryos, 0-83 mm Länge; a) Dorsal- 


= ansicht, b) Lateralansicht. 


ventraler Richtung zu, worauf es wieder an der proximalen Seite aufwächst, 
später in der distalen, also in verschiedenen Zeitabschnitten wächst das 
Auge in jener oder dieser Richtung mehr auf, behalt jedoch lange Zeit 
die Form eines in proximodistaler Richtung länglichen Ellipsoids. Die 
Plattenmodelle zeigen auch ganz deutlich, daB die Form des Auges keine 
genau kugelartige (Fig. 34 und 35) ist, sondern daß sie sich einem Rhomboid 
mit abgerundeten Ecken nähert, ja man kann in einzelnen Entwicklungs- 
perioden sogar eingedrückte Augenwände an der dorsodistalen und ventro- 
proximalen Seite finden. Diese verschiedenen Augenformen haben ihren 
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Ursprung in der Entwicklung der Augenmuskeln, ein Umstand, an den 
schon Matys bei der Entwicklung der Augenmuskel bei Vögeln hingewiesen 
hat und zu dem ich später in einer anderen Arbeit zurückkehren will. In 
noch späteren Stadien, fast schon vor der Geburt nimmt das Auge in dorsaler 
und ventraler Richtung zu, was seine Kugelform (bei der Seitenansicht) 
im postfötalen Zustande bedingt. (Fig. 36.) 
Wenn wir die Entwicklung der Form 
des Auges des Ziesels, also eines Säuge- 
tieres, mit derjenigen der Vögel und Ei- 
dechsen vergleichen, erkennen wir, daß der 
Vorgang derselben im Prinzip auffallend 
gleich ist. In einer Hinsicht finden wir wohl 
eine bedeutende Abweichung und zwar was 
das Wachstum des Augapfels und dessen 
Stellung zum Sehnervenstiel anbelangt. Bei 
den Vögeln erfolgt das Augenwachstum in 
dorsaler Richtung und zwar in dem Sinne, Ties aghPlaticnnmorell des Auges 
daß der an der ventralen Seite gelagerte .ines Zieselembryos im späteren 
Augapfelstiel auf den ventralen Augenrand Stadium vor der Geburt. 
übergeht. Der Augenrand wächst bis in 
einer sehr späten Entwicklungsperiode über den Stiel heran, respektive 
über den Sehnerven, welcher auf diese Weise ein wenig näher zum Centrum 


Fig. 37. Modell des zentralen 


Nervensystems; Vorderteil mit der Fig. 38. Modelle der vorderen Gehirnpartie 
primären Augenblase. Schweinem- mit der sekundären Augenblase: a) Lateral- 
bryo von 3 mm Länge. a) Dorsal- ansicht, b) Ventralansicht. 


ansicht, b) Lateralansicht. 


gerät. Dasselbe haben wir bei den Fischen und noch mehr bei den Ei- 
dechsen bemerkt, während wir beim Ziesel vorfinden, daß der Sehnerven- 
stiel im Stadium der sekundären Augenblase und zur Zeit, wo die Linse 
noch am Epiblast festhält, sich am Augenrande befindet und daß das 
Augenwachstum an der Ventralseite sehr bald überhand nimmt, wodurch 
der Sehnervenstiel weit früher als bei den niedrigeren Gattungen an die 
hintere Augenwand, näher zum Centrum, heranrückt. (Fig. 3la, 31 6.) 

Die Entwicklung der Augenform beim Schweine (Sus domestica). 
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Beim Schweinembryo von 3 mm Länge (Fig. 37), welches nur eine 
mäßige Krümmung am Kopfende aufweist, übergeht die Hühling des 
zentralen Nervensystems in die primäre Augenblase, welche von dem- 
selben durch eine an der ventralen Seite sehr seichte, unbedeutende, an der 
dorsalen jedoch ziemlich tiefe Furche getrennt ist. An der proximalen 
und distalen Seite übergeht die Augenblase nach und nach in das zentrale 
Nervensystem. Am Plattemodell erscheint die Augenblase in proximo- 
distaler Richtung langgezogen, in dorsoventraler plattgedrückt. 

In einem ein wenig älteren Stadium übergeht die erwähnte an der 
dorsalen Seite liegende tiefe Furche infolge des weiteren Wachstums 
des zentralen Nervensystems an die proximale und distale Seite und isoliert 
die Blase augenscheinlich auch an diesen Seiten. 

Eine von den vorigen Stadien sichtbar abweichende Form der Augen- 
blase treffen wir beim Embryo von 5 mm Länge an, dessen vorderer Kopfteil 
stark gekrümmt ist. Bei diesem Embryo werden schon die ersten Anfänge 
der Bildung der Hemisphären sichtbar. Das in dem Anfangsstadium der 
sekundären Augenblase sich befindende Auge, dessen Linse als ein verdick- 
ter, die Augenblase einstülpender Epiblastpfropf erscheint, ist an der 
dorsalen, proximalen und distalen Seite durch eine tiefe Furche vom 
zentralen Nervensystem deutlich getrennt, hängt jedoch mit demselben 
an der ventralen Seite mittels eines breiten und kurzen Stiels zusammen. 
(Fig. 38 b.) Der Stiel, an dem die Augenblase in dorsaler Richtung aufsitzt, 
ist knapp an derselben in lateromedialer Richtung plattgedrückt und wird 
am centralen Nervensystem auffallend breiter. Das Plattemodell zeigt, 
daß diese eben ausgebildete sekundäre Augenblase bei der Seitenansicht 
eine mehr kugelige Form erhält und daß das Wachstum hauptsächlich 
an der Dorsalseite stattgefunden hat. (Fig. 38 a, b.) 

In späterer Entwicklungszeit — beim Embryo von 8:5 mm Lange, 
dessen Hemisphären schon sehr gut angedeutet sind -— verschmälert sich 
der Augapfelstiel, welcher am zentralen Nervensystem besonders in pro- 
ximodistaler Richtung sehr breit erscheint; in der dorsoventralen ist er 
ein wenig plattgedrückt, besonders an der Stelle, wo er in die sekundäre 
Augenblase übergeht. Der infolge des Vorderhirnwachstums proximoventral 
liegende Augapfelstiel wird, je weiter er sich von der Augenblase entfernt, 
schmäler, die an demselben stark distal in der Richtung zum zentralen 
Nervensystem aufsitzt. Die Augenblase, deren Linse in diesem Stadium 
vom Epiblast abgeschnürt erscheint, ist an ihrer proximalen Seite gänzlich 
offen, an der distalen Seite geschlossen. Die nicht geschlossene Augen- 
blasenspalte reicht nur an den verschmälerten Teil des Sehnervenstiels. 
Wie das Plattenmodell aus dieser Entwicklungszeit zeigt, behält die Augen- 
blase bei der Seitenansicht ihre Kreisform, die Linse ist jedoch exzentrisch 
und zwar proximal gelagert. (Fig. 39 a, b.) 

Eine auffallendere Formveränderung entsteht beim Embryo von 
9-2 mm, bei dem auch die Entwicklung des zentralen Nervensystems 
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fortgeschritten ist. Die Augenblase sitzt in diesem Stadium an einem 
dünnen Stiel auf, der lateralwärts zugenommen hat, wodurch die letztere 
scheinbar sehr weit voın zentralen Nervensystem entfernt ist. 

‚ Der Augenblasenstiel bleibt in dieser Entwicklungsperiode am 
zentralen Nervensystem noch ziemlich breit. Die sekundäre Augenblas> 


Fig. 39. Plattenmodell des Vorderhirns mit den Augenblasen; «) Lateralansicht 
(etwas von vorne), b) Ventralansicht. Schweinembrvo von 8:5 mm Lange. 


ist geschlossen, abgesehen von einer kleinen Spalte an der Ventralseite, 
welche zum Eintritt der Blutgefäße ins Auge dient. Eine Vergleichung 
dieses Auges mit dem letztbeschriebenen Stadium ergibt, daß die Augen- 
blase in proximaler Richtung bei ihrer Schießung dermaßen zugenommen 


Fig. 40. Ein Schnitt durch das Auge eines Schweinembryos von 16 mm Länge. 


hat, daß einerseits die Linse nunmehr eine zentrale Lage einnimmt, ander- 
seits der Sehnervenstiel an das Centrum des Augenhintergrundes gelangt. 
Der dünne Stiel, an welchem das Auge aufsitzt, liegt, wie dem Platten- 
modell zu entnehmen ist, noch näher am proximalen und ventralen Rande, 
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weiter vom distalen und dorsalen Rande. Die proximodistale Achse des 
gänzlich geschlossenen Auges ist also in dieser Entwicklungsperiode weit 
länger und das Ellipsoid, welches das Auge vorstellt, erscheint in seiner 
proximodistalen Achse länglich. 

In den weiteren Stadien nimmt das Auge neben seinem Gesamt- 
wachstum besonders in seiner proximodistalen Richtung zu und seine 
ellipsoide Form wird noch auffallender. Wir haben gleich am Anfang 
dieser Arbeit bemerkt, daß die Kontrolle der Entwick- 
lung der Augenform auf verschiedene Weisen vorge- 
nommen wurde und zwar 1. durch das Messen ein- 
zelner Schnitte, 2. durch Projektion der Schnitte und 
ihre Übertragung auf Wachsplatten, d. h. durch Verfer- 
Fig 40a Modell tigung ven Modellen, 3. durch direktes Betrachten der 
des Auges eines Augenferm an durchleuchteten Embryonen sowie an 

Schweinembryos Schnitten verschiedener Richtungen. Diese letzte Me- 
von 16mm Länge. thode haben wir beim Schweine angewendet ; wir führten 

die Schnitte ganz der Augenfläche nach, so daß wir ein 
deutliches und genaues Bild der Augenform erhielten. So z. B. erscheint 
beim Embryo von 16 mm Länge der Flächendurchschnitt des Auges zuerst 
rein elliptisch, an den weiteren Schnitten stülpt sich die Augenwand an 
der dorsalen und ventralen Seite ein, wodurch das Auge am Durchschnitte 
etwa die Form eines Rechtecks einnimmt, dessen längere Seiten ein 
wenig eingebogen und die Ecken abgerundet sind. (Fig. 40 a.) 

In älteren Stadien ist die Augenwand nicht 
nur an der dorsalen und ventralen Seite einge- 
bogen, sondern auch deutlich an der proximalen 
und distalen (Fig. 41), wie am Modell des 30 mm 
langen Embryos zu sehen ist. An den Flächen- 
schnitten dieses Embryos erscheint das Auge in 
proximodistaler Richtung augenscheinlich langge- 
a Modele au, Ve RC den weiteren in medialer Richtung ge- 
ges des Schweinembryos führten Schnitten wird der Durchschnitt infolge 

von 30 mm Länge. der erwähnten Biegung der Augenwände fast 

dreieckig. Erst beim Embryo von 40 mm kann 

man feststellen, daß die Augenachsen ausgeglichen werden und daß also 
die Augenform kugelartig wird. 

Dieser Vorgang des Bulbuswachstums, besonders aber die Biegung 
der Augenwände war mir sehr auffallend. Erst bei näherer Betrachtung 
entdeckte ich die Ursache dieser Einstülpung der Bulbuswand im Wachs. 
tum der Augenmuskeln (siehe Fig. 42), denn wie am Photogramme zu er- 
kennen ist, wird an der Stelle, wo sich der Muskel ausbildet, eigentlich 
wo derselbe am Bulbus inseriert, die Fortentwicklung der Augenwand 
offenbar rein mechanisch eingestellt. Mit dieser Frage will ich mich noch 
näher beschäftigen. 
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Wie ich in der Einleitung erwähnt habe, beschreibt Keil in seiner 
Arbeit über die Entwicklung des Auges beim Schweine (die zur Lösung 
der Frage betreffs der Lagerung der fötalen Augenspalte im Laufe der 
Entwicklung beitragen soll, sowie zur Lösung der mit derselben zusammen- 
hängenden Fragen, besonders was die Drehung des Bulbus und des Seh- 
nerven im Laufe der Entwicklung anbelangt) die Form des Auges beim 
Modell eines Schweineembryos von 2 cm und 2-7 cm Lange; bei den übrigen 
Embryonen erwähnt er die Form des Auges nicht. Der Autor bespricht die 
Frage der Bulbustorsion, wie ich in meiner Arbeit!) beschrieben habe 


Fig. 42. Flächenschnitt durch das Auge des Schweinembryos von 30 mm Länge. 


und gelangt zur Überzeugung, daß das Auge des Schweines sich im Laufe 
seiner Entwicklung dreht. Er sagt: ‚Die Augenanlagen machen zu einer 
bestimmten Zeit der Entwicklung, Leim Schwein am Ende der 4. Woche, 
eine Drehung durch, und zwar ist die Tendenz der Windung am rechten 
Auge eine linksläufige und am linken eine rechtsläufige.‘“ Derselbe Autor 
spricht über die Schwierigkeiten, welche die Lagebestimmung der fötalen 
Augenspalte im Laufe der Entwicklung bietet, bemerkt, daß die Ursache 
der in dieser Hinsicht herrschenden falschen Ansichten in erster Reihe in 
den ungenauen Ausdrücken liegt, der sich die Embryologen bedienen und 
die nicht angewendet werden können, falls bloß der Kopf des Embryos 
geschnitten wird, da sie sich an den ganzen Embryo beziehen, und sagt: 


1) O vyvinu tvaru oka u &loveka. (Uber die Entwicklung der Form des Auges 
beim Menschen.) 


LIE 
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„Es hätte zunächst einmal festgestellt werden müssen, welche die Lage 
die Spalte in bezug auf bestimmte Teile des Kopfes hat, und ob diese 
Bestimmung für alle Stadien der Embryonen Geltung hat. Das ist aber nur 
bis zu einem gewissen Grade von Henckel und Strahl geschehen, indem 
sie das Orbitaldach als Orientierunglinie benutzten. Da sich dasselbe 
aber erst am Ende der vierten Entwicklungswoche differenziert, so müssen 
für die vorhergehenden Stadien andere Orientierungspunkte an der Kopf- 
anlage gesucht werden, zu denen man die Spalte in Beziehung bringen kann. 
Ich habe nun auf Grund der Betrachtung meiner Modelle die Überzeugung 
gewonnen, daß dies um deswillen ganz unmöglich ist, weil infolge der 
ungeheu ren Wachstumsenergie des Gehirns andauernde Verschiebungen 
und Lageveränderungen am Kopfe eintreten.‘ Ob es richtig ist das Orbital- 
dach als unveränderliche Orientierungslinie zu benützen, will Keil ebenso- 
wenig entscheiden. 

Um diesen Einwendungen vorzubeugen, untersuchte ich einerseits 
kleine in Benzol durchleuchtete Embryonen im ganzen, anderseits ver- 
fertigte ich Projektionen von Augen und Gehirn einzelner Embryonen, 
besonders aber Wachsplattenmodelle des Auges mit dem Gehirn. Auf 
diese Weise bleiben die Verhältnisse bei jüngeren, sowie bei älteren Em- 
bryonen unverändert und am Wege der Vergleichung kann man die richtige 
Vorstellung von dem Wachstum des Auges von seiner Form im Verlaufe 
der Entwicklung sowie von der gegenseitigen Lage der Augen gewinnen. 

Aus den Ergebnissen meiner Forschung über die Form des Auges 
beim Schweine geht klar hervor, daß das Auge im primären Stadium in 
s iner proximodistalen Achse länglich erscheint, durch das weitere Wachs- 
tum im Stadium der sekundären Augenblase eine kugelige Form annimmt, 
zur Zeit der gänzlichen Schließung der Augenblase infolge des proximalen 
Wachstums sich zu einem in seiner proximodistalen Achse langgezogenen 
Ellipsoid ausbildet und diese Form bis zur gänzlichen Ausbildung aller 


Orl italmuskeln behält. In weiteren Entwicklungsstadien entsteht infolge . 


des Wachstums nach unten (ventralwärts), dann wieder nach oben (dorsal- 
warts) die definitive Kugelform des Bulbus. 

Der Augenblasenstiel ist zuerst sehr breit, wird infolge des lateralen 
Wachstums bedeutend schmäler, in den älteren Stadien kommt dann deutlich 
zum Vorschein, daß sich aus diesem verschmälerten Teil der Sehnerv, aus 
dem breite (beim zentralen Nervensystem) das Chiasma bildet. 

Keil fügt zu seiner Beschreibung des fünften Schweinembryos von 
2:7 cm Länge folgendes zu: ‚Die Augenanlage erscheint uns auf Sagittal- 
schnitten, welche parallel dem Äquator des Bulbus liegen, beim Embryo 
stets als ein liegendes Oval, welches mit der zunehmenden Entwicklung 
d°s Embryo ständig größer wird. Wir sehen, daß die fötale Spalte im Ver- 
laufe der Entwicklung etwas nach vorn (nasal) und oben (dorsal) ver- 
schoben wurde und an die nasoventrale Seite des Bulbus und Opticus 
gelangte und zwar entweder infolge einer passiven Drehung des Bulbus 
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über unten nach vorn (nasal) oder infolge eines stärkeren Wachstums 
des kavdoventralen und eines geringeren Wachstums des nasalen und 
ventronasalen Quadranten. Die Wahrscheinlichkeit für die Annahme 
eines vermehrten bezw. verminderten Wachstums ist aber in diesem Falle 
sehr gering und kaum zu beweisen, so daß man ohne weiteres davon absehen 
kann. Ein intensiveres Wachstum in den erwähnten Quadranten würde 
sich bei derartigen, rein epithelialen Geweben in reichlicheren Kernteilungs- 
vorgängen äußern, wovon aber nichts zu bemerken war. Es bleibt also nur 
die Möglichkeit der Annahme einer passiven Drehung der Augenanlage 
durch umgebende Organe übrig. Bei diesem Stadium sehen wir nun aber, 
daß dem weiteren Wachstum des Ovals oder der Drehung der Augen- 
anlage durch die nunmehr knorpelige Anlage des Orbitaldaches ein ge- 
wisser Widerstand entgegengesetzt wird; dadurch bleibt zwar hier noch 
der Opticus fast in seiner ursprünglichen Stellung, aber die Augenanlage 
erscheint nach vorn und unten, also ventralwärts hinübergedrückt.“ 

Er beschreibt also die Verhältnisse ganz richtig, meint jedoch, daß 
es sich um eine Lageveränderung und nicht um ein mächtigeres Wachstum 
der angeführten Bulbusteile handelt. Ich erkläre aber auf Grund meiner 
Studien die verschiedene Augenform eben durch das zeitlich ungleich- 
mäßige Wachstum in verschiedenen Richtungen, kann weiter die Stabilität 
des Sehnerven konstatieren und infolgedessen auch die,enige der fötalen 
Augenspalte. Keil beschreibt eigentlich schon größere Embryonen, wo 
die Formveränderung nicht mehr so auffallend ist wie bei jüngeren Stadien, 
bei denen das Zunehmen des Bulbus einmal in dieser ein anderes Mal in 
jener Richtung auffallender ist. Die Anlage der Augen in den ersten 
Entwicklungsanfängen ist eine rein laterale und die Sehnervenstiele nehmen 
eine diametrale Stellung ein; dieser Zustand dauert ziemlich lange. Jedoch 
in späteren Stadien infolge des Wachstums des ganzen Vorderhirns, der An- 
legung der Hemisphären und d s Mittelhirnwachstums verlängert sich der 
Sehnerv, indem das Auge seine ursprüngliche Stellung behält. Infolge des 
Wachstums des Stirnlappens nach vorne und seiner Verbindung mit dem 
Oberkiefervorsatz erweitert sich der temporale und der hintere Kopfteil, 
wodurch die Augen scheinbar mehr nach vorne, von der lateralen Seite 
zur Medianlinie geschoben werden. Diese Verhältnisse erscheinen natürlich 
am deutlichsten beim Menschen, wie in der zitierten Arbeit geschildert 
wird. Aus dem Angeführten erfolgt, daß infolge des etappenartigen Wachs- 
tums der Augenwand in verschiedenen Richtungen zu verschiedenen Zeiten, 
infolge des Gehirnwachstums, der Verbindung des Stirnlappens mit dem 
Oberkiefervorsatz und infolge der Entwicklung des Skeletts in der Oral- 
partie des Kopfes, die Lage des Auges sich scheinbar ändert, da das letztere 
ursprünglich rein lateral gelagert war, im Laufe der Entwicklung jedoch 
mehr in die frontale Ebene gerät, ohne dabei die mindeste Drehung um 
seine Achse merken zu lassen. 
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Resume. 


Wenn wir die Resultate über die Entwicklung der Form des Auges 
bei den von uns untersuchten Vertebraten zusammenfassen, sehen wir, 
daß einerseits die in proximodistaler Richtung langgezogene Form der 
primären Augenblase für alle Gattungen als typisch und gemeinsam gilt, 
anderseits, daß bei der Schließung der sekundären Augenblase bei allen 
eine Kreisform (bei der Lateralansicht) entsteht, die in der weiteren Ent- 
wicklung der ellipsoiden Form Platz macht. Diese ellipsoide Form weist 
bei verschiedenen Gattungen verschiedene Dauer auf. Am längsten behält 
diese Form das Auge der Vögel, während sie bei den Säugetieren verhältnis- 
mäßig am raschesten aufgehoben wird. Sehr lange erhält sich die Urform 
des Auges bei den Fischen und erst zu einer späteren Entwicklungszeit 
erfolgt eine Verlängerung. Eine interessante Erscheinung in der Entwicklung 
des Auges ist seine Abplattung in der lateromedialen Achse, die sich bei 
den Eidechsen und Vögeln sehr lange erhält, bei den Säugetieren, deren 
Auge eine an der hinteren Wand konkave Form annimmt, jedoch sehr 
bald verschwindet. 

Nicht weniger interessant ist das Verhalten des Augenblasenstiels, 
besonders was seine Breite anbelangt, der die Lage des künftigen Seh- 
nerven bestimmt. Bei Fischen, Eidechsen und Vögeln ist der Stiel gleich 
vom Anfang an dünn und kurz, bei Säugetieren sowie beim Menschen ist 
er am Anfang sehr dick und kurz. Auch die Weise, in welcher das Auge 
in ersten Stadien am Stiel aufsitzt, ist bei einzelnen Vertebratengruppen 
sehr verschieden. Bei Fischen, sowie bei Eidechsen und Vögeln inseriert 
ursprünglich dieser Stiel an der ventralen Seite knapp am Rande der Augen- 
blase und dieser Ansatzpunkt erhält sich während einer längeren Ent- 
wicklungszeit. Das Auge nimmt in proximodistaler und dorsaler Richtung 
zu, am wenigsten jedoch an seiner ventralen Seite; diese Verhältnisse sind 
besonders für die Vögel sehr charakteristisch. Erst in den spätesten Stadien 
fängt das Auge an auch in ventraler Richtung aufzuwachsen, wodurch 
der Augenblasenstiel näher beim Centrum der hinteren Bulbuswand 
erscheint. Zur Zeit, als der Sehnerv schon aus Nervenfasern besteht, befindet 
sich der Ansatzpunkt des Stiels noch immer am ventralen Rande des 
Augapfels. 

Ganz anders verhält sich der Augenblasenstiel bei Säugetieren. 
Wie bei der Untersuchung der Zieselembryonen angegeben wurde, ist 
der Augenblasenstiel sehr stark; zur Zeit, als die sekundäre Augenblase 
schon geschlossen wurde, inseriert der Stiel noch ziemlich nahe beim 
ventralen Rande der Augenblase. In der weiteren Entwicklung wächst 
der Stiel sehr rasch lateralwärts auf, verschmälert sich und gerät infolge 
des ventralen Augenwachstums auf den hinteren Augenpol näher zum 
distalen Rande, bis er erst in späterer Entwicklungszeit infolge des distalen 
Augenwachstums mehr im Centrum der hinteren Augenwand erscheint. 
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Der beim Schwein anfangs sehr breite Augenblasenstiel verschmälert 
sich schon vor der Schließung der sekundären Augenblase am Augen- 
rande und gerät infolge des proximalen Augenwachstums und des eigenen 
Zunehmens in der lateralen Richtung sehr bald fast in die Mitte zwischen 
dem proximalen und distalen Pol, jedoch näher an den ventralen Rand 
des Auges. Infolge eines mächtigeren Augenwachstums in ventraler Richtung 
erscheint der Sehnerv fast gänzlich im Centrum des hinteren Augenteils. 

Neben der Erkenntnis, daß das Auge im Laufe seines Wachstums 
verschiedene Formphasen durchläuft, ehe es seine definitive Form erreicht, 
haben wir die Überzeugung gewonnen, daß der Sehnerv und das ganze 
Auge während der ganzen Entwicklungszeit ihre ursprüngliche Lage be- 
wahren und daß die von einigen Autoren angeführte scheinbare Drehung 
des Auges ausschließlich durch das etappenartige Augenwachstum in ein- 
zelnen Richtungen bedingt ist, wie ich in meiner früheren Arbeit über die 
Entwicklung des Auges beim Menschen darauf hingewiesen habe. 
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Über eine neue Dikerogammarusart aus dem 
Kaukasus. 


Von 


Dr. KAREL SCHÄFERNA, 


Gymnasialprofessor in Jungbunzlau (Böhmen). 


(Mit 2 Tafeln.) 


Von seiner Reise nach dem Kaukasus hatte mir Herr PhC. J. K o- 
märek 4 Epruvetten, die einige Süßwassergammariden enthielten, zur 
Bearbeitung übergegeben. Unter diesen Gammariden habe ich von 4 Orten 
und zwar: Novorosijsk, Cuber-Kari, Cvelieri und Cageri unsere ubiquitäre 
Form den Gammarus pulex L. erkannt. 

Die Gammariden aus den Quellen bei Ordubat machten sich sofort 
durch die schwache Ite Antenne bemerkbar. Bei der näheren Untersuchung 
habe ich auch an dem 4ten und 5ten Uropodensegment je eine in der Mitte 
des Rückens sitzende Tuberkel festgestellt, welches Merkmal für die von 
Stebbing aufgestellte Gattung Dikerogammarus charakteristisch ist; 
denn Stebbing charakterisiert die in Rede stehende Gattung folgender- 
maßen: ,,Agreeing in generall with Gammarus. Pleon segments 4 and 5 
each raised dorsally to a spiniferous tubercle. Antenna Ist the longer, 
accessory flagellum well developed. Gnathopods 1 and 2 larger in G than 
in ©, 2d larger than Ist ”. 

Weil der unsrige Ordubatsche DERE earner as sich durch einen 
enorm entwickelten Borstenbesatz an den GliedmaBen auszeichnet, be- 
lege ich denselben mit dem Namen 


Dikerogammarus setosus n. sp. 


Die Körperlänge beträgt beim d 20—22 mm, beim © 16—18 mm. 

Augen nierenformig. 

Die Antenne des 1ten Paares erreicht kaum Y, der ganzen Körper- 
länge. Flagellum 18gliedrig und sehr schwach und kurz, obwohl die Basal- 
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glieder ziemlich stark sind. Die Borsten an dieser Antenne sind spärlich, 
schwach und kurz. Das Nebenflagellum 4—5gliedrig, aus langen dünnen 
Gliedern bestehend. Die Antenne des 2ten Paares ist mit langen kamm- 
förmig geordneten, am Schaft sowie am Flagellum aufsitzenden Borsten 
versehen. Das Flagellum ist 9-gliedrig und verhältnismäßig stärker als 
das obenerwähnte Flagellum der Iten Antenne. ; 

Mandibularpalpus schlank, wobei das letzte Glied mit vielen Borsten 
an der Fläche versehen ist. 

Ebenso der Palpus des zien Maxillarfußes ist am äußeren Rande 
mit Borsten besetzt. 

Gnathopoden des 2ten Paares sind stärker als die des lten Paares; 
besonders der Propodit ist breit und fast schaufelförmig gebaut. Beim g 
ist der Propodit des Iten Paares dreieckig, der des 2ten Paares trapezoedrisch. 
Beim © dagegen sind beide Propodits trapezoedrisch. Carpopodit ist am 
Innenrande schmal — wodurch sich die Gattung Dikerogammarus von 
der Gattung Gammarus wesentlich unterscheidet. Die Epimeralplatten 
der Gnathopoden, sowie der anderen Pereiopoden sind am Rande mit 
langen Borsten versehen. 


Die ersten zwei Pereiopodenpaare sind an den Gliedern mit wirklichen 
Borstenpinseln besetzt. Beim 8 scheint dieser Borstenbesatz etwas spär- 
licher zu sein. 

Die Pereiopoden des 34en—5ten Paares sind besonders durch die 
Basipodite charakteristisch: Der Basipodit des 3ten Paares ist ziemlich 
kurz, fast quadratförmig, an dem hinteren Rande mit vielen langen Borsten 
besetzt, die je distaler sitzen desto länger sind. Auch an der inneren Seite 
der hinteren Erweiterung des Basipodites finden wir kammförmig ein- 
gepflanzte, lange, nicht allzu starke Borsten. Auch beim Vorderrande 
findet man einige solche Borstenkämme. Die Weibchen tragen auch einen 
ähnlichen fast ebenso starken Borstenbesatz. — Der Basipodit des 4ten 
Pereiopodenpaares ist keilf6rmig gebaut, beim Männchen viel enger als 
beim Weibchen. Der Hinterrand zeichnet sich auch durch lange Borsten aus. 
Ebenso der Borstenbesatz der Innenseite ist ein ähnlicher, wie es schon 
beim vorderen Paare erwähnt wurde. — Besonders aber charakteristisch 
erscheint der Basipodit des 3ten Pereiopodenpaares: Beim d ist derselbe 
fast oblong, nach hinten ziemlich viel erweitert. Beim © ist dieser Hinterteil 
fast halbmondförmig ausgedehnt. Die Erweiterung ist hier zwar viel 
größer als beim Männchen, wobei die hintere Ecke des Basipodites nach 
unten verlängert erscheint. Es ist sehr wahrscheinlich, daß diese Ein- 
richtung dem Schutze der Embryone dient, denn die Brutlamellen sind hier 
verhältnismäßig eng und bei keiner von denselben konnte ich Borsten an 
den Rändern feststellen, obwohl diese Einkerbungen aufweisen. Auch 
dieser Basipodit ist beim G sowie beim © an der Innenseite mit langen 
Borsten besetzt. — Ebenso an anderen Gliedern sind die besprochenen 
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Pereiopoden, wie aus den Figuren ersichtlich ist, mit hübschen Borsten- 
büscheln versehen. 

An Seitenplatten der ersten zwei Pleopodensegmente kommt eine 
Carina vor, wobei die beiden Platten eine ganze Menge von langen Borsten 
tragen, was besonders bei dem zweiten Pleopodensegmente auffallend 
ist, denn dasselbe ist fast zur Hälfte mit Borsten, unter denen sich hie 
und da eine Greifborste befindet, besetzt. — Die dritte Seitenplatte der 
Pleopoden ist ganz glatt, denn dieselbe trägt nichts mehr als einige schwache, 
kurze, am hinteren Rande stehende Borsten. Die Basalglieder der Pleo- 
poden sind ebenso mit kammförmig geordneten Borsten bewaffnet. 

Das letzte Uropodenpaar zeichnet sich durch einen kurzen drei 
eckigen Innenast aus, wobei das zweite Glied des Exopodites ganz in den 
reichlich vorkommenden langen feingefiederten Borsten für den ersten 
Blick fast verschwindet. 


Die eben beschriebene Spezies Dikerogammarus setosus n. sp. lebt, wie 
schon am Anfange erwähnt wurde, in sehr kalten Quellen am Ufer des 
Flusses Aras in der Umgebung der Stadt Ordubat (an der russisch-per- 
sischen Grenze), also in dem Gebiete des Kaspischen Meeres. Die betref- 
fenden Quellen sollen nach der Angabe des Herrn Komärek ziemlich hoch 
oberhalb des Niveau des Flusses Aras liegen; jedoch münden dieselben 
kaskadenförmig in den Fluß. 

Wenn wir alle bekannten Dikerogammarusarten nach der Stelle 
ihres Vorkommens prüfen, so bekommen wir folgende Übersicht: 

D. macrocephalus (O. Sars) lebt in dem Kaspischen See in der Tiefe von 66 m. 
D. haemobaphes (Eichw.) lebt im Schwarzen Meere beim Ufer bis zur 

Tiefe von 75 m; vielleicht auch in dem Aralsee.!) 

D. grimmi (O. Sars.) in dem Kaspischen See in einer Tiefe 66—203 m. 
D. verrauxii (Bate) aus New Holland. 
D. fasciatus (Say) aus den Quellen und Bächen von Nord Amerika. 

Wie aus der Übersicht ersichtlich, leben die Dikerogammarusarten 
größtenteils in dem Salzwasser, woraus nur D. fasciatus eine Ausnahme 
macht. Unsere neue Art ist also die zweite Dikerogammarusart, die im 
Süßwasser lebt. — Sie stammt sicher aus dem Kaspischen See und ist 
in die früher besprochenen Quellen durch den Arasfluß eingedrungen. 
Sie kann uns also als ein neuer Beweis dienen, wie die Marineformen in 
das Süßwasser übergehen. In dem Kaspischen Gebiete ist dies viel leichter 
als irgendwo anders zu erklären, weil dieser See, der ein Relikt einer vor- 
zeitigen Ponto-Aralo-Kaspischen See vorstellt, fast durchwegs brackisch 
ist. Es konnten sicher in solchen größtenteils sehr dünnen Wässern nur 


1) Stebbing identifiziert die in dem Aralsee lebende und von Fedt- 
schenko aufgestellte Spezies Gammarus aralensis mit der Spezies D. haemobaphes. 
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diejenigen Genera überbleiben (besonders die beim Ufer lebenden, wie es 
der Fall bei der Gattung Dikerogammarus ist), die wirklich euryhalin ge- 
wesen, womit auch denselben die Möglichkeit gegeben war, auch in die 
einmündenden Flüße weiter einzudringen. 

Wir stehen hier also vor einem von den nicht allzugewöhnlichen 
Experimenten der großen Natur, wie Gurney ausdrücklich sagt: 
„Natur herself has performed experiments in acclimatisation on a vast 
scale“. Und es ist sehr wahrscheinlich, daß man bei den künftigen Expedi- 
tionen in das Kaspische Gebiet noch weitere interessante Belege und zwar 
aus dem variabilen Stamme der Gammariden dafür finden wird. 

Wenn wir die Angaben über D. fasciatus mit den unserigen über 
D. setosus vergleichen, so kommen wir zu der Überzeugung, daß die beiden 
Formen sich in der Dikerogammarusreihe am nächsten stehen. Es sind 
beide sicher von den Salzwasserformen unter Ähnlichen Lebensbedingungen 
durch Konvergenz entstanden. 

Ein Vergleich des D. setosus mit der von mir im Jahre 1906 beschrie- 
benen Gattung Typhlogammarus zeigt, daß auch unter diesen zwei eine 
Ähnlichkeit besteht und zwar in den Formen, sowie in dem Borstenbesatze. 
Es sind dabei besonders die Propodite und Karpopodite von ähnlichen 
Gnathopoden zu erwähnen. Beim Typhlogammarus Mräzeki fehlt das zweite 
Glied des Exopodites des dritten Uropodenpaares, wobei bei D. setosus 


dasselbe Glied nur sehr winzig erscheint. Man könnte also in dem D.. 


setosus eine oberirdische Form mit gut entwickelten Augen, aus derer 
Verwandtschaft die unterirdische Gattung Typhlogammarus entstanden 
ist, sehen. 


Jungbunzlau, den 16. Juni 1914. 


Dr. K. SCHÄFERNA: 
Über eine neue Dikerogammarusart aus dem Kaukasus. 


Bulletin international de l'Académie des Sciences de Bohême. 1914. 
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ENBEIZZTE 


1. Dikerogammarus seiosus 3 10fach vergrößert. 

2. Maxillarfuß des Iten Paares Obj. A, Oc. 3, Zeiss. 

3. Mandibularpalpus. Obj. A, oc. 3, Zeiss. 

4. Gnathopod des 2ten Paares vom ei Obj. À (ohne Frontlinse), Oc. 2 Zeiss. 
5. 55 alten! fe à aN 55 AD a 
6. Pereiopod Pliten! 45 5 of > 5 i 5 
I. 
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8. Pereiopod des 3ten Paares vom & Obj. A (ohne Frontlinse), Oc. 2, Zeiss. 
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12. 3 ,, 4ten + ,, ads sn a 5 
13. » Sin. is Br 4 a 2 Fe 
14. Uropod Oke! aa Obj. A, oc. 2, Zeiss 


15. Die Seitenplatte des Iten Pleopodensegmentes. Obj. 4 (ohne Frontlinse), Oc. 2, Zeiss 
16. of 2ten 


” ” ” ” ») 


17. » „ sten » » » ” 
18. Antenne des lten Paares. Obj. A, Oc. 2, Zeiss. 
19. i ,, 2ten 
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Alle Figuren sind mittels Abbéschen Zeichenapparats entworfen und bei der 
Ausführung der Tafel auf !/, verkleinert worden. 


Konstruktionen einer imaginären Raumkurve 
III. Ordnung aus reellen Elementen. 


(Verhandlungen der Ceska Akademie etc. Jhrgg. XXIIl., Nr. 24.) 
Von 


VINCENZ JAROLIMEK, 


k. k. Regierungsrat, Professor an der k. k. böhm. technischen Hochschule in Prag. 
Mit 5 Figuren im Texte. 


(Vorgelegt am 24. April 1914.) 


1. Eine imaginäre kubische Raumkurve /7? erhalten wir zunächst 
als Schnittlinie zweier imaginären Kegelflachen II. Ordnung %,?, x," dritter 
Art!), welche reelle Spitzen s,, s, und eine gemeinsame reelle Erzeugende 
5, & =A besitzen. Der Kegel x,? kann z. B. durch weitere drei reelle Er- 
zeugende B,, C;, D, gegeben sein, so daß das Vierkant s, (4 B, C, D,) konvex 


1) Auf Grund meiner Abhandlung ,,Uber neue Arten von imaginären Kegel- 
schnitten‘ (im ,, Bulletin international de l'Académie des Sciences de Bohême‘, 1912) 
habe ich später (1914) im III. Teil meiner ,,Geometrie polohy‘‘ (Geometrie der Lage) 
diese Gebilde in vier Gruppen eingeteilt. Ich nenne ,,imaginare Kegelschnitte erster 
Art solche, welche bisher fast ausschließlich behandelt wurden; sie haben reelle 
Achsen (der Lage nach) und eine reelle Involution von konjugierten Durchmessern, 
gehen jedoch durch keinen reellen Punkt und berühren keine reelle Gerade. Die 
Geometrie der Lage definiert einen solchen Kegelschnitt als Inzidenzkurve (nach 
Reye, „Directrix‘‘ nach Fiedler) eines (ich sage ,,elliptischen‘‘) polaren Feldes, in 
welchem kein reeller Pol mit der entsprechenden Polare inzident ist; die darstellende 
Geometrie als Schnitt einer nichtgeradlinigen reellen Fläche II. Ordnung mit einer 
reellen Ebene, welche keinen reellen Punkt mit der Fläche gemein hat; und die 
analytische Geometrie als diejenige Kurve II. Ordnung, deren Halbachsen die rein 
imaginären Werte ia, 7b haben, welche also durch die Gleichung mit reellen Koëf- 
fizienten 6242 + a242 + a? b? = 0 ausgedrückt werden kann. Zu den imaginären 
Kegelschnitten ‚zweiter Art rechne ich solche, welche reelle Achsen (im übrigen 
aber keinen reellen Durchmesser), vier zu den Achsen symmetrisch liegende reelle 
Punkte und vier symmetrische reelle Tangenten besitzen, welche jedoch die reellen 
Punkte vom Mittelpunkt der Kurve trennen. Es ist sonach diesem Kegelschnitt 
ein reelles Rechteck eingeschrieben und ein reeller Rhombus umschrieben, jedoch 
so, daß die Eckpunkte des Rechteckes außerhalb des Rhombus liegen. Die Halb- 
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ist, und durch eine reelle Berührungsebene z,, welche eine gegebene Er- 
zeugende von den drei übrigen trennt; und ebenso der Kegel x,? durch 
vier reelle Erzeugende A, B,, C,, D, und eine reelle Berührungsebene 7, 
unter denselben Bedingungen. 

Nehmen wir die reellen Erzeugenden der pede ae so an, daß 
sie sich gegenseitig schneiden, etwa (B, B,) = b, (C,C,) =c, (D, Dy) =d, 
so wird die Kurve Lÿ die reellen Punkte b, c, d Eros und da ihr 
auch die Spitzen s,, & angehören, so gilt der Satz: 

Die imaginäre kubische Raumkurve kann (höchstens) fünf reelle Punkte 
besitzen. 

Dual kann man Lf als die Rückkehrkante einer imaginären ab- 
wickelbaren Umhüllungsfläche dritter Klasse 4/7 erhalten, deren erzeu- 
gende Ebenen zwei imaginäre Kegelschnitte dritter Art K,?, K,? berühren, 
welche, in zwei reellen Ebenen 6,, 6, liegend, ihre Schnittlinie 6, 6, = À 
zur Tangente haben. Die gemeinsamen Berührungsebenen der Kegelschnitte 
bilden einen Ebenenbüschel dritter Klasse 9” (nach Reye kubisches 
„Ebenengewinde“), umhüllen eine abwickelbare Fläche dritter Klasse 47, 
und sind zugleich Schmiegungsebenen der Kurve 2}. Die imaginäre 
Kurve K,? kann man z. B. durch A, drei weitere reelle Tangenten B,, C,, 
D, in der Ebene 6, und einem reellen passend gewählten !) Punkt ¢, be- 
stimmen; ebenso die Kurve K,? in der Ebene 6, durch reelle Tangenten 
A, B,, Cy, D, und einen reellen in geeigneter Lage angenommenen Punkt 2,. 
Nimmt man diese Tangenten so an, daß sie sich gegenseitig schneiden 
(auf der Geraden A), also in den Ebenen (B, B,) = B, (C, C2) = y, (D, D2) =9 
liegen, so werden auch die reellen Ebenen ß, y, 0 zu Schmiegungsebenen 
der Kurve 1; und da auch 6,, 6, ihre Schmiegungsebenen sind, sc folgt: 


achsen der Kurve haben komplexe Werte. Außerdem ist die affine Transformation 
dieses Kegelschnittes ‚zweiter Art‘; diese Kurve hat ein reelles Paar konjugierter 
Durchmesser, aber imaginäre Achsen; die Symmetrie der reellen Punkte und Tan- 
genten ist klinogonal, das eingeschriebene Rechteck und der umschriebene Rhombus 
gehen in Rhomboide über. 

Zu den imaginären Kegelschnitten ‚‚dritter Art‘ zähle ich solche, deren Mittel- 
punkt imaginär ist, welche jedoch ebenfalls, wie diejenigen zweiter Art, vier reelle 
Punkte und vier reelle Tangenten haben können. Von diesen acht reellen Elementen 
sind natürlich je drei von den übrigen fünf abhängig und können aus diesen reell 
konstruiert werden. Die Achsen dieser Kegelschnitte und sämtliche Durchmesser 
sind imaginär. Unter diesen Kurven kommen auch u. a. imaginäre Hyperbeln mit 
einer reellen und einer imaginären Asymptote, Parabeln mit einem imaginären 
unendlich fernen Punkte vor. Die imaginären Kegelschnitte ‚vierter Art endlich 
liegen in einer imaginären Ebene und können nur zwei reelle Punkte besitzen. So 
ist z. B. der Schnitt einer imaginären Ebene ¢ mit einer reellen Fläche II. Ordnung g? 
vierter Art; und schneidet die einzige reelle Gerade, die in der Ebene « liegt, die 
Fläche g? in zwei reellen Punkten, so gehören auch diese der Schnittkurve an. 

In analoger Weise werden auch die imaginären Flächen II. Ordnung ein- 
geteilt; insbesondere erhält man die imaginären Kegel durch zentrale Projektion 
der besprochenen imaginären Kurven II. Ordnung. 

1) ,, Über neue Arten von imag. Kegelschnitten‘, pag. 6 
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Die imaginäre kubische Raumkurve kann (höchstens) fünf reelle Schmie- 
gungsebenen besitzen. 

2. Durch fünf beliebige reelle Punkte im Raume 1, 2, 3, 4, 5, von 
welchen keine vier in einer Ebene liegen, kann man o? reelle kubische 
Raumkurven legen, welche ein Kurvenbündel 2 L* bilden. Denn durch die 
Geraden 72, 13, 14, 15 gehen oo! Kegel II. Ordnung, und ebensoviele durch 
die Geraden 27, 23, 24, 25; und jeder Kegel des einen Büschels schneidet 
jeden Kegel des zweiten Büschels in der gemeinsamen Erzeugenden 12 | 
und in einer kubischen Raumkurve, welche durch die gegebenen fünf 


Punkte geht. Diese sind die Grundpunkte des Bündels 2 L*, oder auch 
die Eckpunkte des Raumfünfeckes 12345; zu zweien kann man diese 
Punkte durch zehn Geraden, und zu dreien durch zehn Ebenen verbinden. 
Das ganze Gebilde nennen wir ein vollständiges Raumftinfeck; die Ver- 
bindungsgeraden 72, 13,...24,...sind seine Kanten, die Ebenen (123), 
(124),... (245), .... seine Flächen (oder auch Fünfeckebenen). Jeder Kante, 
z. B. 23, entspricht eine bestimmte gegenüberliegende Fläche (145). Der 
Schnitt II des Raumfünfeckes mit einer beliebigen Ebene g, welche durch 
keinen seiner Eckpunkte geht, besteht aus zehn Punkten und zehn Geraden 
(Fig. 1); die Schnittpunkte der Kanten 72, 13... mit der Ebene @ wollen 
wir kurz mit 12, 13, ..., die Schnittlinien der Flächen (123), (124) . 
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mit der Ebene @ mit 723, 124... bezeichnen. Durch jeden dieser Punkte 
gehen drei Geraden und jede Gerade geht durch drei Punkte. Eine solche 
Konfiguration II kann man in der Ebene @ auch ohne das Fünfeck 7... 5 
zeichnen, wie folgt: wir nehmen zwei beliebige perspektive Dreiecke an 
(Fig. 1), z. B. 13, 14, 15 — und 23, 24, 25 (Zentrum 12); ihre Seiten, 
die Strahlen homologer Eckpunkte 723, 124, 125 und die Perspektivitäts- 
achse 245 (auf welcher sich die homologen Dreieckseiten schneiden) bilden 
den Schnitt IT (Hesse’sche Konfiguration). Denn das / 345 des Raum- 
fünfeckes wird aus den Eckpunkten 7 und 2 auf die Ebene @ wirklich 
in zwei perspektive Dreiecke projiziert. 

3. Die Ebene @ schneidet jede Kurve des Bündels & £3 in drei Punkten 
m, n, p (von welchen zwei konjugiert-imaginär sein können), deren Ver- 
bindungsgeraden mn=P, mp=N, np=M (Bisekanten der Kurve) 
ein Dreieck mn p bilden. Sämtliche diese Dreiecke sind Polardreiecke 
eines polaren Feldes !), dessen Inzidenz-Kegelschnitt AK? entweder reell 
oder imaginär ist?) Fällt p auf die Kurve A? (wenn sie reell ist), so wird 
seine Polare P (Fig. 1) zur Tangente von K? im Pole p, und die Polare M 
des Poles m zur Tangente der kubischen Raumkurve L? (wobin=p, 
N =P, das Polardreieck m n p artet in die Strecke mp aus). Es ist somit 
der Kegelschnitt A? der geometrische Ort der Berührungspunkte jener 
kubischen Raumkurven, welche durch die Punkte 7...45 gehen und die 
Ebene o berühren ; solcher Kurven gibt es #1. Jeder Punkt der Kurve A? 
bestimmt mit den Punkten 7...4 eine kubische Raumkurve, welche aus 
diesen sechs Punkten sofort konstruiert werden kann. — 

Wenn jedoch außerdem auch der Punkt m=), M =P, so wird @ 
zur Schmiegungsebene der Kurve L? im Punkte p, in welchem sich auch 
die Kurven Z/? und X? berühren (siche den Punkt x in Fig. 1). Zur Darstel- 
lung des Kegelschnittes X? ist es nicht nötig, einzelne Raumkurven des 
Bündels & 213 zu konstruieren. Wir benützen dazu mit Vorteil der aus- 
gearteten Kurven. Jede Kante des Raumfünfeckes, z. B. 12, bestimmt 
eine ausgeartete Kurve mit demjenigen Kegelschnitte, welcher durch die 
Grundpunkte 3, 4, 5 und durch den Schnittpunkt der Kante 72 mit der 
Ebene (345) geht. Solcher Kegelschnitte gibt es ein Kegelschnittbüschel, 
daher ©! Raumkurven, welche in eine Gerade und einen Kegelschnitt 
ausarten. Noch vorteilhafter sind jedoch diejenigen, welche je in drei 
Gerade zerfallen. Je zwei windschiefe Kanten des Fünfeckes, z. B. 12, 45, 
bilden mit ihrer Transversale, welche durch den fünften Eckpunkt 3 geht 
[Sehnittlinie der Ebenen (123) und (345)], eine in drei Gerade ausgeartete 
Kurve des Bündels 2 23. Das Bündel enthält nur fünfzehn solcher Dege- 


1) Reye, Geometrie der Lage, 4. Ausgabe, II. Teil, pag. 205. 

*) Der Bündel 3 Z3 gibt auf der Ebene o ©? Polardreiecke; diese füllen sonach 
nicht ein ganzes polares Feld aus, weil ein solches &® Polardreiecke enthält, mit 
anderen Worten: es ist nicht ein jedes Polardreieck des Kegelschnittes A? zugleich 
Schnitt der Ebene e mit einer Kurve des Bündels 2 La, 
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nerationen.!) Darnach gibt der Schnittpunkt einer jeden Fünfeckkante, 
z. B. 12, mit der Ebene @ einen Pol 12 (Fig. 1), und die Schnittlinie der 
Gegenfläche (345) mit der Ebene @ die entsprechende Polare 345 des Kegel- 
schnittes K?; dem Pole 13 entspricht die Polare 245 u. s. f. Aus drei Polen 
und den entsprechenden Polaren kann man den Kegelschnitt A? sofort 
konstruieren. 

Ist @ eine Schmiegungsebene einer bestimmten Kurve Z$ des Bün- 
dels & L3, so wird Z3 aus jedem ihrer Punkte, z. B. 1, durch einen Kegel 
IT. Ordnung projiziert, welcher die Ebene g in einem Kegelschnitt X? 
schneidet (Fig. 1); dieser geht durch die Punkte 12, 13, 14, 15 und berührt 
den Kegelschnitt A? (wie oben gezeigt wurde) in einem bestimmten 
Punkte x. Ein zweiter Kegelschnitt Y? von derselben Eigenschaft berührt 
die Kurve A? im Punkte y.?) Die Punkte 1, 2, 3, 4, 5, x bestimmen eine, 
die Punkte 7, 2, 3, 4, 5, y eine zweite kubische Raumkurve, welche durch 
die Eckpunkte des Raumfünfeckes geht und die Ebene e oskuliert. Hiemit 
ist also auch die Aufgabe gelöst: 

Eine kubische Raumkurve zu konstruieren, welche durch fünf Punkte 
und eine Schmiegungsebene gegeben ist, die Aufgabe ist zweideutig. 

4. In unserem Falle (Fig. 1) sind diese beiden Kurven reell. Es ist 
nun die Frage, wie das Fünfeck 1...5 zu wählen sei, damit die Kurve Li 
bei gegebener Schmiegungsebene g imaginär werde. Dieser Fall tritt ein, 
wenn der Kegelschnitt X? imaginär wird. Das polare Feld 11 in der Ebene g 
und seine Inzidenzkurve Æ? sind genügend bestimmt durch ein Polar- 
dreieck und einen Pol mit seiner Polare. Nehmen wir also in der Ebene o 
(Fig. 2, wo o als die Horizontal-Projektionsebene angenommen wurde) 
die Geraden 723=B, 345 = A beliebig an, auf B den Punkt 12=a, 
auf A den Punkt 45 = b, so daßabc (wo c = À B) ein Polardreieck wird. 
Damit nun der Kegelschnitt A? sicher imaginär wird, wählen wir einen 
weiteren Pol d=25 innerhalb des A abc, seine Polare aber D = 134 
außerhalb desselben (oder auch umgekehrt), und bezeichnen die Schnitt- 
punkte (A D) = 34, (BD) = 13. Damit ist ein elliptisches polares Feld IT 
bestimmt; einen weiteren Punkt der Konfiguration, z. B. 15, kann man 
auf der Verbindungsgerade a d = 125 beliebig annehmen. Die Verbindungs- 
gerade 6, 15 schneidet dann D im Punkte 14, die Verbindungsgeraden 
a, 14; b, 25 schneiden sich im Punkte 24, ferner schneidet 24, 34 die Ge- 
rade B im Punkte 23, und schließlich d, 23 die Gerade A im Punkte 35, 
welcher auch auf die Gerade 13, 15 fallen muß. Damit ist die Konfiguration II 


1) Aus den zehn Kanten des vollständigen Raumfünfeckes kann man nämlich 
fünfzehn Paare windschiefer Kanten herausgreifen. Oder: durch jeden Eckpunkt 
des Fünfeckes gehen drei Transversalen, nämlich zu den drei Paaren von Gegen- 
kanten, welche die übrigen vier Eckpunkte verbinden. 

*) Es ist selbstverständlich, daß jeder Kegelschnitt in der Ebene e, welcher 
durch vier Punkte geht, deren Bezeichnung in einer Ziffer übereinstimmt, so z. B. 
12, 23, 24, 25, und die Kurve kK? berührt, denselben Berührungspunkt x (resp. y) 
geben muß. 
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in der Ebene konstruiert; aus ihr leiten wir das Grundfünfeck 1...5 
im Raume wie folgt. Durch den Punkt 12 ziehen wir in beliebiger Richtung 
(jedoch außer der Ebene @) eine gerade M 1), nehmen auf ihr die Punkte 
1, 2 an, verbinden den Punkt /im Raume mit dem Punkte 73 der Ebene g 
durch die Gerade N ‚und den Punkt 2 mif dem Punkte 23 durch die Gerade P; 


45 


Fig. 2. 


der Schnittpunkt (N P) = 3. Die Geraden 1, 14; 2, 24 geben den Schnitt- 
punkt 4, die Geraden 1, 15; 2, 25 den Punkt 52?) Beide kubische Raum- 


1) Fig. 2 zeigt nur die Vertikalprojektion dieser Konstruktion. 
*) Weil der Punkt 15 auf der Geraden ad beliebig angenommen wurde, durch 
der Punkt 12 im Raume oo? Geraden M gezogen und auf jeder die Punkte 1 und 2 
beliebig gewählt werden können, so ist es klar, daß der Kegelschnitt A? (in der 
12* 
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kurven, welche dem Fiinfecke 1...5 umschrieben sind und die Ebene @ 
oskulieren, sind imaginär. Daraus folgt: 

Die imaginäre kubische Raumkurve kann fünf reelle Punkte und eine 
reelle Schmiegungsebene besitzen. 

Es existieren sonach zehn reelle Ebenen, von denen jede diese ima- 
ginäre Raumkurve Lj in drei reellen Punkten schneiden, nämlich die 


Ebenen des vollständigen Fünfeckes 1...5. Die Kurve L$ hat auch 
zehn eigentliche Bisekanten: 72, 13, ... 23, ... 45. 


5. Von den vielen Spezialfällen heben wir den folgenden hervor. 
Lassen wir die Eckpunkte 2=3 zusammenfallen auf einer gegebenen 


Geraden T, und ebenso die Eckpunkte 4= 5 auf einer zu T windschiefen 
Geraden U; diese Geraden sind sonach Tangenten der Raumkurve LS 
in den Punkten 2 resp. 4. Außerdem sei der Eckpunkt 7 und die Schmie- 
gungsebene @ gegeben. Der Schnitt 11 des Grundfiinfeckes mit der Ebene @ 
reduziert sich auf die in der (als Horizontalebene angenommenen) Ebene @ 
abgebildete Figur 3. Damit jedoch die Kurve Lÿ imaginär wird, so wählen 
wir anstatt der eben genannten Gebilde in der Ebene @ die Spurlinie A 
der Ebene (1T) = (123), auf derselben den Spurpunkt b = 12 = 13 der 


Ebene e) 0° verschiedenen Raumfünfecken entspricht‘ Betrachtet man jedoch 15 
als Fixpunkt, welcher dann die Konfiguration II eindeutig bestimmt, so findet man, 
daß die Schnittfigur II in der Ebene g in diesem Falle oo! vollständigen Raumfünf- 
ecken entspricht. 
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Kante 12, die Spurlinie B der Ebene (2 U) = (245), und auf ihr den Spur- 
punkt a = 45 der Tangente U. Ferner nehmen wir innerhalb des Polar- 
dreieckes abc den Punkt d = 14 = 15 als Spurpunkt der Kante 74 und 
seine Polare D außerhalb des Aabc an; dann ist der Schnittpunkt 
(A D) = 23 Spurpunkt der Tangente T, und (B D) = 24 = 25 = 34 = 35 
der Spurpunkt der Kante 24. Aus diesem Schnitte IZ, welcher ein ellipti- 
sches polares Feld und seinen imaginären Inzidenzkegelschnitt A* bestimmt, 
leiten wir die räumlichen Gebilde ab, wie folgt: Durch den Punkt 23 ziehen 
wir eine Gerade 7 (siehe die Vertikalprojektion in Fig. 3) außer der Ebene o 
in beliebiger Richtung, nehmen auf ihr einen Punkt 2=3 an, verbinden 
den Punkt 2 mit dem Spurpunkte 12 durch die Gerade E, denselben Punkt 2 
mit dem Spurpunkte 24 durch die Gerade F, und bestimmen die durch 
den Punkt 4 gehende Transversale G zu den windschiefen Geraden E, F. 
Die Gerade G schneidet F im Punkte 4 == 5 und die Gerade E im Punkte J; 
endlich verbinden wir a 4= U (das Fünfeck I... 5 ist nur in der Vertikal- 
projektion abgebildet). Die Gebilde 7...45, @ bestimmen eine imaginäre 
kubische Raumkurve /;?. Daraus folgt: 

Die imaginäre kubische Raumkurve kann zwei reelle Tangenten mit 
reellen Berührungspunkten, außerdem noch einen reellen Punkt und eine 
reelle Schmiegungsebene besitzen. 

6. Dual zum Absatz 2 bestimmen fünf beliebige reelle Ebenen J, II, 
III, IV, V, von denen keine vier durch einen und denselben Punkt gehen, 
æ? reelle Ebenenbündel III. Klasse (nach Reye ,,Gewinde‘‘), welche eine 
Schar-Schar 22" von abwickelbaren Flächen III. Klasse umhüllen ; 
die Rückkehrkanten dieser Flächen bilden eine Schar-Schar von kubischen 
Raumkurven 8 23, welche die gegebenen fünf Ebenen oskulieren. Diese 
nennen wir die Grundebenen der Schar-Schar; sie bilden ein vollständiges 
Fiinfflach. Die zehn Schnittlinien der Grundebenen sind Kanten, die 
zehn Schnittpunkte je dreier Ebenen Eckpunkte des Fünfflaches. Jeder 
Kante, z. B. IT T/T entspricht ein Gegeneckpunkt (J IV V). Aus einem 
beliebigen Punkte 7 im Raume, welcher in keiner Ebene des Fünfflaches 
liegt, werden die Kanten und Eckpunkte durch zehn Ebenen resp. zehn 
Strahlen projiziert. Dieses projizierende Gebilde bezeichnen wir mit I. 
Durch den Punkt 7 gehen drei Berührungsebenen u, v, x (von denen zwei 
imaginär sein können) zu jeder Fläche der Schar Schar & 4/1), welche 
ein Dreikant begrenzen. Seine Kanten uv=P, un=N, vx =M sind 
Bitangenten der Fläche 4” (oder auch Biplanaren des zugehörigen Ebenen- 
gewindes). Sämtliche diese Dreikante gehören als polare einem polaren 
Bündel 7 an, dessen Inzidenzkegel x* reell oder imaginär sein kann. Fällt 
ausnahmsweise die Gerade P auf den Kegel x? (Fig. 4), wenn er reell ist, 
so wird die Polarebene x den Kegel längs der Geraden P berühren, und 
die Polarebene u (welche der Polare M entspricht) zur Berührungsebene 


9 


1) Oder: durch den Punkt r gehen drei Schmiegungsebenen zu jeder kubischen 
Kurve der Schar-Schar & Li. 
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der entsprechenden Fläche 4”, und ihre Erzeugende P geht durch den 
Punkt 7 [gleichzeitig wird v =2, N =P und das Polardreikant 7 (uv x) 
artet in den Winkel u x aus]. Es ist sonach der Kegel x? der geometrische 
Ort der Erzeugenden jener Flächen III. Klasse, welche die Ebenen I... V 
berühren und durch den Punkt 7 gehen; solcher Flächen gibt es o!. Wenn 
aber zugleich die Ebene u = x, M =P, so ist 7 ein Schmiegungspunkt auf 
der Fläche A! in der Ebene x (dem durch ihn gehen drei Nachbarerzeu- 
genden M = N =P), d. i. 7 liegt auf der Rückkehrkante L? der Fläche. 
Die sechs Schmiegungsebenen J ...V, x bestimmen die kubische Raum- 
kurve Z3, welche auch durch den gegebenen Punkt 7 gehen muß. 

Den Kegel x?, dessen man zur Be- 
stimmung der Ebene x benötigt, kon- 
struieren wir am vorteilhaftesten wieder 
mittels ausgearteter Flächen 4/7. Jede 
Kante des Grundfünfflaches, z. B. 1 II, 
bestimmt eine solche Fläche samt dem 
Kegel @?, welcher die Ebenen I/II, IV, V 
und e berührt, von denen @ durch die 
Kante 7 11 und den Schnittpunkt (//Z IV 
V) gelegt ist. Solcher Kegel gibt es oo, 
somit auch ebensoviele Flächen 4/1, Ba, 
welche je in eine Gerade und einen Kegel 
ausarten. Am besten benützen wir jedoch die in drei Gerade zerfallende 
Flächen. Zwei windschiefe Kanten des Fünfflaches, z. B. 777, IV V und 
ihre Transversale S, welche in der Ebene /1/ liegt (Verbindungsgerade der 
Schnittpunkte der Ebene /// mit den zwei Kanten) bilden eine so aus- 
geartete Fläche). Solcher Flächen gibt es in der Schar-Schar 8 41 
fünfzehn (siehe Absatz 3). Darnach gibt die durch den Punkt 7 und eine 
beliebige Fünfflachkante, z. B. I IT, gelegte Ebene eine Polarebene (r, I II), 
und die Verbindungsgerade der Gegenecke (I1/, IV, V) mit dem Punkte 7 
die entsprechende Polare des Kegels #2. Der Polarebene (r, 7 TIT) entspricht 
der Pol (ZI IV V) u. s. w. Aus drei solchen Paaren des polaren Bündels 11 
kann nun der Inzidenzkegel x? sofort konstruiert werden (mit Hilfe des 
Schnittes mit einer beliebigen, den Punkt 7 nicht enthaltenden Ebene 6). 

Wenn 7 ein Schmiegungspunkt einer bestimmten Fläche A’ ist, 
also ein Punkt ihrer Rückkehrkante /?, dann wird die Fläche 41 von 
jeder ihrer Berührungsebenen, z. B. /, in einem Kegelschnitte A? ge- 
schnitten. Diese Kurve, wird aus dem Punkte 7 durch einen Kegel £& pro- 
jiziert, welcher die Ebenen (fr, Ten, (vy, TIII), (A iis (7, IV) und 
außerdem (wie oben gezeigt wurde) den Kegel x? berühıt, diesen längs 
einer bestimmten Erzeugenden X. Der zweite Kegel von derselben Eigen- 


1) Das Ebenengewinde III. Klasse, welches die Ebenen J, II, III, IV, V 
und (S, /I/) bestimmen, zerfällt in drei Ebenenbiischel I. Klasse mit den Achsen 
DEIN VS: 
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schaft 7? berührt den Kegel x? nach einer Erzeugenden Y. Sind die Be- 
rührungsebenen längs X, Y resp. & n, so ist durch die Schmiegungsebenen 
I, IL, III, IV, V, & eine, durch J...V, n eine zweite kubische Raum- 
kurve bestimmt, welche die Ebenen des Grundfünfflaches oskulierend, 
durch den gegebenen Punkt 7 geht. Die weitere Konstruktion der Kurve 7? 


Fig. 5. 


aus sechs Schmiegungsebenen ist bekannt. Es ist damit zugleich die Auf- 
gabe gelöst: eine kubische Raumkurve zu konstruieren, von welcher ein Punkt 
und fünf Schmiegungsebenen gegeben sind; die Aufgabe ist zweideutig. 

7. Diese Kurve L? ist gleichzeitig mit dem Kegel x? reell oder ima- 
ginär. Damit sie sicher imaginär wird, nehmen wir (anstatt der Ebenen 
I...V) den polaren Bündel 11 so an, daß er elliptisch wird. Wir legen 
durch den angenommenen Mittelpunkt 7 (Fig. 5) zwei beliebige Ebenen 
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a, B, in der Ebene « durch 7 eine Gerade B als Polare der Ebene ß, und 
in der Ebene ß durch 7 eine Gerade A als Polare der Ebene «, so daß, wenn 
wir die Schnittlinie «B =C und die Ebene (A B) = y bezeichnen, 7 (A BC) 
ein polares Dreikant im Bündel JZ bildet. Ein weiteres polares Paar (D à) 
bestimmt dann den Bündel II eindeutig. Damit er elliptisch wird, ziehen 
wir die Polare D durch 7 innerhalb des Dreikantes (4 BC), und legen 
seine polare Ebene Ö beliebig durch 7, aber so, daß sie ganz außerhalb 
dieses Dreikantes verläuft.!) Aus diesen Elementen kann man die übrigen 
und die Ebenen des Grundfünfflaches 7...V ableiten, wie folgt: 

Die Gerade A möge (aus dem Punkte 7) den Schnittpunkt der Ebenen 
(III IV V) =a projizieren. Dann projiziert die Gegenebene @ die Kante 
I IT, die Gerade B den Schnittpunkt (J II III) =}, die Ebene ß die 
Kante IV V, die Gerade D den Schnittpunkt (J III IV) =d, die Ebene 0 
die Kante // IV. Die Ebene (A D) projiziert die Kante 111 IV, ihre Polare 
«d=E den Punkt (I IJ V) =e, die Ebene (BD) die Kante 7 III, ihre 
Polare 80 =F den Punkt (IJ IV V) =f. Ziehen wir ferner in der Ebene 
(A D) eine Polare 7 G, welche den Schnittpunkt der Ebenen (1 11 V) =g 
piojizieren wird, und konstruieren die übrigen Elemente des projizierenden 
Bündels also ?): die Ebene (B G) schneidet 0 in der Polare H, welche den 
Punkt (11111 V) = h projiziert; die Ebenen (A H) und (B D) schneiden 
sich in der Geraden J, die den Punkt (7 /IIV)=7 projiziert. Ferner 
schneiden sich die Ebenen (J E) und ß in der Geraden K als projizierenden 
des Punktes (I JV V) =k, die Ebenen (D A) und « in der Geraden L als 
projizierenden des Punktes (J 11 IV) =/, welche auch in die Ebene (F G) 
einfallen muß. 

Damit ist der Bündel II konstruiert. Das Fünfflach 7... V erhalten 
wir schließlich aus dem Bündel auf folgende Weise: in der Ebene « = (BE) 
nehmen wir beliebig die Kante M =711=e1 an, legen durch dieselbe 
beliebig die Ebenen J, ZI, bestimmen die Schnittlinie N=TIII der 
Ebene J mit der Ebene (B D J), bezeichnen die Punkte (B N) = (I II III: 
=5b, DN=(IIIIV)=d, JN)=(I IIIV)=j. Weiteis bestimmen 
wir die Schnittlinie P = 71111 der Ebene JJ mit der Ebene (BGH) 
bezeichnen die Punkte (GP) = (11 HI 1V) =g, (HP=(IIIIIV)=h, 
die Ebene (N P) = III. Analog bestimmt die Schnittlinie der Ebenen J 
und (X Z) mit der Schnittlinie der Ebenen JZ und (FL) die Ebene IV, 
und endlich bestimmt die Schnittlinie der Ebenen J und (E J) mit der 
Schnittlinie der Ebenen JJ und (E H) = à die Ebene V. Die Ebenen 


1) Oder auch umgekehrt D außerhalb des Dreikantes, und die Ebene 6 so, 
daß sıe das Innere des Dreikantes durchdringt. 

*) Zur Ausführung dieser Konstruktionen benützen wir mit Vorteil den Schnitt 
sämtlicher Gebilde mit einer beliebigen Ebene o (welche nicht durch den Punkt r 
geht), wie in Fig. 5 angedeutet ist. Dieser Schnitt wird aus dem Polardreiecke a, b, cı 
und dem Paare d, D, ebenso abgeleitet, wie derjenige im Absatz 4 auf der Ebenee 
(Fig. 2). 
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I...V als Schmiegungsebenen und der Punkt 7 bestimmen die imaginäre 
kubische Raumkurve J,?. Daraus folgt: 

Die imaginäre kubische Raumkurve kann einen reellen Punkt und fünf 
reelle Schmiegungsebenen besitzen 

Es existieren sonach zehn reelle Punkte, von denen jeder drei reelle 
Schmiegungsebenen nach der imaginären kubischen Raumkurve L3 aus- 
schickt; es sind die Eckpunkte des Fünfflaches 7...V. 


Déduction du point radiant d'étoiles filantes des éléments 
de l'orbite d'une comête et démonstration de la connexion 
des Aquarides et Orionides avec la comète de Halley.') 


Dr. HENRI SVOBODA. 


Présenté le 17 janvier 1914. 


PRÉFACE. 


Pour démontrer la connexion d’un courant d'étoiles filantes avec 
une comète j'ai employé la méthode suivante: 

Je suis parti des éléments de la comète et j'ai cherché la direction de 
son mouvement au lieu où l'orbite de la comète est le plus près de celle 
de la Terre. Si les météores forment un courant continu entourant l'orbite 
de la comète dans toute sa longueur, on peut supposer que la direction 
des météores aux points d’une section quelconque normale à l'orbite de la 
comète est approximativement la même que celle de la comète. 

Prenons donc une série de points sur l'orbite de la Terre près du 
point, où celle-ci se rapproche le plus de l'orbite de la comète — par ex. 
les positions de la Terre par intervalles de deux jours — et si nous traçons: 
à travers ces points des plans normaux à l'orbite de la comète ,nous pourrions 
remplacer les directions des météores pénétrant là-même, dans l'atmosphère 
de la Terre, par les directions que prend la comète aux points où les plans 
normaux respectifs coupent l'orbite de la comète. Les directions opposées 
nous donnent les coordonnées du point réel de radiation. Nous pouvons 
facilement déduire les coordonnées du point de radiation apparent, de 
la vitesse réelle des météores et de celle de la Terre. Nous prenons pour 
vitesse réele des météores celle de la comète à la distance, Terre—Soleil. 

Si maitenant nous trouvons dans la table des étoiles filantes pour 
le temps du plus grand rapprochement de la Terre à l'orbite de la comète, 
un radiant aux coordonnées approximativement égales, nous pouvons 
conclure avec la plus grande vraisemblance à la connexion du courant 
respectif des étoiles filantes avec la comète. 


*) Vypoéet radiantu roje meteorického z e:ementü drähy komety a dükaz 
souvislosti Aquarid a Orionid s kometou Halleyovcu; Rozpravy Ceské Akade- 
mie cis, Frant. Jos. XXIII. 3. 1914. 
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L’avantage de cette méthode consiste d’abord dans le fait qu’on 
peut utiliser simultanément tous les résultats des observations faites 
pendant de longues années pour déterminer le radiant apparent, ensuite 
qu’on peut constater la connexion de la comète avec un courant d’étoiles 
filantes aussi dans les cas, où l’orbite de la comète se rapproche le plus 
de celle de la Terre à une plus grande distance du nœud, comme il en est 
par exemple dans le cas des Orionides. 


Nous choisissons le système fondamental de coordonnées O X Y Z (fig. 1) 
de manière que le plan O X Y s’identifie avec celui de l’Ecliptique, l’axe O X 
soit dirigé vers le point vernai et l’axe O Y vers 90° de longitude. Le deuxième 
système de coordonnées O X’ Y’ Z’ a le plan O X’ Y’ dans celui de l’orbite 
de la comète et l’axe O Y’ tend vers le périhélie. Enfin nous choisissons 


encore dans le plan de l’écliptique le système auxiliaire O X, Y, (Z), dont 
l’axe O X, tend vers le noeud ascendant. Le centre du Soleil se trouve dans 
l'origine commune de ces systèmes. Le plan O Z Z’, sur lequel est situé 
aussi l’axe O Y,, coupe le plan OX Y suivant une droite OL, qui est le 
prolongement rétrograde de O Y,. 
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Soit © la longitude géocentrique du Soleil, y le rayon vecteur, on a 
pour les coordonnées de la Terre dans le système O X Y Z 


x = — 7 cos © (1) 
y = — 7 sin © 
Les coordonnées de la Terre dans le système OX, Y, sont 
= x«xcos2+ ysin = —rcos (2 — ©) (2) 
y=—xsn&+ycs2= rsin(S—O©) 4 
& étant la longitude du noeud ascendant de la comète. 
Les formules 
x’ = x, sin @— y, COS @ COS 1 
y’ = x, COS w+ y, sin COS 1 (3) 
= — yy Sint, 


où @ signifie la distance du périhélie de la comète du noevd ascendant, 
i est l'inclinaison de l’orbite de la comète, nous permettront de calculer les 
coordonnées de la Terre dans le systeme O X’ Y’ Z’. Nous pouvons déter- 
miner le point sur l’orbite de la Terre, qui est le plus pres de celle de la 
comète, ainsi. A l’aide de la construction géométrique nous trouvons sa 
position approximative. Prés de ce lieu nous prenons une série de points, 
il serait le mieux de choisir les positions de la Terre par intervalles de 
deux jours, et nous calculons pour chacun de ces points la plus courte di- 
stance a l’orbite de la comete. 

Soient dans le système O X’ Y’ Z’, x9’, yo les coordonnées d’un point 
sur l’orbite de la comète, nous avons donc pour le carré de la distance au 
point x’, y’, 2’ sur l’orbite de la Terre 


2 ‚’\2 ar’): FR 
B= (x! — a)? + (yo — y} + 72 (4) 
Pour minimum (resp. maximum) nous receverons l'équation 


, n Yo’ : = 

— 5 + Go — y) 24 = 0 (5) 
2 dx, 

à condition que les coordonnées vérifient identiquement l’&quation de l'orbite 

de la comète 


a) elliptique b) parabolique 
(y : ae é 2 x % 4 € LA 2 / 
= 72 25 pe OC) %y*=—2py¥ + 2° (6) 


en représentant par a le demi grand | en désignant par p le paramètre de 
axe, b le demi petit axe, el’excentri- | l'orbite. 
cité linéaire de l'orbite. 


Les équations (5) et (6) resp. (5°) et (6’) donnent pour le minimum 
(maximum) la condition 


%,4+4x%,°+Bxy 2 + Cx’ +D=0 (7) 


~ 


ou 


Ph a 
oF Re 
bi x/2 + a2 b2 1/2 — D? ei 
15) = 2 
4! 
© Ay 
€ 
Da 
D = — Ar 
My IE 


L’equation (7) donne pour x, quatre 
valeurs, dont deux seulement sa- 
tisfont a la condition du minimum 


ab? x! Vb? — xy? — & (b? — x9/2) >0 (8) 


Le signe de la racine est le méme 
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Ho? + A x +B=0 (7) 
ou 
APE ve 
B= —2p? x’ 


L’équation (7’) donne pour x, trois 
valeurs, dont deux seulement sa- 


tisfont a la condition du minimum 
3 x? +A>0 (8’) 


A calculer les valeurs respectifs des. 


/ 


vp sert la formule 


que celui de 7’, car le premier 
membre doit être positif. Le même 
signe a la racine dans la formule 


Dim Oe 


2? 


a — 
FE -. V 2 
b b 


(9), Do (9°) 


12 
i 


Yo € 


ui sert à calculer les +,’ respectifs. 
. 20 


Dans les couples x, yy nous choisissons celui qui rend moindre la 
valeur de 


/ 


Pour trouver plus commodément les valeurs de x9’ et yo’, il convient de 
trouver au moyen de la solution graphique des équations (7) resp. (7) les 
valeurs approximatives; précisement on ne calcule donc que la valeur 
de x9’, qui est la plus proche de la valeur de x’, de sorte qu'il n’est pas besoin 


de faire usage des formules (8) et (8°). 


Ayant obtenu de cette manière les couples x9’, y, correspondant aux 
positions de la Terre x’, y’ dans les temps £,, 4, {, . . on obtiendra en substi- 
tuant dans l'équation (4), les plus courtes distances /,, /,, L,... On deduira 
donc très facilement la valeur de ¢ qui répond à la distance / la plus petite. 
Dans le calcul suivant on peut faire usage des valeurs x’, y’ et x, Vp, qui 
correspondent au temps /. Parce qu’un point radiant est souvent dans 
l’activité par intervalle de plusieurs jours, il vaut mieux de continuer le 
calcul parallèlement n'ayant en égard que les temps de valeur ¢ les plus 
proches. 
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On a obtenu de cette maniere sur l’orbite de la cométe une série de 
points situes dans les plans normaux tracés a travers les points x’, y’ de 
l’orbite de la Terre à l’orbite de la comète. Il a été montré dans la préface 
qu’on peut remplacer la direction des météores rencontrant la Terre dans 
la position x’, y’, par la direction du mouvement de la comète au point 
X9 ; Yo, C'est a dire par la direction de la tangente a l’orbite de la comète 
à ce point. Les cosinus directeurs de cette tangente sont 


Fig. 2. 


6 désignant l’angle que fait avec O X’ la direction des météores on a 
cso=Aetsno=yu; 


les coordonnées donc du radiant point réel W (fig. 2.) dans le systeme 
OX’ Y’ Z’ sont 


11500 MC, Bu 0. 


Pr 
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Nous obtiendrons les coordonnées éclipticales A,, 6, du radiant réel 
7 


par la solution du triangle K Q W, où À W = 1,’ + @ == Soe (Wa 
KQ=4,—8 et OW=8:;: 

cos B, sin (A, — 2) = cos (6 + m) cost 

cos B, cos (A, — 2) = — sin (6 + 0) 

sin By = cos (6 + w) sint 

Par l’influence du mouvement de la Terre on voit les météores arriver 

dans une direction différente qui est donnée par les coordonnées du radiant 
apparent. 


Designons par x la déviation de la direction reelle (fig. 3) et par ® 
le complément de l’angle, que fait avec la direction de la Terre la direction 
réelle. La direction du mouvement de la Terre prolongée perce la sphére 
dans apex A (fig. 4), tandis que les prolongements rétrogrades de la di- 
rection réelle et apparente la percent au radiant réel W et apparent S. 
Et parce que toutes le trois directions menées d’un point sont situées sur 
un plan, les points A, S, W sont situés sur un grand cercle qui fait avec 
l’ecliptique langle w. 

Sil’on suppose l’orbite de la Terre circulaire, on peut déduire faci- 
lement la longitude de l’apex L = 270° + ©. Un calcul plus précis exi- 
gerait de faire usage de la formule pour l’orbite de la Terre elliptique (Bau- 
schinger: „Die Bahnbestimmung‘‘, p. 584). 

L=270°+ © + sin (© — à), 
où e est l’excentricté de l'orbite terrestre et & la longitude du périhélie 
de la Terre. Br 
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En considérant le triangle sphérique À Q W (fig. 4), dans lequel on 4 
aAW=%, AQ=A,—L, QW=4,, on trouve les formules = 


sin Ÿ sin v = sin By oo 
sin ® cos d = cos B, sin (A, — L) a 
cos à = cos B, cos (A, — L). 


l’angle w est ensuite compris entre 0° et 3600. 


Z iS 


Fig. 4. 


En revenant à la fig. 3 on obtiendra encore l’angle nécessaire x 


sin $ 
tg X — nn eh 


U 


We + cos 1} 


où v est la vitesse réelle des météores et V celle de la Terre au point x’, y. 
Pour le rapport des cettes vitesses on obtiendra 


2 2 | 2 x 
Dek ze v r 
Pe 2 i ee Ya 
j yon | J ER 3 

7 Y i 
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La solution du triangle AR S (fig. 4), dans lequel on a À S — 9 — y, 
AR=iA—L, RS—$, nous donne les coordonnées éclipticales 4, B 
du radiant apparent: 

cos B sin (A — L) = sin (# — yx) cos b 

cos B cos (A — L) = cos (# — x) 

sin B = sin (9 — x) sin y. 
Parce que les radiants sont presque toujours indiquées en coordonnées 
équatoriales on introduira au moyen de la transformation connue au lieu 
de A et B les coordonnées équatoriales a et 0. 


Ensemble de formules. 


Au moyen de la construction on obtiendra pour la distance la plus 
courte de l’orbite de la Terre et celle de la comète le temps ¢, approxima- 
tivement. 

On continue le calcul parallèlement pour les temps ¢,, fy, f, . . ., qu 
on choisit de maniére que le temps ¢ se trouve au milieu. 


La longitude du Soleil © = 


’ 


Le rayon vecteur u 
x = —7 cos © z 
y = — y sin ©. 


La longitude du noeud ascendant 2 = 
La distance du périhélie au noeud » = 


La déclinaison de l'orbite = 
4 = x«cosQ+ ysin&= — y cos (S — ©) 
M = —xsin & +ycs2&= rsin(2—O) 
x = x, SIN W — Y; COS @ COS À 
y’ = %X, COS © + y, Sin @ cos 1 
À = — y, Siwi 
a) ellipse b) parabole 
Le demi grand axe a = La distance du périhélie qg = 
Le demi petit axe b = Le parametre D PNG 
L’excentricité lin. e = V a? D? = ae 
n’ = y’ ar & 
Dal Use E 
A= Fr) A=: 729, 
Fernreisen |p apy 
€” | 
9 pi x! | 
(= aaa 
2 


Bulletin international, XIX, 13 
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b6 x’2 
D=— a 
% + Ax? + Bo + Cx’ +D=0 %° + Ax, + B—0 
ab Vb? —x,2—e2 (b2 — x) >0 Su 2150 
’ a 72 / 2x 
= EVE XP — 6 wet Te 


WE a ei ent © 


Pour les temps 4, ty, t; . . . on obtiendra /,, /,, /;... En continuant 
le calcul on ne retient que les temps les plus proches du temps du mi- 
nimum J. 


EN EN vg ara 
a Vi +2%° VRP + x? 
DEA 
En  —— — SSS 
Vit ex,” Vp+ x 
v =0 v—Ü 
cos 6 — À 
sing =u 


4,’ = 1800 + ©, B,’ =0 


cos B, sin (Ay — 2) = cos (6 + @) cos i 
cos B, cos (A, — 2) = — sin (6 + o) 
sin bi = cos (6 + 0) sini 


L = 27094 © + —" sin (© — 8) 


ee Rea eee) a = | 
= BT, & = 1019132 + 1028 (¢ — 1900) 


sin ® sin vd = sin B, # compris entre 
sin 9 cos d = cos B, sin (A, —L) 0° — 1800 
( a 


cos À = cos B, cos (4, — L) E 

Fa DEEE Si 
LES eae v r 2 
Vasen ie SE = 

LES 1 V 2 1 2—r 

7 2 

sin à 
tex 
rac 


cos B sin (A — L) = sin (# — y) cos w 
cos B cos (A—L) = cos (# — x) 
sin p = sin (3 — y) sin v 
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sin m sin M = sin B 

sin m cos M = cos B sin À 

cos m = cos B cos A 

cos 0 sina = sin m cos (M + e) 
cos 0 cos & = cos m 

sin À = sin m sin (M + e) 


Détermination du point radiant d’un courant météorique qui est 
en connexion avec la cométe de Halley. 


Les elements de l’orbite de la cométe de Halley (A. N. 4406 et Annuaire 
Astronomique 1913 p. 161) sont 


= Or | 

2 = 57916’ ; 1910-0 
D6 20181 | 

gq = 0-5872 

a = 17-9456 

e = 17-3587 


J'ai trouvé au moyen de la construction que l’orbite de la comète 
est le plus prés de celle de la Terre le 4 mai et le 18 octobre. 


Wictermminatvon edu point va dant. dius mad 


Mai Ile 3. 5. (lf. 9): 

OS goo ihe 420 8/ 440 4” 46° 0’ 47° 56’*) 

log r= 0:00339 0-00361 0-00382 0-00403 0-00424 

log x = 9,88647 9,-87377 9,-86027 9,-84580  9,-83031 

log y= 9,:81311 9,-83023 9,-84611 9,-86096 9,-87486 
x, = — 096337 — 097336 —0-98219 —0-98987 — 0-99645 
Yı = + 0:29607 + 0-26326 + 0-23039 + 0-19721 + 0-16377 
x = — 0-99934 — 0:99707 —0-99372 — 0:98916 — 0-98351 
y” = + 0-09426 + 0-12697 + 0-15932 + 0-19153 + 0-22354 
2’ = — 0-09043 — 0-08040 — 0-07037 — 0-06023 — 0-05002 
A = —0-1374 —0-1371 —0-1367 —0-1360 —0-1353 


B=-+ 1.6685 + 1-7522 + 1.8348 + 1-9185 + 2-0011 
C = + 2.8474 + 2-8409 + 2-8314 + 2-8184 + 2-8023 


D = —0-0978 —0-0974 —0-0967 —0-0958 —0-0948 

% = — 10273 —1-0095 —0-9916 —0-9730 — 0-9545 

Ve O23 0-139 0-156 0-172 0-188 
2— 0-0255 0-00677 0-00497 0-00470 0-00464 


*) Berl. Jahrb. 1910. 
13* 
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Nous obtiendrons par interpolation pour le 11 mai /? = 0-00609 
l= 0-16 0-083 0-070 0-068 0-068 
et pour le 11 mai 0-078. 
La Terre se rapproche le plus de l’orbite de la cométe entre le 5 — le 
9 mai. D'après ,, Companion to the observatory“ est actif entre le 1 — le 6 mai 
le radiant dans la constellation du Verseau: Aquarides (a = 3380, 0 — 20) 
Alors nous trouverons les coordonnées d’un radiant pour le 5 et le 7 mai. 
Mai 5 fl 
log 4 = 9,-87548 9,-87919 
log u = 9,:81995 9,-81504 
6 = 2219 21’ 220° 47’ 
Les coordonnées du radiant réel 
A 3308225 355° 57’ 
Bee lores 15 43 
Les coordonnees de l’apex 


1E, SoBe 315° 13’ 


= 44026’ 430 10’ 
D 992,53 23 20 
Pour le rapport des vitesses nous obtiendrons 
= 14004 1.4007 
La deviation de la direction reelle 
X = 180 19’ 17° 48’ 
Les coordonnées éclipticales du radiant apparent sont 
N 3380 45’ 
B= 9051’ 90.46’, 
que nous donnent les coordonnées équatoriales du radiant apparent 
BE 3360 45’ 
d= O0 26 0 47 
En comparant nos résultats avec les coordonnées des Aquarides (@ = 338°, 
d = — 2°) nous voyons que la concordance est si frappante qu'on peut 
prendre la connexion des Aquarides avec la comète de Halley pour plus 
que probable. 


Il semble que c’est le prof. A. Herschel,*) qui ait attiré pour la première 
fois l'attention sur la possibilité de la connexion de ce courant avec la 


*) Monthly Notices R. A. S., XXXVIII, p. 379.; Olivier: „175 parabolic 
orbits deduced from over 6200 meteors‘‘, p. 10. 
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comete de Halley. De méme M. Denning exprima la supposition concernant 
la connexion des Aquarides avec la comète de Halley; il attira en 1910 
lattention sur ce courant des météores et fit appel à une observation 
soigneuse pour le temps de 1 —5 mai (Nature 80, p. 259 et 83, p. 320). 
Mr. Ch. P. Olivier (Publ. Astronomical Society of the Pacific 22. 141: ,,The 
Aquarid Meteors‘, a déduit les éléments paraboliques des Aquarides des 
observations faites le 4, 5, 11 et 13 mai et indiqua l’etroite connexion de 
ce courant avec la cométe de Halley. Dans son travail ultérieur 
„175 parabolic orbits and other results deduced from over 6200 meteors‘‘, 
publié dans les ,,Transactions of the American Philosophical Society‘ il 
traite aussi la question de cette connexion. C’est ici qu'il faut placer aussi 
le travail de M. C. Hoffmeister ,,Uber den Zusammenhang der Mai- 
Aquariden mit dem Halleyschen Kometen‘ (A. N. 4573); dans ce travail 
il a determine les éléments de l’orbite de ce courant météorique du radiant 
des Aquarides-mai, dérivé en vertu des observations du collaborateur 
du Bureau Central Météorique. De la concordance approximative de ces 
éléments avec ceux de la comète de Halley, M. Hoffmeister conclut: dans 
ce cas on pourrait à peine mettre en doute la connexion de la comète 
avec les étoiles filantes. 


DÉétérmimatron dd uMpointnadiantedtoctobre. 


Octobre ke 19. mile 93: 

OÙ 203° 12’ 2059 11’ 207° 10’ 209° 10’ 

hole f= 9-99838 9-99813 9.99789 9.99766 

log x= 9-96176 9-95476 9-94712 9-93878 

log y=  9:59381 9-62705 9-65741 9-68550 
% = + 0-82530 + 0-84365 + 0-86096 -+ 0-87739 
yy = — 9055808 —0-52888  — 0:49908 —0-46849 
x = + 0:96331 + 0-97007 + 0-97566 + 0-98016 
y” = + 0-18862 + 0-15600 + 0-12323 + 0-09009 
z= + 0.170455 + 0-16153 -+.0-15243 + 0-14309 
A = ~~ 01325 0-1334 0-1342 0-1348 
JB) = 1-9108 1-8293 1-7434 1-6575 
C = — 92-7447 — 2-7640 — 2-7799 — 2-7927 
D = — 0-0909 — 0-0922 — 0:0932 — 0-0941 


% = + 0:9595 + 0-9792 + 0-9991 + 1-0186 

Yo = + 0-183 —+ 0-166 + 0-149 + 0-131 
P= 0-02913 0-02626 0-02445 0-02362 
LS OOF 0-1620 0-1564 0-1537 


et par interpolation pour le 25 octobre / = 0-1545. 
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Alors la Terre est le plus pres de l’orbite de la cométe le 24 octobre 
environ. A l’époque entre le 18 — le 30 octobre sont actifs les radiants 
suivants: le 18—le 20 octobre Orionides (a = 92°, d = + 15°), le 23 octobre 
(« = 100°, d+ 130), le 29 octobre (a = 109°, d = + 239).*) 

Nous calculerons les coordonnées d’un radiant pour le 19, 21 et 
23 octobre. (Nous obtiendrons ensuite par interpolation les coordonnées 
d’un radiant pour le 29 octobre). 


Octobre 19 21 23 
log A = 987786 9,-87397 9,-87003 
log w= 9-81670 9-82198 9-82677 
Ga 15% 1% 1380 25’ 1379 517 
Les coordonnées du radiant vrai 
A = 75049 760 16 760 497 
B = —5 47 — 5 58 — 6208 
Les coordonnées de l’apex 
2111160467 118° 5’ 120° 5’ 
D’oü nous obtiendrons | 
a= 40945’ 42° 10’ 430 37’ 
Al Or 171 06 171 06 


Pour le rapport des vitesses nous trouverons 


7 = 13915 1.3911 1.3908 
La deviation de la direction reelle 
y= 16054 170 28’ 180 04° 


Les coordonnées éclipticales du radiant apparent sont 


f= 920507 93° 39’ 940 48° 
B=—3 35 —3 42 — 3 50 
d'où nous obtiendrons les coordonnées équatoriales du radiant apparen 
G= ENS 93° 52’ 95° 05’ 
== il) I 19 41 19 33 


Les coordonnées dérivées se rapprochent tant de celles du radiant 
des Orionides d’octobre (Octobre 18—20, @ = 920, 3 = + 15°) **) qu'on ne 
peut douter de la connexion de ce courant météorique avec la comète de Halley. — 
Nous pouvons obtenir aussi une belle concordance si nous nous servons 
des coordonnées du radiant dérivé a la suite des observations des Orionides 


*) Companion to the observatory 1911. p. 6. 
*#) IPTC. 


pl 
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en 1909 à Kasan («= 880 + 2-90 [e. m.], d= + 21° +1-7° [e. m.]) *). 
Il semble que les radiations du 23 oct. (a = 100°, d = + 13°) et du 29 oct. 
(a = 1090, 0d =+ 230) proviennent aussi des météores de la cométe de 
Halley. 

Je crois que la connexion des Orionides avec la cométe de Halley 
est démontrée pour la premiére fois dans mon travail. La raison pour 
laquelle cette connexion ne fut pas découverte auparavant, est que l’orbite 
de la cométe se rapproche de celle de la Terre a une grande distance du 
noeud (30°). 

Il semble aussi que c’est le premier cas où la Terre rencontre deux 
ois par an le même courant des étoiles filantes. 


*) Astronom, Nachr. 4418, 


De la figure du courant météorique de la comete 
de Halley.”) 


Dr. HENRI SVOBODA. 
(Presente le 26 avril 1914). 


Dans mon travail précédent ,,Déduction du point radiant des étoiles 
filantes des éléments de l’orbite de la cométe et démonstration de la con- 
nexion des Aquarides et Orionides avec la comète de Halley“ je suis parti 
de la supposition que les météores entourant l’orbite de la cométe dans 
toute sa longueur sont symmétriquement disseminés autour de l'orbite 
de la comète aux endroits où la Terre rencontre le courant, c’est à dire: 
la section normale du courant est un cercle (fig. 1. I.). Cette supposition 
est une possibilité moyenne entre deux extrêmes. L'une de celles-ci serait 
que les météorites fussent disseminés en majeure partie au plan de l'orbite 
de la comète — la section normale du courant serait une ellipse dont le 
demi grand axe serait situé sur le plan de l'orbite de la comète (fig. 1. IL.). 
C'est de cette supposition qu'on partait jusqu'à présent pour déduire la 
connexion des courants méteoriques avec des comètes, car on cherchait des 

météores aux noeuds 

: de l'orbite d'une co- 

— eee Plandel'orbite dela comète. mète. Pour cette rai- 
son on ne put pas 

: constater la connexion 
des Orionides avec la 
comete de Halley, car 
l’essaim apparaît le 
a 19 octobre environ 
tandis que la Terre 
traverse le noeud dans 
la seconde moitié de 
m novembre et elle se 
trouve dans une grande 

Fig. 1. distance de l’orbite de 


Plan de l'orbite de la comete se 


Plande l'orbite dela comète. 


*) Rozpravy Ceské Akademie cis. Frant. Jos., roë. NXIII., cis. 21.: ,,0 tvaru 
meteorického roje komety Halleyovy.‘‘ 
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la cométe. La seconde possibilité serait que la plupart des météores fut 
dans la direction verticale au plan de l’orbite de la comete — la section 
normale nous donnerait une ellipse dont le demi grand axe serait vertical 
au plan de l'orbite (fig. 1. III.). La fig. 2 nous indique les positions 
mutuelles de l’orbite de la Terre et de celle de la comète de Halley. Les 
points A et A’ marquent les positions de la Terre quand celle-ci passe 
au-dessus et au-dessous de l’orbite de la comète c’est-à-dire: quand la ver- 
ticalo menée de la Terre au plan de l’orbite de la comète atteint l'orbite 
de celle-ci aux points B et 5”. 


Appliquons donc ces trois cas à notre courant. En observant les po- 
sitions mutuelles de l’orbite de la Terre et celle de la comete (fig. 2) nous 
voyons qu’au premier cas, nous aurions dû avoir le maximum des météores 
au temps où la Terre est le plus près de l’orbite de la comète. Au deuxième 
cas les étoiles filantes apparaitraient en plus grand nombre prés des noeuds 
(Q’, 75) c’est-à-dire après le temps où la Terre se trouve le plus près de 
l'orbite de la comète, tandis qu’au troisième cas les maxima des Aquarides 
et des Orionides apparaitraient avant ce temps, c’est-a-dire plus prés des 
points A a A’. 

On peut déduire des résultats auxquels je suis arrivé en recherchant 
la plus courte distance entre l’orbite de la Terre et celle de la cométe de 
Halley, que la Terre 

se rapproche le plus de l’orbite de la comète le 8—9 mai et le 24—25 oc- 
tobre a la distance 10 et 23 mil. de km, 


traverse les noeuds vers le 18 mai et le 18 novembre a la distance 
20 et 60 mil. de km, 


passe au-dessus et au-dessous de l'orbite de la comète le 5 mai et 
18 octobre a la distance 11 et 25 mil. de km. 

D'après les observations faites dans les dernières ann ‘es le maximum 
des Aquarides apparait le 6 mai et le maximum des Orionides le 19 octobre 
c'est très près du temps quand la Terre passe au-dessus et au-dessous de 
l'orbite de la comète: c’est-à-dire au troisième cas. Si nous tracons au lieu 
où la Terre rencontre le courant, à l’orbite de la comète une section normale, 
les points où elle est percée par la plupart des météores, sont compris au 
dedans d’une ellipse dont le demi grand axe est perpendiculaire sur le plan 
de l'orbite de la comète. 

Avec cela nous avons déduit la forme du courant près des lieux où 
il rencontre la Terre. Mais des résultats obtenus dans mon travail pré- 
cédent, on peut aussi conclure à la forme du courant le long de l'orbite de 
la comète. 

D'après les observations faites les coordonnées des radiants sont: 


& à 
Aquarides: le 6 mai 3380 — 2, 
Orionides: le 19 octobre 92° + 150. 


En calculant j’ai obtenu les coordonnées suivantes: 


a 0) 
Aquarides: le 6 mai 336.29 + 0-60 
Orionides le 19 octobre 92.70 + 19:8. 


Les différences dans la déclinaison sont plus frappantes (— 2:69 et 
— 4:80) que celles de la rectascension (+ 1-80 et — 0-7). 

J'ai fait le calcul des coordonnées du radiant en supposant que les 
météores courent parallèlement avec l'orbite de la comète — c’est-à-dire 
les météores qui rencontrent la Terre ont la même direction que la comète 
au point le plus rapproché de ce lieu de l'orbite de la Terre. Si cette suppo- 
sition-ci était accomplie alors le courant aurait, en vertu de ce que nous 
venons de prouver, la forme d’un cerceau et l'orbite de chaque météore 
courait parallèlement avec celle de la comète. Mais cela ne correspond pas 
à la réalité, car il faut indispensablement que les météores qui courent 
au-dessus ou au-dessous de l’orbite de la comète, se meuvent sur les plans 
inclinés au plan de l'orbite de la comète et que les intersections de tous 
ces plans traversent le Soleil. 


Dans le premier travail, cependant, cette supposition fut indispen- 
sable et elle suffirait complètement pour notre problème en même temps nous 
indiqi ant la direction moyenne des météores rencontrant la Terre si les 
noeuds des orbites des météores étaient proportionnellement éparpillés sur 
toute l'étendue de l'orbite de la comète. Il faut donc chercher la cause de la 
discordance entre les coordonnées des radiants calculées et celles dérivées de 
l'observation, d’après laquelle aux météores rencontrant la Terre pré- 
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domine une direction fixe ou autrement dit les noeuds des orbites de 
météores tombent pour la plupart a deux lieux sur l’orbite de la cométe. 


Nous trouverons ces deux lieux par la considération suivante. Menons 
par les points B et 5’ (fig. 2) des plans osculateurs à l’orbite de la comète 
et choisissons les mémes pour des plans d’exquisse des figures 3 et 4. 
La ligne droite E E’ est, dans tous les deux cas, l'intersection du plan 
osculateur et de l’écliptique, les points A A’ marquent les positions de la 
Terre au-dessus et au-dessous de l’orbite de la cométe. 

Au cas des Aquarides (fig. 3) 

les météores descendent au lieu A 

sous l’écliptique et par suite de cette 

circonstance le radiant a une lati- 
tude héliocentrique boréale. Dans 
le premier calcul celle-ci a été 
E' donnée par un angle que fait la 
direction rétrograde de la tangente 

à l'orbite de la comète en B (BT 

resp. A T’) avec le plan de l’éclipti- 

que. Parce que la déclinaison et aussi 

la latitude héliocentrique observée 
est plus petite, aux météores rencontrant la Terre prédomine la direction 
T” A qui est plus inclinée sur le plan de l’Ecliptique. Il en résulte que les 
orbites des Aquarides divergent en plupart du périhélie de la cométe, 
c’est-a-dire les noeuds ascendants de leurs orbites avec celle de la cométe 
tombent pour la plupart au périhélie tandis que les noeuds descendants a 
l’aphélie de la comète. 

La latitude héliocentrique des 
Orionides (fig. 4) est australe, car les 
météores au lieu A’ ascendent au- 
dessus de l’écliptique. Il en résulte à = 
par le calcul une déclinaison positive | B' 
qui est trés grande en comparaison NS > 
avec celle qui fut observée. Les di- E 
rections des météores présentent A 
donc une plus grande déclinaison 
(T” A’) du plan de l’écliptique que 
la direction de la cométe en B’ (T u 
B’ resp. T’ A’). Comme on en voit, Pig. 4. 
les orbites des Orionides convergent 
en grande partie avec l’orbite de la cométe vers le périhélie, ot se 
trouve la plupart des noeuds ascendants. Nous pouvons donc avec la 
plus grande vraisemblance admettre que les météores qui passent au point 
B au-dessous et à B’ au-dessus de l'orbite de la comète ont des noeuds 
descendants au périhélie de la comète. 
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Les droites d’intersection des plans des orbites de météores et de 
celui de la comète ne font avec la ligne qui joint le périhélie à l’aphelie de 
la cométe (la ligne d’apside) que de petits angles ou elles s’identifient 
avec celle-ci. 

Nous voulons maintenant demontrer par un calcul ce que nous venons 
de dériver par une considération approximative. Calculons les coordonnées 
du radiant des Aquarides et des Orionides en supposant que les orbites 
des météores soient des ellipses congruentes avec celle de la cométe et que 
les plans de ces orbites-ci forment un faisceau dont l’axe est la ligne joignant 
le périhélie à l’aphelie de la comète. Cette supposition est très proche de 
ce que nous avons demontré plus haut concernant la forme du courant: 
Les noeuds des orbites de météores avec celle de la comete tombent vers 
le périhélie et aphélie de la cométe et les météores se trouvent en majeure 
partie aux deux côtés de l’orbite de la comète (presque) verticalement au 
plan de l'orbite. 

hie En faisant tourner l’or- 
bite de la cométe autour de 
l’axe S P (fig. 2) on engendre 
un ellipsoide de révolution. 
Sur la surface du celui-si dans 
une zone s’etendant aux deux 
côtés de l’orbite de la comète 
et se resserrant vers le périhélie 
et aphélie, sont tracées les or- 
bites de la plupart des météores. 
L’ellipsoide coupe l'orbite de 
la Terre en deux points. La 
détermination des ces points 
Fig. 6. quand ils sont suffisamment 


pres de l’orbite de la cométe, 
nous offre les dates du maximum des météores. 


Soient 
uw, 2, ik (py a, € 
les éléments d'une comète et 
ae (Dinar e. 
ceux des météores rencontrant la Terre. 


En portant dans l’equation de l’orbite de la comète (fig. 5). 


PAPER 
1 +ecos p 


Vi 


pour 7 la distance de la Terre du soleil au lieu où les météores rencontrent 
la Terre, p est l’anomalie vraie du point d’intersection de l'orbite de la 
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Terre avec celle de la comète en faisant tourner celle-ci autour de l’axe 
S P. On a donc 


ee 


cos p= ER re CR Ce Leo) 


On obtiendra la valeur de sans ambiguïté car le périhélie d’une 
comète étant au-dessus du plan de l’écliptique on a au noeud 


ascendant descendant 


gp = 1800 pP < 180 


Le périhélie étant au-dessous du plan de 1’écliptique c’est contrai- 
rement. 
La distance du périhélie au noeud 


oo’ — 360° — p | ao’ — 180°—qg.. . (2) 
On a dans le triangle K M P (fig. 6.) 


Sin, — sm 


SR Se een (5) 


vA 


> a 
REN ae 
f 


7 


Big. 6. 


En désignant l'arc X Q par u et M Q par v on obtiendra des triangles 
rectangulaires K QP et MOP 


ig u = cos 1 tg @ ig u = — cos 1 tg &!) 
ig v = cos 1’ tg @’ ig v = — cos 1’ tg @° 

U _2—= KM =u—d © —G=KM=v—u 
Du ey OO = 59 — di 


Si nous désignons par © la longitude du Soleil au temps où les météores 
rencontrent la Terre, 


© = &' + 180 | O=]= 2 .. .. . 6) 


Les éfémérides nous donnent pour © ainsi calculé la date correspon- 
dante. 


1) u et v étant compris entre 0° et 180° 
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On ne peut pas résoudre a la fois les équations (1) — (5) n’ayant pas 
la connaissance précise de r. Mais, parce que la longueur du rayon vecteur 
de la Terre varie lentement on obtiendra avec l’exactitude suffisante la 
date cherchée en remplaçant 7 par une valeur qui correspond approxima- 
tivement à l’époque où des météores rencontrent la Terre. S'il s’agit de 
trouver une connexion encore inconnue il suffit de commencer le calcul 
en prenant la valeur de 7 pour unité; on trouvera dans les éphémérides 
pour © ainsi obtenu la valeur correspondante de 7, qui sert de base dans le 
calcul suivant. Il faut répéter le calcul jusqu’a ce que la concordance entre 7 
et © soit parfaite, et nous y parviendrons trés vite. 


Nous obtiendrons trés approximativement la distance de la Terre 
de l’orbite de la cométe au lieu ot elle rencontre l’essaim, en cherchant 
la longueur de l'arc que décrit le point M (fig. 6) en faisant tourner l’orbite 
de la comète autour de l’axe SP pour percer celle de la Terre. Si nous 
désignons par r l’angle que fait l’orbite du météore avec celle de la comète, 
il vient 


La longueur de l’arc décrit par le point M et par conséquent très approxi- 
mativement la distance de la Terre de l’orbite de la comète est 


[= CGC sin ol (6) 


Puisque l’angle x doit être petit pour que la Terre rencontre l’essaim, on 
peut remplacer arcus pour le sinus et écrire 


PETA OS AUTONET co (() 


Nous prendrons par plan d’un système de coordonnées O X’ Y’ 
(fig. 5) le plan de l'orbite d'un météorite rencontrant la Terre; l’origine 
se trouve au centre du soleil et l’axe O Y’ est dirigé vers le périhélie. 
Les coordonnées du point A’ sont 
x = COS & = —rsın p 
‘Vi — 9, Sn @— 92 COS" D; 


Soit 6 l’angle de la tangente au point A’ avec O X’, nous avons donc 


dy Sin @ 


19 G = £ = 
ax & + cos p 


d’où nous obtiendrons les formules 


6 Sin PP 
sin 6 = — —— — 
V (e+ cos p)? + sin? p 
E BG) 
ne e + cos p 


V (e + cos p)? + sın? p 
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qui servent a calculer o. Les coordonnées du point radiant vrai dans le 
. système O X’ Y’ sont 


ER 


Nous obtiendrons les coor- 
donneés éclipticales i’, 8’ du 
radiant vrai dans le système 
O X Y Z en considérant le 
triangle M RW (fig. 7) dans 
lequel on a 

MW =A’ + o — 90 — 


= 909 + (6 + w’, 
MR-X%X 82, RW=8: 


XY / 
en appliquant à ce triangle la 1e 


formule fondamentale de la x" 
Trigonométrie sphérique, on Fig. 7. 
trouvera 


cos B’ sin (4 — 2’) = cs (6 + ©) cos 1’ 
cos B’ cos (4 — 2) = — sin (6 + w) . . . . . . . (8) 
sin P = cos (G+ @’) sini’. 
On obtiendra donc les coordonnées équatioriales du point radiant 
apparent au moyen des formules connues. 


Ensemble des formules. 
Soient 
o, 2, 1, (p), a, @ 


les éléments de l’orbite de la comète et les rayons vecteurs de la Terre appro- 
ximativement connus aux lieux ot l’essaim rencontre la Terre au noeud 
ascendant descendant 


Ta Ps 


Le Mg gl We ut) 


re 


cos D = 


Le périhélie de la comète étant au-dessus de l’écliptique, il est 
gy, > 1800 | p, < 180°, 


le périhélie étant au-dessous de l’écliptique, il est 


p, < 1800 p, > 1800 
@, = 3600 — g, oa = 180 — 9, . . (2) 


ee sin@ . . 
SE — „sin ı (3) 
n @ 
ly u, = cosiig @ tg Uy = —costtg @ 
LRU — COS LCR TON ig Vg = — cost tg @,’ . (4) 
2/ = u,—4+ 2 Qo! = Vz —u + B 
©, = &/ + 180° | Or 0. CORRE 


Si la concordance entre © et 7 est suffisante, on trouvera dans les 
éphémérides pour © les dates correspondantes 


l | by. 


La concordance entre © et 7 n’étant pas suffisante, il faut répéter 
la solution des équations (1)—(5) en partant der que nous venons de trouver 
dans les éphémérides pour © dérivé par le calcul précédent jusqu’à ce que 
la concordance soit parfaite. 


SNS AO — 2) ee) 
eee sın p | 
Vie + cos g)? + sin? p 
. (7) 
ee = e + cos p . 
Ve + cos p\? + sin? p 
cos B sin (4 — 2) = cos (0 + @) cos 1’ 
cos B” cos (4 — 2’) = — sin (6 + @’) ee oo (le) 
sin B’ = cos (6 + ow’) sin i’ 
L = 270 + © + = — Sin (© — &) 
in l 
= — 57/6 , & — 1019 13-2’ + 1.028 (£ — 1900) 
sin d sin vw = sin P 
sin ® cos pw = cos B’ sin (4’—L) ......2 
cos à = cos ß’ cos (4 — L) 
| 2 1 
v j a 
= 5 (10) 
Si 
x 
in À 
ey = + ie 
+ cos À 


V 


cos B sin (A— L) 
cos B cos (A— L) 
sin B 
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= sin 
cos 


sin m sin M 


sin B 


sin m cos M = 


Oo 
(ay) 
sin (9 — yx) sin w 


4) cosy 


cos B sin A 


sin m cos (M + &) 


cos m — cos Bcos A 
cos À sin a = 
cos 0 COS & = cos m 
sin À = 


sin m sin (M + &) 


Calcul numérique. 


@ — 1110427 
2= 57 16 } 1910-0 
le Is | 
a= 17-9456 
e= 0-9673 
p= 11744. 
Orionides: Aquarides: 
Noeud 
ascendant descendant 


Je résolvais les équations (1)—(5) parallèlement pour 


le 17 octobre 7 = 0-9963 


” 19 


eal 


Bulletin Intenational. XIX. 


” 


>) 


| 
| 
| 
| 


le 4 
7 = 0-9957 
r = 0-9952 


163° 13° 
163 15 
165 13 
(37 IY 


OM ie 
LOTS 
OT Z 


1-0086 
1-0091 
1-0096 


mai 7 


a, 


800 13° 
80 15 
80 17 


990 47’ 
99 45 
99 43 
1630 16° 
163 16 
163 16 
1120 417 
100° 12’ 
100 10 
100 8 


. (12) 


(13) 


(14) 


| 230 98° 440 47° 
au] 9393 44 45 
| 23.23 44 43 

| 2030 98° 440 47’ 

© = À 203 26 44 45 
| 203 23 44 43 


Nous trouvons dans „Berliner Jahrbuch, 1910° pour les valeurs 
de © les dates du 17 octobre et du 6 mai. On obtiendra de la formule (6°) 
pour ces dates les distances de la Terre a l’orbite de la cométe 


1 — 0:169 =25 mill. de km 0-067 = 10 mill. de km. 


Ces résultats s’accordent très bien avec ce que no s avons supposé 
plus haut. Dans le cas des Orionides le maximum apparait le 19 octobre, 
il est alors peu avancé vers le temps où l'orbite de la comète est le plus 
prés de celle de la Terre (le 24—25 octobre). Dans le cas des Aquarides 
la concordance est parfaite, car l’orbite de la Terre est a cette époque déja 
assez prés de celle de la cométe. 


J’ai cherché dans le calcul suivant pour ces dates (le 17 octobre 
et le 6 mai) les coordonnées des radiants. 


J'ai obtenu de la formule (7) 
01394927 220° 56’ 
et de (8) les coordonnées éclipticales du radiant vrai 


730 22° 3550 17° 
B = — 12059 + 190 52° 


La longitude de l’apex 
1%, — WE 313° 57° 


O a de la formule (9) 


y = 160° 38° 180 45 
= 42041’ 430 537 
(10) 

77 — 1.3919 14006 
(11) 
x — 17° 41" 180 6’ 


Pour les coordonnées éclipticales du radiant apparent j'ai trouvé ces 
valeurs-ci. 
= COM a) 3380 32! 


De Si +8 2, 
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et au moyen des formules (13) et (14) (e = 23027’) les coordonnées équato- 
riales du radiant apparent: 


a= 90° 41’ 337° 10° 
OQ = + (EY ae" — 09 55’. 


Nous avons obtenu de cette maniére les coordonnées du point 
radiant des: 


AR Ö maximum 
Aquarides 337.20 — 0-90 le 6 mai 
Orionides 90-79 + 15-40 le 17 octobre 


qui s’accordant beaucoup mieux que les coordonées derivées dans le pre- 
mier travail avec celles observées des: 


Aquarides 3380 — 20 le 6 mai 
Orinoides 920 + 150 le 19 octobre. 


Les différences dans la rectascension (+ 0-89 et + 1:30) de même 
que dans la déclinaison (— 1:19 et — 0-4°) sont comprises tout-à-fait entre 
les limites des erreurs d'observation. 

Cela confirme très vraisemblablement la supposition citée plus haut, 
que les orbites de la plupart des météores du courant de la comète de Halley 
sont des ellipses congruentes à celle de la comète et que leurs plans se coupent 
suivant la ligne qui joint le périhélie à Vaphélie de la comète, c'est-à-dire: 
En faisant tourner l'orbite de la comète de Halley autour de la ligne qui 
joint le périhélie à l’aphélie, elle engendre un ellipsoide de révolution sur 
la surface duquel, dans une zone s'étendant aux deux côtés de l'orbite 
de la comète et se resserrant vers le périhélie et aphélie, sont tracées les 
orbites de la plupart des météores (fig. 8). 
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Einige Potenzeigenschaften bei Flächen 
zweiter Ordnung. 


Von 


1» SOBOTRA: 


(Vorgelegt am 27. Feber 1914.) 


1. Der Begriff der Potenz spielt in der Kreis- und Kugelgeometrie 
eine wichtige Rolle. Eine Übertragung dieses Begriffes auf Kegelschnitte 
und auf Flächen 2. Ordnung beansprucht schon deshalb ein gewisses 
Interesse. Wir wollen unsere Betrachtungen gleich für den Raum durch- 
führen, da die analogen Begriffe für die Ebene in denselben mitenthalten 
sind und aus ihnen durch einen einfachen Übergang erhalten werden. 

Bei allgemeinen Parallelkoordinaten wird die Potenz eines Punktes 
inbezug auf eine Kugel durch das Resultat der Substitution der Koordi- 
naten des Punktes in die linke Seite der Gleichung f(x, y, z) =0 der 
Kugel dargestellt, wenn diese Gleichung in der üblichen Form geschrieben 
wird, in welcher die Quadrate der Veränderlichen mit dem Koeffizienten 1 
behaftet sind. Demgemäß wollen wir als Potenz eines Punktes inbezug 
auf eine Fläche 2. Ordnung eine metrische Beziehung einführen, welche 
durch die Lage des Punktes zur Fläche charakterisiert und somit vom 
Koordinatensystem, auf welches wir die Fläche beziehen, unabhängig ist, 
und deren analytischer Ausdruck in möglichst einfacher Weise mit dem 
Substitutionsresultat zusammenhängt, welches wir erhalten, wenn wir 
in die linke Seite der in der Form f (x, y, z) = 0 vorausgesetzten Gleichung 
der Fläche statt der veränderlichen Koordinaten die Koordinaten des 
gegebenen Punktes einsetzen. : 

Unsere Aufgabe wird es hier sein, solche Beziehungen aufzusuchen 
und analog den Begriff der Potenz einer Ebene inbezug auf eine Flache 
zweiter Ordnung zu entwickeln, sowie einige Eigenschaften dieser 
Flächen, die damit im Zusammenhange stehen, zu erläutern. Wir ver- 
weisen hier auf die bemerkenswerte, inhaltsreiche Arbeit von J. Neuberg: 
„Theorie des indices des points, des droites et des plans par rapport 
à une surface du second ordre“ in den Nouvelles Annales de Mathématiques 
(1870), in welcher gleichfalls der Begriff der Potenz eines Punktes inbezug auf 
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eine Fläche entwickelt und der Begriff der Potenz einer Geraden, be- 
ziehungsweise einer Ebene aus dem zweier, resp. dreier Punkte gewonnen 
wird. Die Ausgangspunkte und auch die Resultate, zu denen Neuberg 
geführt wird, sind aber zumeist anderer Art als die hier abgeleiteten. 
Der Potenzbegriff, wie er hier erläutert wird, steht in naher Beziehung 
zu dem Normalenproblem der Flächen 2. Ordnung, auf die ich durch eine 
Bemerkung in Salmon-Fiedler: Analytische Geometrie des Raumes, 
I. Teil (1898) auf Seite XV geführt worden bin und deren Inhalt M. H. 
Taylor zugeschrieben wird. 


IE 


2. Es werde die Fläche 2. Ordnung zunächst auf ein tetraedrisches 
Koordinatensystem mit dem Grundtetraeder A, A, A, A, bezogen, und 
es sei 


Me 


f(x) = 


à Air Xi Xk = 0 (1) 


r 


ihre Gleichung; die Discriminante derselben ist 


Ay Ay is Ang | 
a N Ger Gan Gas Gee | 
M31 Az Ass Aq | 


Br Cre Ce ion 
worin aj, = ar;,; die Adjunkten von a;; werden, wie üblich durch A;; 
und die Semiderivaten von f(x) nach x; durch f; (x) bezeichnet. 


Der gegebene Punkt P habe die Koordinaten x;’; alsdann ist die 
Gleichung der Polarebene L von P inbezug auf die Fläche 
he) HERR) + &i fa (x) = 0 

oder (2) 


a’ fr (8) + 0! fo (B) + 3" fa (6) + 20" fs (€) = 0: 


somit ist die Gleichung der Polarebene N von A, 


fa (§) = na Ë + Gey Éo + Asa &3 + ay £4 = 0 (3) 


Ziehen wir die Gerade P A, welche L im Punkte Z,, N im Punkte N, 
und die Ebene A, A, A, im Punkte P, treffen möge. Die Koordinaten X; 
irgend eines Punktes auf A,P lassen sich ausdrücken: 


ei Se S N = NE OG = er 
Für den Schnittpunkt dieser Geraden mit irgend einer Ebene 


Hat Uy Lo EE Us Xa tm = 0 
ist somit 
Er — 4 
U ap Up te 4 Us U 
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Deshalb ist für den Punkt ZL, 


1162) 
A = pa, 4 
FU) a 
fiir den Punkt N, 
— Ay 
= 5 
fa (x) ©) 
und fiir den Punkt P, schlieBlich 
—1 
À — ai (6) 


Aus den Gleichungen (4), (5), (6) folgt 


te (x) 4 fa (x°) 
APN ANP Ea? AREAS 
( 4 4 4) (x’) , (A, 4 4) Î (x’) , 
ER 


auf 
APN,D)— a (x) ° 


Aus diesen Gleichungen folgt 


(PLN) (4,PN,P) = “he 


und 


y 72 
(A,PL,P) (AP N,P) =A. 


Wir gelangen daraus zu den Gleichungen 


f(x’) = x4 fa (#7) (Ag PN, Ly) (APP Ny) 


= 44% (Ay P Ps Li) (4, P Pa N,) (7) 
und weiter zu den Gleichungen 
EINS > 12 CARRE N) u ALO (4,P N,L,) ne 
DZ me re Tre 
2 
le en mer À (I) 


A,PL)(APN) 


3. Der Pol S, der Ebene A, A, A, inbezug auf die betrachtete Fläche 
hat die Koordinaten 4,4, Asa, Ag, Ay, und die Koordinaten für irgend einen 
Punkt auf S,P kann man somit in der Form 


y= Nae + À Au 


darstellen. Für den Schnittpunkt von S,P mit irgend einer Ebene 
Zu x; = 0 wird also 
DU x; 


ag Zu Ags 


Demnach ist für den Schnittpunkt L,’ von PS, mit L 


= f (xx) 
ke AN 


da hier 24;A;,= Df; (x’) A;, und 24,,4,,=0, wenn k + 4 und 
= a, Ara = A ist. Weiter ist für den Schnittpunkt Q, von PS, mit A, A, A; 


— D 
A= LA 
Alm 
so daß 
i À 4 / 
(PSL! 0) =) 
a 
und 
; AGE F Yl ven 3 
f (a) =F (PS. Ly Q,) =F GPL). (LD) 


Analoge Ausdrücke erhalten wir inbezug auf die anderen Ecken 
des Koordinatentetraeders. 

Dadurch haben wir zwar keine vom Koordinatensystem unab- 
hängigen Ausdrücke gewonnen, aber das Substitutionsresultat f(x’) hat 
eine geometrische Deutung erfahren. Weiter ersehen wir, daß f(x’) 
positiv ist, wenn die Größen (4,PN,L,), ay, gleiche und negativ, wenn 
sie ungleiche Vorzeichen haben. Analog schließen wir aus der Formel (II) 
auf das Vorzeichen von f(x). 

4. Die Formeln (I) versagen, wenn a,, = 0 ist, d.h. wenn der Punkt 
A, auf der Fläche liegt. In dem Falle können wir die analogen Formeln 
für irgend eine andere Ecke A; anwenden. Nur dann, wenn das Tetraeder 
A, A, A, A, der Fläche eingeschrieben ist, kann man die Formeln (I) 
überhaupt nicht anwenden. Es läßt sich aber dann im allgemeinen die 
Formel (II) noch anwenden, da wir hier überall stillschweigend A + 0, 
also eine eigentliche (nicht ausgeartete) Fläche 2. Ordnung voraussetzen. 

Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn ein aus den Kanten des 
Tetraeders A, A, A, A, gebildetes Viereck der Fläche angehört, in welchem 
Fall wir die Gleichung der Fläche auf die Form bringen können 


f (x) = =p LSU (7) 


Aim X1 Xm 
Hier ziehen wir die Transversale durch den gegebenen Punkt P (xi’) 
zu den Kanten A; A;, A; A, des Koordinatentetraeders und suchen 
auf ihr den zu P inbezug auf die Fläche konjugierten Punkt Z, welcher 
also als Schnittpunkt von folgenden drei Ebenen aufgefaßt werden kann: 


Aik Sas & + Aik x & == Am Sion Ë + Am Sai Em = 0 
Ke &— ME = 0 
oh & es) Say Er = (0). 
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Für die Koordinaten von L ergibt sich somit aus diesen Gleichungen 


a a a ay 
Roses, = > 5 m 2 one ar . (8) 


Xk X one x 


Die Gerade PL schneide die Kante A; A, in T;,, die Kante 4; A» 
in T; me 

Die Koordinaten des Punktes 7,,, stellen wir in der Form x; + A, &, 
die des Punktes 7;, in der Form x,” + 4, &; dar, und finden da aus (8) 


nef 2 reid mld FL 2 
Xi Xk X Xm 7 


4, = 


Gin fy Ti dir 
darum ist 
Dre ee RERRS 
AmXı Xm 
Da 
(2 yale Ma) == NW (12 IL PES Tape 


so erhalten wir schließlich 
AE) —— (P IE IE Tr). (III) 


5. Gehen wir nun zu den dualen Betrachtungen über. Es seien 
My’, Up, Uz’, u, die Koordinaten einer gegebenen Ebene P und A, seien 4 
die den Ecken A; gegenüberliegenden Seitenflächen des Koordinaten- 
tetraeders; L sei der Pol von P, N; der Pol von A; inbezug auf die Fläche. 
Die Gleichung der Fläche in Ebenenkoordinaten können wir in 
der Form schreiben 
F (u) = 2 Ar wm = 0 (9) 


und wir fragen nach der näheren Bedeutung des Ausdruckes F (w’), 
welchen wir erhalten, wenn wir in die linke Seite der Gleichung F (u) = 0 
die Koordinaten der gegebenen Ebene P an Stelle der veränderlichen 
Koordinaten setzen. 

Hier entsprechen den Gleichungen (I’) dual die Gleichungen 


F (w) = 1! F,(w) (A,PN,L) (A,PA,N) = 


N cone (IV’) 
À a #4? (Ay P A, L) (AP A, Ny) 


und den Gleichungen (I) entsprechen die Gleichungen 
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(ABA 
(A, P N,) (A,PZ) 


Zu, 2 
= Au! 


Die Polarebene S, des Punktes A, inbezug auf die Fläche hat die 
Koordinaten 4,4, Goy Ayy, Ay, und irgend eine Ebene durch die Schnitt- 


gerade g von S, und P hat die Koordinaten #; — ı’ + À as; geht sie 
durch irgend einen Punkt 2 x; u; = 0, so wird für sie also 


= a Xi Ui ; 
ee 2 Xi Aa A 
für die Ebene g L ist demnach 
3 F (w)) 
hi A Uy 
und fiir die Ebene g A, ist 
Ae Uy 
ya 
so daß 
/ a hi 
(P Sn JE, A,) = RR F (u ) 
und 
’ A u,? à Al On > sh, 
F (uw) = —— (PS, L A,) = — (P, S,L A,) (V’) 
gq ya 


wenn P,, S, die Schnittpunkte von A,Z mit den Ebenen P und S, be- 
zeichnen. 
Allgemein ist also 


A ux? 
F (u’) = = (25g) (V) 


F (w’) ist also positiv oder negativ je nachdem (A;P N;L) und A, 
gleich oder ungleich bezeichnet sind. Ahnlich schlieBen wir bei Beniitzung 
der Formeln (V’). 

6. Die Formeln (IV) oder die ihnen durch zyklische Vertauschung 
entsprechenden führen zu bestimmten Werten von F (w’) solange die 
Fläche dem Tetraeder A, A, A, A, nicht eingeschrieben ist, während 
die Formeln (V) den Wert von F (w’) solange bestimmen als die Fläche 
dem Tetraeder A, A, A, A, nicht umgeschrieben ist, so daß nur noch 
der Fall zu erledigen ist, wenn die Fläche diesem Tetraeder zugleich ein- 
und umgeschrieben ist, also ein aus den Kanten desselben gebildetes 
Viereck auf der Fläche liegt. In diesem Fall kann man die Gleichung 
der Fläche in der Form schreiben 


dir U Um 
Aim Us Ur 


a(n) = 1 =) (10) 


Wir ziehen hier die Transversale durch den Pol L der gegebenenen 
Ebene P (#4) zu den Geraden A; Ax, A: Am, welche P im Punkte P, 
À; A, im Punkte T;,, A; An im Punkte 7,» treffen möge. Die Koordinaten 
von L sind hier 


a Qik Unie a = ik ur, di = Am Uk’, 59% = Am N. 


Für die Koordinaten x;’’ von P erhalten wir das Verhältnis 


FILES Fl NE ALS RUE: il = I . 1 = 1 
am RE = — 2 — — — 1 — 
U Uy, Ui Uk 
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und für die Punkte 7;;, T;„ erhalten wir, wenn wir ihre Koordinaten 
in der Form x’ + 4, x”, resp. x’ + A,x’’ schreiben, die Parameter 
Ay = — Gir Um W, À = Aim Ui Un’, 
so daß also 
Qik Um Un! 
Aim Uji, Up ~ 


(CE ID Tops Ta) ae 


Da nun 


(L Tr PE) = | — (LPT Tike) 
ist, so erhalten wir schlieBlich 
IEAM) (EEE (VI) 


oder es ist auch, wenn k die Verbindungsgerade der Schnittpunkte von 
A, An und A; Az mit P bezeichnet und die Ebenen h A; Az, h A, Am, 
hL mit H;x, beziehungsweise H,, und L bezeichnet werden, 


F (w) = (P Hin L Hin). (VI) 


ie 


7. Wir gehen zu allgemeinen kartesischen Koordinaten über und 
wollen uns mit dem Substitutionsresultat f(x’ y’z’) beschäftigen, das 
wir erhalten, wenn wir die Koordinaten x’, y’, 2’ irgend eines gegebenen 
Punktes in die linke Seite der Flächengleichung f (x, y, z) = 0 einsetzen. 

Diese Gleichung schreiben wir analog den früheren Bezeichnungen, 
die wir auch ferner sinngemäß anwenden wollen, 


HR + Gon V2 + Gag À + 209% Y + 20,3 Y 2 + 2 Ag, 2% + (11) 
2 Gig % + 2 an Y + 2 Ogg 2 + Gy = 0. 


Ferner setzen wir 


p (4,9, 2) = au À + Ey? + Ass À + 2 dye XY + 2 ogy 2+ 20,2%. (11) 


Wenn wir mit Rücksicht auf unsere bisherigen Ableitungen den 
Koordinatenantang O in A, wählen und A,, A,, A, als die unendlich fernen 
Punkte der Achsen x, y, z betrachten, weiter die Polarebenen von O 
und P inbezug auf die Fläche mit der Geraden OP in den Punkten N 
und Z zum Schnitte bringen, so liefern die Gleichungen (I) für unsere 
spezielle Annahme 


i ',9',2) = Top D © PA = “u(PON)(POL). (12) 
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Die Gleichungen (II) ergeben, wenn wir den Schnittpunkt der Polar- 
ebene von P und der Verbindungsgeraden von P mit dem Mittelpunkte S 
der Fläche durch L, bezeichnen, 


| CoM A) = 2 (RS) (12°) 

Ist die gegebene Fläche eine zentrische, so ist die Formel (12’) für 
eigentliche Flächen überhaupt anwendbar, während die Formel (12) nur 
dann, wenn der Koordinatenursprung nicht auf der Fläche liegt. 

Es ist also am natürlichsten die Potenz eines Punktes P inbezug 
auf eine zentrische Fläche 2. Ordnung durch das Teilverhältnis (PS L,) 
zu definieren. 

Ist die Fläche ein Paraboloid, ist also 4,4, = 0, so gilt hier, falls 
der Koordinatenanfang nicht auf der Fläche liegt, die Formel (12), während 
durch (12°) der Wert f(x’, y’, 2’) nicht bestimmt wird; wir müssten da 
etwa den Pol S, der Ebene xy inbezug auf die Fläche mit P verbinden 
und die Verbindungsgerade mit der Polarebene von P in L,’ und mit 
xy in Q, schneiden; dann wäre 


PSE? A / 
I) = Az (520,23); 


das Doppelverhältnis, zu dem wir so kommen, ist aber vom Koordinaten- 
system abhängig. Darum wollen wir hier einen anderen Weg einschlagen. 

8. Wir führen durch P die Parallele zur Hauptachse der Fläche. 
Die Koordinaten &,n,& irgend eines Punktes derselben kann man mithilfe 
eines Parameters 6, wie folgt, ausdrücken 


Ee=xX +04. n=y +6A» = 2 + 06Ay. (13) 


Ermitteln wir nun den im Endlichen liegenden Schnittpunkt Po 
dieser Parallelen mit dem Paraboloid. Für denselben wird der Parameter © 
aus der Gleichung 


f(x", y”, 2°) +20 [f, (7,9, 2°) Au + fe (4, 9°, 27) Au + fa (4°, 9”, 2°) Asal + 
+o p (Ay, Ay Ay) = 0 
gefunden. Mit Rücksicht auf A,, = 0 ist hier @ (Ay, Ay, Aa) = 0 und 


der Klammerfaktor bei 6 ist gleich A. Deshalb ergibt sich 


era 
= ZI 


~” A 
und die Koordinaten von Py nehmen die Werte an 


Hlor.y.2) 
2 A 


f= x 


(14) 
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Setzen wir P,P=s, und 


D(X,Y,2 = X?+4 Y24+ 27? + 2X Y cosxy + 2YZcosyz 


+ 2Z X cosz x, (15) 

so ist bekanntlich 

Se — D (é Fe SH N — y", g = Zu)" 
und mit Bezug auf (14) 

a 2 X a)’ 2’ 

= A 4 FE ) D (A; Ay, Aga) ; 
demnach ist 

PR QUALLS 
f(x’, y”, 2) = (16) 


VA 


Wir wollen die Länge L, P=2s als Potenz des Punktes? 
inbezug auf das Paraboloid einführen. Ziehen wir noch 
durch den Koordinatenanfang die Parallele zur Hauptachse des Paraboloids, 
welche es im Endlichen im Punkte O, treffen möge und setzen 0,0 = Sp, 
so folgt, da für O 

(&,y5,2) = Gaus, 

aus (16) 


so daß man schließlich erhält 


fe a (17) 
wodurch der Wert von f(x’, y’, 2’) auch dem Vorzeichen nach in unzwei- 
deutiger Weise gegeben ist. 

Liegt jedoch O auf dem Paraboloid, dann läßt sich (17) nicht an- 
wenden und wir müssen uns auf (16) beschränken und dann das Vorzeichen 
des Nenners in richtiger Weise festsetzen. Wir nehmen zu dem Zwecke 
einen Punkt D derart an, daß seine Koordinaten den Größen Ay, As, Asa 
proportional, also gleich u A4, Ag, u Ax sind, wobei wir u positiv 
annehmen wollen; für diesen Punkt ist, da ay = 0, 


Er EA 
und nach (16) ist 


OD=#V@ (A, Ay As). 


Wir wollen nun festsetzen, daß O D, also die Richtung von O gegen 
den Punkt (u A,, u As, u A4) stets mit demselben Vorzeichen zu behaften 
ist, welches A besitzt; alsdann wird 
= 2 2 = — 

Vo (Au Ay Ass) 


CODEN) 5 (18) 
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und f(x’, y’,2‘) ist bei positivem A positiv oder negativ, jenachdem 
s = P,P und OD gleichen oder ungleichen Sinn besitzen, bei negativem A 
hingegen ist f(x’, y’, 2’) positiv oder negativ, jenachdem P,P, OD un- 
gleichen oder gleichen Sinn besitzen. Übrigens folgt aus (14) 

x! — À = sie n 2 Klaas 2") 


AS A AG A 


aus welchen Gleichungen wir sofort auf das Vorzeichen von f (x, y’, 2’) 
schließen können. 


Die Formel (18) ist auch auf den speziellen Fall 
19,2) =axy+ bz (19) 
anwendbar und liefert 
1 ho B) = OS =) =] 0. 2, (20) 


wenn 2, die Koordinate z des Schnittpunktes P, der durch P zu z ge- 
zogenen Parallelen bedeutet, was ja ohneweiters daraus erhält, daß 


a x1y + bz, = 0. 
Aus (14) folgt noch 
Aya (% — Ë) + Gog (9° — 7) + au (2 — 6) = 3 f (x, 7°, 2’). 


Schneidet P P, die Polarebene 4 (x, y, 2) = 434% + @2aY + 4332 + Ay, = 0 
des Koordinatenanfangs O im Punkte R, so ist 


u À (Ge, 4 he ‘) 
Be eee 
so daß 
f(x’, 9", 2) = 2 (Py RP) x (x, y’, 2’), 
welche Relation auch für a, = 0 giltig ist. 


9. Wir können auch auf einem anderen Wege uns eine Interpretation 
des Wertes f (x y’ z’) verschaffen, wenn 


f(x, 3, à) = 0 


die für die Gleichung (11) eingeführte Abkürzung bedeutet. Zu diesem 
Zwecke setzen wir die Fläche f(x, y, 2) = 0 mit einer Kugelfläche in 
Beziehung, welche den Punkt P (x’,v’,z) zum Mittelpunkte hat, und 
deren Gleichung somit ist: 


+2 + 2 EL 2 x y où + 24 2 Oo, + 22%0, — 2 x (x° + y” 0 
+ 27043) — 27 (X 0, +y’ + 202) — 22 (4° 0, + 4" Wap + 2’) + x” 
+ yy + 22 +27 yon + 2 y” 2’ wo, + 2 2° x’ Ga — 0°? = 0, (21) 
in welcher o den Halbmesser der Kugel bezeichnet und &@ = @,, = cos x y, 
pet COS 2G) — Ge — (COS 2 4G. 


Setzen wir 
LE 222.20 ae =| 2902005 1 2207,01 8 ya) 


und bezeichnen die linke Seite von (21) ohne das letzte Glied ® (x, y, 2), 
so daß (21) in abgekürzter Form 


9(%,y,2) —e = 0 
geschrieben werden kann. Endlich führen wir die üblichen Abkürzungen ein 


[1 912 Wy3 % 


ae l 012013 | | @11 @ 043 
: by 
¥ (u,v,w) =— | 7? = |. R=) a, 1 wy | =| ws, On ores) 
ee ul Gay | = | ay Oa 0 
31 32 | 
(Gi, Ci Il | Gay Oo Gay 
“uv w O0 | 91 go | Gui Do a | 


und bezeichnen mit &, die zu w;, gehörigen Adjunkten in 2, wobei 
on = 1 ist. 

Mit Rücksicht auf diese Bezeichnungen ist die Gleichung der Kugel- 
fläche (21) in Ebenenkoordinaten 

— @ P'fu, v, w) + (x u + you + z w + 1}2Q —0; (23) 

in ausführlicher Form also 

A + v? Roo WR, + 2 wv By. + 2 v w À, + 2 w u À) 

— (x u + y’ vu + z'w + 1} 9 = 
oder 
(02 24, — x) 22 + (02 Bog —y"2) + (PR) w + 2 (6° Qe — 
ae ff / 


R = 0. (24) 


Wählen wir die Kugel so, daß sie der gegebenen Fläche 2. Ordnung 
harmonisch eingeschrieben ist, daß also derselben unendlich viele Polar- 
tetraeder der Fläche 2. Ordnung umgeschrieben, und umgekehrt, daß 
unendlich viele ihrer Polartetraeder der Fläche 2. Ordnung eingeschrieben 
werden können. Die analytische Bedingung hiefür ist 


A (A — x QB) + gg (0° Noo — V2 D) + agg (0? Bus — 220) + 


— ZN) — 2 (ay X + An VW’ + Au 2’) 2 — ay À = 0, (24) 

da ja bekanntlich diese Bedingung für die Flächen 
2 Gk Li — 0 2 Br uj ue = 0 
allgemein ausgedrückt ist durch die Gleichung 
Pa Rye ery = (0) (24) 
Aus der soeben angegebenen Bedingungsgleichung folgt unmittelbar, daB 
f (x! y" 2) & 

Ay, Qu + Agy Roo + gz 8253 + 2 019 812 + 201 Lys + 2 Hop dog 


2 
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Setzen wir 
D = Ay Qqy + gg Qu + gg Lys + 2 Ay Ro + 2 dis Arg + 2 Ang Pos 


so erhalten wir da 


ey) = ze. (25) 


10. Wir wollen die letzte Formel mit dem Normalenproblem einer 
Fläche 2. Ordnung in Beziehung bringen. 

Betrachten wir zunächst eine zentrische Fläche, die wir 
auf ihre Hauptachsen als Koordinatenachsen beziehen. Da können wir 
die Gleichung der Fläche allgemein schreiben 


G R a À 
COS nee aa (26) 


wenn für a, b, c beliebig reelle oder rein imaginäre Werte gewählt werden. 
Die Koordinaten x, y, z der Fußpunkte für die von irgend einem 
Punkte P mit den Koordinaten X, Y, Z ausstrahlenden Normalen genügen 
den Gleichungen 
wel _ MN Ber 


a? b? Ce 
so daß 
a2 X b2Y CP 
— — ——— a ——————— 2 
= an I a e+ A = 
und 
A — A £ —AY —AZ 
55 ee rere Va ame: 2—Z ET 


Für die Länge n einer Normale vom Fußpunkte biszum Ausstrahlungs- 
punkte bekommen wir also den Ausdruck 


2 9 xX? y2 72 
a - a | en 3 
am | BA "mr er | (29) 


während die Entfernung p des Flächenmittelpunktes von der Berührungs- 
ebene im Fußpunkte (x, y, z) an die Fläche, welche also die Gleichung 


GE ie LS AE er 
a +h Pay sehen 
besitzt, durch den Ausdruck, 
l 
Don: x? 72 72 


gegeben ist, so daB 
DEA (30°) 
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Nehmen wir # und # positiv in der Richtung vom Mittelpunkte 
gegen die Berührungsebene, so können wir in Übereinstimmung mit (27) 


auch setzen 
dpn—ÄA. (30) 


Wenn wir die Werte (28) für die Koordinaten x, y, z des Normalen- 
fußpunktes in die Gleichung der Fläche einsetzen, so gelangen wir zu der 
Gleichung 

[a® + 2) (2 + 2) (& + A — a2 X? [(be 4A) (2 + Me 
— D? Y2[(c2 + 2) (a2 + a)? — 2 22 [(a? + A) (+ AP = 0, 
welche in A vom 6. Grade ist und, wie bekannt, zu den 6 von P an die 


Fläche ausstrahlenden Normalen führt. Aus diser Gleichung folgt, daß 


A, + 4, + .. +d, = — 2 (a? + 0? + 0). (31) 
6 

Es besitzt somit 2 #; p;, worin n, die Längen der einzelnen Normalen 
1 


von P und p; die zugehörigen Entfernungen der Berührungsebenen in 
den Fußpunkten der Normalen vom Mittelpunkte der Fläche bezeichnen, 
für alle Punkte des Raumes denselben konstanten Wert. 

Weiter folgt aus der Bedingungsgleichung für A, daß 


x y2 Z2 
Ady. dg =H = at A (A a rai =) 
Es ist somit 
H = — a! b'c*G (X, Y, 2), (32) 


wie H. M. Taylor gefunden hat. 
11. Wenden wir die Formel (25) auf den Fall unseres speziellen 
Koordinatensystems an. Hier ist 2= @;; — 1, während 2,, = 0 für 


1 + k ist und D den Wert = erhalt, falls 


q 
3 Ar | 
? a we 
gesetzt wird, wodurch wir erhalten 
CA) =: (33) 
aus welcher Gleichung sich ergibt 
5 H - (997 
0 (33) 


a? L? c? (a? b? + bc? + c? a?) 
Setzen wir den soeben erhaltenen Wert für 9? in die Gleichung 
(25) ein, so kommt schließlich 


DH 
a? D? c? (a? ++ ca) 


f(x, x) = (34) 
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Wir könnten also H resp. H : a? 0? c? (a? 0? + D? c? + €? a?) gleichfalls 
als Potenz des Punktes P inbezug auf die zentrische Fläche einführen; 
unsere frühere Festsetzung ist indessen einfacher. Weiters bekommen wir 


Piet yz) Sg? D 


COREL WIEN (BE) 


12. Führen wir noch die folgenden, üblichen Bezeichnungen ein 
Aıı Up rs 
B= As = | Ay, Gy Mog 
Az, Lao Ass 


für die Adjunkten der einzelnen Elemente a;, in dieser Determinante 
die Buchstaben B;;, und endlich 


C = By + By + Bas + 2 Bio io + 2 Bas Gus + 2 By, yy. 


Beziehen wir die gegebene Fläche auf drei konjugierte Durchmesser 
als Koordinatenachsen, so lautet alsdann ihre Gleichung 


A 
at VE am 2 + — = 0. 
pe B 
Dabei ist 
D (& 
[4 ff , Ly / LA [4 {2 / 
41 Ag + gg = 2” Ay, Ay + Ay Ay À Ay Aı = 2” 
B (35) 


/ / pres, 
A1 Ay Ay = 


2° 
Die Halbachsenlängen a, b, c gehen aus diesen Ausdrücken durch 
die folgenden Beziehungen hervor 


A A A 
De ee ee Pi te % 
rie Br 5 Ban“ : Bias; (381 
Darum ist 
£ 2 
@tipte@= as a? D? Beet c2 a? — — 
ABQ (56) 
CUP Ce = pue 
und aus (33°) kommt 
3 = sr | 
Q A> D & (37) 
Ferner ergibt (34) 
LA LA tA Be H 45 2 / LA / D , 
[Cay 2) ea: nie), (37) 
und (34°) liefert 
f(x,y, 2) ___ A 
GCA) B 
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während aus (31) und (36) folgt 


e AG 
2 ni pi = 2 : 38 
: nip B (38) 

Vergleichen wir (37’) mit (12’), wodurch wir erhalten 
Dep eee! BiH 
f(x’, 9’, 2’) = Fe (PS Li) = Sepp 
so haben wir schließlich für H den Wert 

As 2? [24 
H= Hs U2 S JE). (37°) 


13. Unsere Formeln führen aber auch zu der Deutung des Aus- 
druckes f (x’, y’, 2’), welche durch die Gleichung (12’) gegeben worden ist. 

Bezeichnet wieder S den Mittelpunkt der Fläche, setzen wir weiter 
SP=d und schließt SP mit den positiven Richtungen der Achsen 
der Fläche die Winkel «, ß, resp. y ein, so folgt aus (33) 


ea 7a er 
CRE a? ! za ie ee U =, 


und da 
re Zr Zeller ZUR g, 


ist, erhalten wir die Relation 


2 2 2 2 
Spee ee 

Es werde nun SZ =/ gesetzt, wobei L wieder der auf S P liegende 
zu P inbezug auf die Flache konjugierte Punkt ist und a, die (reelle oder 
imaginäre) Länge des auf SP liegenden Flachenhalbmessers bedeutet, 
dessen Endpunkt die Koordinaten a, cos «, a, cos B, a, cos y besitzt. 

Führen wir diese Koordinaten in die Gleichung der Fläche ein, 
so erhalten wir für a, den Ausdruck 


1 cos? « co®ß _ cos?y 


GE OUEST EE 
mit Rüchsicht auf den und auf die Relation / d — a? wir aus (33) er- 
halten 


15 )-% er seeds 
0 3 Var 1 ey 3 (BSSNP)E (39) 
Da nach den Formeln (36) 

3 > Il 1 ae 1 = BD 

i a? b2 Ce AR 


ist, so folgt aus dem letzten Wert für 4°, daß 


Te , 
= 5 PSD, (39 


bo 
bo 
1 


woraus mit Bezug auf die Formel (25) sich ergibt 


FE 2 
He = es See 


44 Ay ay 


(40) 


Aus (39) erhalten wir 
a? BOs 
a? q 
eine Gleichung, welche die Konstruktion von o für jeden Raumpunkt P 
gestattet. Man legt darnach in einer beliebigen Ebene durch SP den- 
jenigen Kegelschnitt fest, welcher S als Mittelpunkt, S P als Achse und 
die Schnitte von S P mit der Fläche als Scheitel hat, während die anderen 


zwei Scheitelpunkte auf der um S mit dem Halbmesser = be- 
schriebenen Kugel liegen; @ ist alsdann die zu SP senkrechte durch P 
gehende Halbsehne desselben; einfach wird @ auch nach (39) aus dem 
Verhältnis (P S L) ermittelt. 

14. Die Formeln (39) können leicht mit der von Neuberg a. a. O. S. 319 
abgeleiteten Formel in Einklang gebracht werden. Dort wird von einem 
bekannten Satz von Newton ausgegangen, der in der Form zur Anwendung 
kommt, daß wenn man durch einen festen Punkt P eine Sekante an die 
Fläche zieht, welche dieselbe in M und M’ schneidet und den zu ihr 
parallelen Durchmesser, dessen halbe Länge mit a, bezeichnet werden 


IPE 6 IP UE 
2 


möge, zieht, der Ausdruck — unabhängig von der Richtung 


der Sekante ist. Diesen Ausdruck nennt Neuberg den Index des Punktes 
P (x, y, z) und bezeichnet ihn mit J,. Ziehen wir die Sekante S P, so ist 
darnach 

PM PME EA) (a — a) "ea 


ge a,” a, 


also in Hinblick auf (40) 


I= 


, 


fal 
I, = — a HET) (BISHER), 
wie Neuberg tatsächlich erhält, welche Beziehung vor ihm, wie er bemerkt, 
von Faure ohne Beweis aufgestellt worden ist. 
15. Soll für verschiedene Raumpunkte f(x’, y’, 2’) konstant sein, 


so muB ——, 
a 
if 


2 
a ; : 
1_ einen konstanten Wert x annehmen; es muß somit 


— 1 + x, also gleichfalls konstant sein und der Punkt P beschreibt 


eine mit der gegebenen konzentrische und homothetische Fläche, welche 
| A 
A— Ai, f(x, y, 2’) 


aus der gegebenen, mithilfe des Moduls \ abgeleitet 


wird. 
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Für Paraboloide gilt zunächst die Formel (25) 


ae Et Ve a 7 0) 
TE WP) nn 
wobei wir wieder o? aus der auf die Hauptebenen und die Scheitel- 
berührungsebene reduzierten Gleichung, welcher man die Form 


x%,y,2) = — 2% + — — 0 
ey > m a n u 
geben kann, bestimmen. 
Setzen wir hier 
2 Ih 1 
ne nl 
q m ñ 


worin g also die Entfernung des zum Scheitel des Paraboloids inbezug 
auf die Brennpunkte seiner Hauptschnitte harmonischen Punktes vom 
Scheitel selbst bedeutet. Hier ist für irgend einen Punkt P (X, Y, Z) 
den Formeln (25) und (33) analog 


2 2 
GE VEZ) — ae: 
Ziehen wir durch P die Parallele zur Achse des Paraboloides, welche 


es im endlichen im Punkte P, mit den Koordinaten x, Y, Z schneiden 
möge. Da also 


x. we | Z2 rs 2 a 
m n q 
= qlx—X). 
Deshalb ist, wenn wir, wie früher X — x = P, P =s setzen, 
2 / AN D G Ss 7 [3 
19,2) = Basar as (42) 
und 

[4 YA if D D 7 [4 

Fey.) = SLE Y,2. (42’) 


Liegt der Koordinatenanfang O nicht auf der Fläche und setzt man, 
wie früher 0,0 = so, so gibt die erste Formel in (42) 


Dogs 
pa ne 
und somit 


Ss 
Î (x”, y”, 2’) CNE D 
So 


wodurch wir die Formel (17) wiedergefunden haben. 
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Wir können somit für irgend einen Punkt P den Halbmesser o 
als die durch P gehende Ordinate einer Parabel auffassen, welche die zur 
Achse des Paraboloids durch P gezogene Parallele zur Achse, deren im 
ude 
2 
zum Parameter hat, wobei die Ordinate senkrecht zur Achse der Parabel 
gemessen wird und die positive Achsenrichtung der Parabel durch P, P 
gegeben ist, wenn q positiv und durch P P,, wenn q negativ ist. 

Weiter sehen wir, daß wenn wir das Paraboloid in Richtung seiner 
Achse beliebig verschieben, seine Punkte inbezug auf die ursprüngliche 
Lage desselben gleiche Potenzen haben. 

16. Bringen wir unsere Resultate auch für das Paraboloid in Be- 
ziehung mit dem Normalenproblem. 


Endlichen liegenden Schnitt mit dem Paraboloid zum Scheitel und 


Die Gleichungen der Normale zum Paraboloid 


12 2 
ER) BE 9 x | = = 
G (x, y, 2) A 0 (43) 
im Punkte (x, y, z) desselben sind 
D 


y 2 


Für die durch den gegebenen Punkt P (X, Y, Z) gehenden Normalen 
sind also die Fußpunkte durch die Gleichungen ausgedrückt 


m Y n Z 
RU saree (= acd oe 
und 
%4—X =f, 4 Vv = He Ze ee (44) 


Für die Länge Z einer Normale vom Fußpunkte bis zum Ausstrahlungs- 
punkte ergibt sich daraus 
Me ZL 
a | = 2 
ar [: | (m+ a)? | le (2) 
Die Berührungsebene im Normalenfußpunkt (x, y, 2) ist ausgedrückt 
durch die Gleichung 


VAS 2205 zen 
zu Henn on co 
für ihre Entfernung vom Punkte R(—X, 0, 0) bekommen wir mit 
Rücksicht auf (45) | 


Demnach ist p?2 = At, also 
A=Vpl. (47) 


Für reelle Normalen ist A reell und p, Z sind gleichbezeichnet zu nehmen 
und aus (44’) schließen wir, daß A positiv ist, wenn x — X positiv ist. 
Dies stimmt mit unserer Annahme der Orientierung auf überein. Denn 
die Senkrechte durch R zur Ebene (46) hat die Gleichungen 


für den Schnittpunkt dieser Senkrechten mit der erwähnten Ebene ist 
A 
ve ; 7 
(m + 4)? (n + a)? 


GE 


also ist 6 positiv, wenn A positiv ist und demnach ist in Hinblick auf (38) 
(£ + X) positiv, wenn (X — x) positiv ist. Nehmen wir also auf der soeben 
betrachteten Senkrechten sowie auf der Normale der Fläche, deren Länge 
wir vom Fußpunkte an zum Ausstrahlungspunkte messen, die Richtung 
von R gegen die Ebene (46) als positiv an, so sehen wir, daß p und / mit À 
gleichzeitig positiv oder negativ sind. 

17. Setzen wir die Koordinaten von (44) in die Gleichung des 
Paraboloids ein, so wird 

2X +a) + tS. | DEES an 


(m + A)? (n + 4)? 


welche Gleichung in 4 vom 5. Grade ist und zu den FuBpunkten der 
von P(X, Y, Z) an die Fläche gezogenen Normalen führt. 
Fiir die Wurzeln dieser Gleichung gelten die Beziehungen 


A, ta. +..+4; = 2(X +2m+ 2n), (48) 
eee ane nt ( ee =. (49) 
m n 


Die erste von diesen zwei Gleichungen besagt, daß die Summe 
5 — 
V2; für alle Punkte, die in einer zur Achse des Paraboloids senk- 
i 


rechten Ebene liegen, einen konstanten Wert hat. Dabei ist VZp; mit 
demjenigen Vorzeichen zu nehmen, welches der Differenz X — x; zukommt, 
in der x; dem Fußpunkte der entsprechenden Normalen angehört, also 
mit dem entgegengesetzten Vorzeichen von 4. 

Die zweite Gleichung liefert mit Rücksicht auf das über das Vor- 


zeichen von Vi, pi soeben Gesagte 


H = Vi ~,.hf..-1p3 = —m' wv G(X, Y, Z). (49’) 
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Demnach ist allgemein für beliebige Parallelkoordinaten nach (42°) 


DH _ DH 
a 22 mn? 2 mn (m + n) 


und nach (42) ist 


(50) 


H 
m ———— = 2 2 2 = 4 
PS a CE H m? rs (50°) 


Führen wir wieder die Invarianten der Flächengleichung eines 
: wy ID AG aoe : 5 2 . ; 
Paraboloides onan wie bei den zentrischen Flächen ein, so finden 
wir ebenso wie dort 


AR D A| 7 
MN = CE ? m+n—= C V C | (50 ) 

und somit | | 
q_ 2 17 A | | (50°) 

2 D | G | 


so können wir in den Formeln (50), (50°) die Ausdrücke mn, (m + n), 
q durch ihre aus den Koeffizienten der Gleichung soeben abgeleiteten 
Werte ersetzen. 

18. Besondere Beachtung verdienen die gleichseitigen Flächen 
2. Ordnung. 

Eine solche zentrische Fläche ist entweder ein einschaliges 
oder ein zweischaliges Hyperboloid, da für dieselbe die Bedingung besteht 


| | = (I), 


und allgemein, wenn die Fläche auf irgend ein Parallelkoordinatensystem 
bezogen wird, die Bedingung D = 0, weshalb wir dann aus (25) schließen, 
daß 9? = w. Diese Bedingung besagt nach (24’) zunächst, daß man dem 
Asymptotenkegel der Fläche unendlich viele dreirechtwinkelige Drei- 
kante einschreiben kann, er also ein gleichseitiger Kegel ist. Hier artet 
die harmonisch eingeschriebene Kugel in den unendlich fernen Kugel- 
kreis aus, dem der unendlich ferne Kegelschnitt der Fläche harmonisch 
umgeschrieben ist. 

Der bestimmte Wert für f(x’, y’, 2’) ist durch (12°) dargestellt. 

Die Gleichung (33) 

cwxn=(heheh)e 

besagt, daß die Mittelpunkte aller der Fläche harmonisch eingeschriebenen 
Kugeln von gleichem Halbmesser auf einer zur gegebenen Fläche ähnlich 
liegenden konzentrischen Fläche F liegen; nähert sich 


1 Il 1 
Bo Eta 


unbegrenzt der Null, so nähert sich für ein bestimmtes o der Ausdruck 
G (X, Y, Z) gleichfalls der Null, also die Mittelpunkte der Kugeln nähern 
sich der gegebenen Fläche unbegrenzt, da ja die Quadrate der Halbachsen 
von F die Werte 


a (1.4 920%), (1+ 82), all 020) 


annehmen. Es ist deshalb jede Kugelfläche, welche ihren Mittelpunk} 
auf einem gleichseitigen Hyperboloid hat, demselben harmonisch ein- 
geschrieben. Daraus folgt der hier zunächst für zentrische Flächen nach- 
gewiesene Satz: 

Die Hohen amer onto ze nEnis Chen De traders 
dire man einer g¢levchsertigen Ela che 2 Nord 
einschreiben kann, schneiden sich in einem Punkte 
diierstey gh) arc hive: 

Spezialisieren wir diesen Satz für die Ebene, so erhalten wir den 
bekannten Satz, daB die Héhenschnittpunkte des einer gleichseitigen 
Hyperbel eingeschriebenen Dreieckes dieser Hyperbel selbst angehören. 

Für ein gleichseitiges Paraboloid ist ~ + = =0, also m+n—0; 
dasselbe kann somit nur hyperbolisch sein, und die Eigenschaft, daß 
für irgend einen auf der Fläche nicht gelegenen Punkt 9 = w ist besagt, 
daß die Richtebenen derselben zu einander orthogonal sind und daß 
es unendlich viele Tripel von Geraden der Fläche gibt, die zu einander 
normal sind; eine Gerade eines solchen Tripels ist jedesmal die eine oder 
die andere Scheitelgerade des Paraboloids. 

Der soeben für zentrische gleichseitige Flächen abgeleitete Satz 
gilt auch für gleichseitige Paraboloide, wie durch einen analogen Vorgang 
gezeigt werden kann. 


FIT. 


19. Wenden wir nun die Formeln (IV’) und die folgenden auf ein 
allgemeines kartesisches Koordinatensystem an. Wir wählen da wieder A, 
als Koordinatenanfang und somit A, als die unendlich ferne Ebene, 
bezeichnen den Mittelpunkt der Fläche wieder mit S, den Pol der ge- 
gebenen Ebene P (w’, v’, w’) mit L, den Schnittpunkt von P mit LS 
durch P, mit OS durch H und mit OL durch K, wobei also P, K, H 
auf einer Geraden liegen. 


Weiter wissen wir, daß die Gleichung der Fläche 
a,0@+..+ 2a oxy +..+2a4x+.. +a, = I 
in Ebenenkoordinaten geschrieben werden kann 


F (u, v, w) = Ay # + A3 0 + Az, w? + 2 An 4 0 +2A,00 
+2A,0wu+2Ayu+2Ayvu+2A,w+ Ay = 0, 
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und daß wir die gewonnenen allgemeinen Formeln auf unsere speziellen 
Koordinaten übertragen, wenn wir 4 = 4, %=V, U, = W, u, = 1 setzen. 
So erhalten wir aus (IV’) 


F (u’, v’, w’) = F,(w,v,w)(LSP)(SOH)=4A,„(LOK)(SOH). (51) 


Weiter kommt aus (IV) 
(STB) (ESP) 
51) 


F (u’,v', w’) = Au (O LK)? = dan (O0 S Ay?’ (5 


welche Formeln durch die Beziehung des Satzes von Menelaos, daß nämlich 
(OIE 10) (CE SIAC ONE — I 


ist, in einander übergehen. 
Wir können nun (SLP) als Potenz der Ebene P inbezug auf die 
An 
(QUOTE 
systems abhangig ist. Wir werden aber lieber einen andern von (S L P) 
abhängigen Ausdruck als Potenz der Ebene P einführen. 
Für eine Kugel ist speziell 


— Q2 P(u, v, w) + À (a u + Bo + y w + 1)? — (23) 


wenn a, ß, y die Koordinaten ihres Mittelpunktes sind. Bezeichnet © die 


Fläche bezeichnen, während von der Wahl des Koordinaten- 


Entfernung des Koordinatenanfangs O von der Ebene P und d die Ent- 


fernung des Mittelpunktes S der Kugel von dieser Ebene, so ist (LOK) = 
ie osunde mach! (51°) ist 


Cae ee ee ee Opp = ES PPS 
ILI?” C2 ©? ©? 
su (52) 
+ SP) ua): 


Andererseits ist 
Zz — (au + Bo +yw+ 182 ne to 
P (uw, v', w’) z 
so daß tatsächlich ist 


= @— 0)=(ewW + Bo + yw’ +1P2—C Bw’, v', wv’) =F (w, v, w’). 


Wir sehen hieraus, daß der Ausdruck F (w’, v’, w’) inbezug auf eine 
Kugel nicht mehr von der Wahl des Koordinatensystems unabhängig ist. 
Wir führen als Potenz dieser Ebene x + v’ y + w’z + 1=0 inbezug 
auf eine Kugel F (x, v, w) = 0 den Ausdruck 

0? F (u’, v’, w’) 


Te ca A ee (wv, w) = @_@=dl 


ein, wenn L P =/ gesetzt wird. 
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Analog können wir für eine zentrische Fläche 2. Ordnung 
überhaupt als Potenz den Wert von 4 / einführen, worin d die Entfernung 
des Mittelpunktes S der Fläche, / die Entfernung des Poles L der gegebenen 
Ebene P von dieser Ebene bezeichnen. Es ist zunächst 


dl=P(SLP). 


Ist noch o die Entfernung des Punktes O von P, so liefert (51) den 
Wert fiir die Potenz 
ACER F(wW,v,w') = T F (u’, v’, w’) 
“744 “44 
_ QF (u, 0’, w’) 
~~ Ay E(w’, 07, 0) 


ii 


so daß 
Au D (w, v, w’) 
Lo 


EN (Ue Ueno) aa IT. (53) 

Daraus schließen wir, daß die Potenz einer Ebene inbezug auf eine 
zentrische Fläche 2. Grades gleich der Potenz dieser Ebene inbezug auf 
eine konzentrische Kugel ist, deren Halbmesser durch den Ausdruck 


®=d(d—] 
gegeben ist. 

20. Legen wir also an eine Fläche 2. Ordnung und an eine zu ihr 
konzentrische Kugel eine gemeinschaftliche Berührungsebene, so hat 
jede zu dieser parallele Ebene dieselbe Potenz inbezug auf beide Flächen, 
weil für beide das Verhältnis 2: d denselben Wert ¢ hat und weil II = d? ¢ ist. 

Fragen wir nun nach dem geometrischen Ort aller Ebenen, welche 
inbezug auf eine zentrische Fläche 2. Grades gleiche Potenz haben. 

Beziehen wir die Fläche auf ihre Hauptachsen, so wird ihre Glei- 
chung sein 

A (u, v, w) =? + by? + 2W—1=0 (54 

Wir gehen also von einer Ebene 

U’x+V’y+W'z+1=0 (55) 
aus und legen zu ihr eine parallele Berührungsebene der Fläche; deren 
Gleichung ist zunächst 
U’x+Vy+W'z+0=0; (56) 
ihre Koordinaten seien #, v, w. 
Es ist also 
Url, VW. Cu, Wo, (57) 

Die Entfernungen d und g des Punktes O von den Ebenen (55) 

resp. (56) sind ausgedrückt durch 
1 0° 


02 = ——— 0° JR 
U2 + V2 + Wr Ur + va+ we 
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so daß die Potenz 11 der Ebene (55) inbezug auf die Fläche den Wert hat 


ETS 


T= — 0° — U2 V24 We: 


(58) 
Die Koordinaten #, v, w genügen der Gleichung (54) ; es ist deshalb 
in Hinblick auf (57) 
= @U2+1PV2+ cw”. 
Setzen wir diesen Wert für 6? in die Gleichung (58) ein, so erhalten wir 
( U? + 88V? +2 W®?—])+U(U?+V?+W9%) =0, (59) 


welche Gleichung das durch die gegebene Fläche 2. Grades bestimmte 
System konfokaler Flächen charakterisiert. 

21. Die gewonnenen Resultate lassen sich auf Paraboloide nicht ohne 
weiters übertragen, weil für dieselben A, = 0 ist. Darum wollen wir die 
diesbezüglichen Resultate so modifizieren, daß dieselben auch für Para- 
boloide brauchbare Formeln liefern. 

Wir übertragen vorerst die Formel (V) auf Parallelkoordinaten. 
Trifft OL die Ebene P in K, die Polarebene O von O in Q, so gibt diese 
Ubertragung die Relation 


F (u, v’, w') = 4 (OE ORES: (60) 
gy 
Durch die Punkte O, L, legen wir die Parallelebenen G, H zu O. 
Bezeichnen wir mit Ux die unendlich ferne Ebene, so ist 


(CaO (GE ORUicc))s 
Schneiden wir O S mit Pin H, mit O in G. Die unendlich ferne Gerade ro 
von O ist die Polare zu O S inbezug auf die Flache und die Pole der Ebenen 
G, H, O, U» sind somit auf O S, und zwar sind es die Punkte G, H, O, S. 
Deshalb ist 
OLD) =(GHOS) =(SO1E) = ChESOr 
Dadurch geht (60) über in 


ED (U0) — = (LO K) (HGSO), (61) 
welcher Ausdruck auch nur dann angewendet werden kann, wenn O nicht 
auf der Fläche liegt. Derselbe läßt sich aber leicht auf Paraboloide 
übertragen. 

Die Schnittpunkte H und P von OS und LS mit P sind hier 
Schnittpunkte der durch-O und Z zur Achse des Paraboloids gezogenen 
Parallelen, und ihre Verbindugsgerade geht durch den Schnitt K von 
OL mit P. Die letzte Gleichung wird, da hier S im Unendlichen liegt, 


ne ALOU) (G HO) te 


Ay Aa OR: 2) 
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Die Koordinaten von G lassen sich in der Form — 0 A, — 6 A, 
— 6 A,, darstellen, worin wir 6 erhalten, wenn wir die Werte dieser Ko- 
ordinaten in die Gleichung a4% + do,¥ + Ayg2+ dy, = 0 einsetzen, 
wodurch wir 
Aya 


A 


GE: 


bekommen, so daß G die Koordinaten hat: 


a a a 
ah Ay = Ay ae Ag, 

woraus folgt: 
DE u Vo (A4 A9 Asa) (63) 


Es liefert somit die Gleichung (62) 


1512 — 


F (w, v', w’) = OR VD (Ay, Ang, Aga) (64) 
Für die Ebene O ist 
ei ol 
Aga gq gq 


und demnach, wie auch aus (62) folgt, 


A V (Ar 45 As) 
ya 7 OG | 


(000 2a) — 


Nehmen wir 0G stets positiv an, so ist V ® (Aj4, A, A) positiv 
oder negativ zu nehmen, je nachdem A und ay, gleich oder ungleich be- 
zeichnet sind. 

Durch analogen Vorgang erhalten wir 


V D (Aw Ans: Ass) . 
ACTA © 


On — 


würde die Ebene (w’, v’, w’) mit O zusammenfallen, so ware H =G, und 
A. F : 

da F, (to, Vp, Wo) = — ist, so ersehen wir daraus, daß der Wurzel in 
Ass 


dem Ausdruck für O H dasselbe Vorzeichen zukommt wie in (63). Darum 
bekommen wir aus (64) die Gleichung 


F (u), vw) = Es AGO M) = = Drew 
V @ (As Aas, As) 


FR (u’, v’, w’), (65) 


welche also auch fiir den Fall gilt, wenn das Paraboloid den Koordinaten- 


anfang O enthält. 
22. Damit wir in (64) auch dann auf das Vorzeichen von 


V D (Au Ay As) 


schließen können, wenn O auf der Fläche liegt, nehmen wir eine zur 


Berührungsebene in O parallele Ebene O 


Aa X T ay Y + ay? +T= O0, 


. = = = . a a a = 
an, deren Koordinaten #, v, w entsprechend gleich“, —*, —*sind. Es 
T T T 
ist da, wenn wir H statt H schreiben, da a, = 0 


Panne PEN PE 208, 


T 


und die Gleichung (64) liefert 


—— OH 
vo (Au Aa A)=A. c 


T 


Schneidet die Ebene O die Koordinatenachsen in den Punkten DG 
Y, Z und setzen wir 
Ox = 5, OV = OZ =, 


so ergibt die Gleichung von O, daß 


FE T Tes T = a ur R 
| As Opa Az 
somit ist 
— er ee © A OH A OH A OH ’ 
Vo (Ass Ay, Ay) = Cie wre = Ge a — i ee à CE) 


Wir können deshalb schließlich an Stelle von (64) die folgenden 
Gleichungen setzen: 
ELLE IR Al Jb IB 
Oe 23,02 YW az On 


EU“ u, wi) = 


welche immer anwendbar sind, da a4, @4, Az, nicht zugleich Null werden 
können. B 

23. Beziehen wir das Paraboloid auf seine Hauptebenen und die 
Scheitelberührungsebene als Koordinatenebenen, so läßt sich seine 


Gleichung schreiben 
R(U,V,W) =—2U4+mV?+2W?=0. 
Hat die Ebene P die Koordinaten U’, V’, W’, so ist R, (U’, V’, W’) = 
— U’ und somit nach (64) sowie auch (65) 


Eee Ul EP 


R (U’, Ws WwW’ = H O = i 02 M ® (An A Az) 


und da nun 
1 


or 


so ist hier 
| ROY NDS (66) 
also | 
V OA, Ae A) = 
Schließlich ist hieraus 


ee = 


Wie 


Tee UO Ws MN): 


24. Würden wir die vom Koordinatensystem unabhängige Lange L P 
als Potenz der Ebene P bezeichnen, so hätten die Berührungsebenen 
eines jeden Paraboloids, welches aus dem gegebenen durch Parallelver- 


schiebung um die Länge > L P entsteht, dieselbe Potenz inbezug auf das 


gegebene Paraboloid. Wir werden aber in der Folge eine andere Länge als 
Potenz der Ebene wählen. 

Rechnen wir den Winkel ®, welchen die Ebene P mit der Achse 
des Paraboloids einschließt. Es ist nach bekannten Formeln 


O As @y + Ay yy + Asa 813 


2 
2 sin © — —— es a 
D (Ay, Avg, Aga) | ? O2 
w’ CM 
À a On + Aggy Goo + Au On As On + Ay Wy + Agy Wag 
io 913 
22 os ; 
O39 O33 


wobei à die Entfernung des Koordinatenanfangs von der Ebene P be- 
deutet. 
Da der Wert dieser Determinante gleich ist 
— Au wv’ — Ay’ — Ay’) 2, 


so haben wir fiir den fraglichen Winkel 


0) 
sin @ = Eig (60); 
Vo (Ao 2s) 
und da 
= 2 
= Œ (u, v’, w’) 
so ist 


8 FP (wv, vw’) 
Bu, v', w) D (41 Avy Ay) | 

Führen wir den aus der letzten Gleichung hervorgehenden Wert 
für F2 (w, v’, w’) in die zweite Form von (65) ein, so wird 


sin? o = 


TL a / x 
F (u’, v’, w’) = P(w,v,w) = (Aya Aow Aad) LP. sin? w, (67) 
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wobei das Vorzeichen von V ® (Ay, Ags, Ags) der vorangehenden Fest- 
stellung entspricht. 

* Als Potenz p einer Ebene P (w’, v’, w’) inbezug auf ein Paraboloid 
wollen wir die Orthogonalprojektion ihrer senkrechten Entfernung von 
dem Pole L auf die Achse des Paraboloids einführen. 

Es ist also 
D— EPRisinZo. 
Ist das Paraboloid in einem rechtwinkeligen Koordinatensystem 
durch die Gleichung 


R(U,V,W=-2Ut+mV?:+nW:=0 
gegeben, so ist nach (67) 


RAC) (U2 V2 Wa Pe sini) — = LP sin: a, 


wenn à die Entfernung des Paraboloidscheitels von P ist. 
Die Koordinaten von Ebenen gleicher Potenz p inbezug auf das 
Paraboloid geniigen somit der Gleichung 


QUE mV24 nW2—$(U2+V2+ W% = 0: 


sie umhiillen sonach wieder eine zur gegebenen konfokale Flache. 


IV. 


25. Zuletzt sollen noch einige Zusammenhänge mit dem Normalen- 
problem in Betracht gezogen werden. Wir betrachten in rechtwinkeligen 
Koordinaten den Schnitt einer gegebenen zentrischen Fläche 2. Ordnung 


22 


ame u + cw iL = (0) (68) 


mit einer Ebene P: 
Uy % + UV Twzt1=0. (69) 


In dieser Ebene liegen zwei Normalen der Fläche n,, n,, welche 
sich im Punkte Q (&, n, &) schneiden mögen, da wir ja an die Fläche zwei 
Berührungsebenen legen können, welche senkrecht zur Ebene P sind; 
das sind diejenigen Berührungsebenen, welche durch die Gerade gehen, 
die man durch den PolP von P inbezug auf die Fläche senkrecht zu P führt. 

Die Koordinaten von P sind somit 


Ky = 08 Yo = Eu, 25 = — U: (70) 


Die Fußpunkte Q,, Q, von n, und n, liegen also in der Ebene P, 
weiter in der Durchmesserebene R der Flache, welche zu der auf P normalen 
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Richtung konjugiert ist und schließlich auf der Fläche selbst ; ihre Koordi- 
naten genügen somit den Gleichungen 


Uy # + VoY +wz+1=—d, (71) 
u v w 4 
a er ie (714) 
x2 2 2 oe 4 
eet ml (15) 


Aus diesen Gleichungen lassen sich die Koordinaten x, y, z der 
Punkte Q,, Q, leicht berechnen. Setzen wir 

2 (a? — D?) u v9" + a (0? — c*) v9? wo? + D? (2 — a?) wy? uy? = EB, 
so findet man 


E 
Zi u [c? (a? — Bb?) ve + D? (a? — c?) we) + 


How (®— 2) VE— (PAu? +e @o? + & Ew), 


woraus dann die Werte fiir y und z durch zyklische erlassen: her- 
vorgehen. 

Für den Punkt Q findet man dann 

BE 
(a? — D?) (c? — a?) uy 
— (b* — 22 vg wo? |E—- (PP Cu + av) + uw] 

und die analogen durch zyklische Vertauschung hervorgehenden Ausdrücke 
für 7 und é. 

Nach (28) ist 


= Ug" [c? (a? — D?) v2 + 0? (a? — c®) we) — 
0 0 0 


are DB? ce 
x= VY == sar 0 2= 5 
GAS he = b? + A c +4 


Führen wir diese Werte in die Gleichung (71’) ein, so erhalten wir 
mit Rücksicht auf (71) nach einfacher Umformung, wenn a? + 0?+ = 32 
gesetzt wird, eine in 4 a N 
+ (3 P+ eu & + v9 n + CF Wy §) A— 
Uy 


— are ( = Le te) 0, 


a“ 


so daß, wenn 4,, A, die Wurzeln dieser Gleichung bezeichnen, 


4,+4,=—3P—a@u&—P vy n — cu, (72) 
4,4, = — @ woe (te Ë + = n + — ‘) (73) 


oder, wenn wir die Koordinaten in (70) von P in (72) einsetzen 


4,+4,+3P=%,é+ 40+ at. (72’) 
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Beschreibt man also diejenige mit der Fläche konzentrische Kugel 
vom Halbmesser 7, inbezug auf welche P und Q zueinander konjugiert 
sind, so ist 

PER A (72) 


Die Polarebene Q des Punktes Q inbezug auf die Fläche hat die 
Koordinaten 


~ 

fr 
~ 

N 


| 1 / 
Ae ou Ut 


(13) 


so daß mit Rücksicht darauf wir (73) auch ersetzen können durch die 


Gleichung 
À, à 
1 2 7 ki ry l Bi o11 
——"_ —= us Va U ww. 13 
a2 b? c? 0 122550 ere 2) 


Beschreiben wir also diejenige zur gegebenen Fläche konzentrische 
Kugel vom Halbmesser @, inbezug auf welche die Ebene P, Q zu einander 
konjugiert sind, so ist 

Bee ie liste 
an AR 


(73°) 
Ist also P, die Orthogonalprojekzion von P auf die Verbindungs- 

gerade des Mittelpunktes S der Fläche mit dem Punkte Q, so ist 
SOS Pi = 1 Pi Me Ps 35, (74) 


wenn wie früher den n; und p; die frühere Bedeutung zukommt. Weiter 
schließen wir aus (73), wenn die Senkrechte von S auf O diese Ebene 
in Q* und die Ebene P in P* schneidet, daß 


De 
à CAUAC aS 
S23 SOS SSS: (75) 
N Py + Nz Pa 
26. Betrachten wir nun alle Normalen 1, m,..., %¢, welche von 


einem gegebenen Punkte Q an die Fläche gezogen werden können. Fällen 
wir vom Pol P;, jeder der Ebenen (n;n;) die Senkrechte auf SQ mit 
dem Fußpunkte P;,, so ergibt die Gleichung (74) eine neue Relation, 
nämlich 


SPatSPst...+SPse tSPa tt... SPs, = 
5 9 
= Son a ere ee Me hs + 87). 


Da nach (31) 
6 
End = — 2 (a? + b? + ©?) =— 62, 
1 


so folgt aus der letzten Gleichung 
5 (a? + b? + c?) 


SQ 


‚Bulletin international, XIX, 16 


(76) 


SIDA EG 12 ae 


Schneidet ferner S Q* die Ebenen (n;n,) in den Punkten P;4*, so 
gilt mit Rücksicht auf (75) 


SPE SP Spar... Sp + m (76) 
a SI i S OX (m Pa + No Pa... Me Pe)? | 
aus welcher Gleichung mit Bezug auf (32) me 
SEHR a b? ¢ 
G (6, 4,6) = (77) 


D 
Ist 
IE 9 A0) 


die Gleichung der Fläche 2. Ordnung in allgemeinen Parallelkoordinaten, 


/ 


so ist, wenn wir in ihnen mit x’, y’, 2’ die Koordinaten von Q bezeichnen 
nach (34°) und (36) 


/ 7 A 9 9 A3 (2 
nr = — 5 CE 06), Fr CUS 
folglich ist 
[A "a My ale 2 dy LÀ 
2) - = = ; (77) 
By SO i) Sip ee Sipe RSI 
während wegen (36) 
x DALE ie 
Sag En tee ge (76) 


Aus den Gleichungen (76) und (77’) schließen wir, daß für alle 
Punkte Q, welche von S gleiche Entfernungen haben, die Summe 


SS Pe SEDs 


einen konstanten Wert hat und daf fiir alle Punkte Q, die auf einer zur 
gegebenen Fläche konzentrischen und homothetischen Fläche liegen, 


das Produkt | 
SOMOPESEP EEE SPP EEE 5 SIP a 


einen konstanten Wert besitzt. 

27. Durch (77’) ist also ein Zusammenhang der Potenz eines Punktes Q 
inbezug auf eine zentrische Fläche 2. Ordnung mit der Lage der von ihm 
an die Fläche ausstrahlenden Normalen zum Ausdrucke gebracht und 
zwar mit Hilfe von gewissen Abschnitten, welche auf der durch den Mittel- 
punkt der Fläche auf die Polarebene Q des Punktes gefällten Senkrechten 
sich befinden. Bezeichnen wir mit Q den Fußpunkt der Senkrechten 
von Q auf die Ebene Q und mit & die Potenz von Q, so ist nach (12’) 

B 
= Sr = = a ou), 


und (77’) gibt somit die Relation 


SOHN SP. SP SP 
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Die Formel (37) ergibt, daß hier 


AS Q2 D 
Ny py. No po... Ne Pg = Bs ce 


Führen wir dies sowie die Werte für a,b,c in die Gleichung (76) 
ein, so erhalten wir zunächst 


15 5 
CPS Det SE eee 


B®, S Q#10, 9B 
Wenden wir ferner die Formel (53) auf unseren Fall an. Es ist da 


(tout wi) — EE aS OFF O10) 


und wir erhalten schlieBlich 
AZ Ee CIE) 


ee (77 
B®.S0*.VSP*.S Pt... S Pag* (2 


F (u’, v’, w) = — 


und wenn wir wieder die Potenz der Ebene Q inbezug auf die Fläche 
mit II bezeichnen 

5 4 ABQ 

SOS ee f 


BEST 


wodurch wir zu analogen Zusammenhängen für die Potenz einer Ebene Q 
mit der Lage der an die Fläche vom Pol Q dieser Ebene gezogenen 
Normalen gelangt sind. 

Vergleichen wir endlich noch die Formeln (12°) und (53), so finden wir 


fr) A & 


F{u,v,w) BW(w,v,w).SO*%’ 
oder, wenn Q, den Fußpunkt der vom Koordinatenanfang auf die Ebene Q 
gefällten Normalen bezeichnet, 


ey) _ A 00,2 


F (u/, v', w’) ECS Or 
als das Verhältnis der Substitutionsresultate der Koordinaten eines 
Punktes und seiner Polarebene inbezug auf die Fläche 2. Ordnung in die 
linke Seite ihrer Gleichungen f (x, y, z) =0, F (u, v, w) = 0 im: Punkt-, 
beziehungsweise Ebenenkoordinaten, 
28, Für ein Paraboloid 


geht die Gleichung (71’) über in 
VER HERRN. 
Kor 0e Wo 7 = 0; 


16* 
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setzen wir in sie die Werte aus (44) 


ne mm : n€ 
ne 9 nt 


ein, so erhalten wir, wenn wir die Gleichung we + v9 y+ wé+1=0 
beriicksichtigen 


Uy À + [ty (m+n) +umé+1Atmn (1 a. a ) = (0), 
Deshalb ist hier 


] 
Ata +m+n= é = 
2 Ug 
a Le = ] Yount Wy § 
mn Ug 7 Uy N 


Der Pol P der Ebene P hat die Koordinaten 


1 ” 
% = = : Vo = — a 3 29 = — I 
0 0 ‘0 
und die Polarebene Q von Q die Koordinaten 
pra ti AE N ase 5 
u = See u — mE’ [22 né ’ 
so daß 
A, + 4, + m+ n = — (E+ Xp) (78) 
A dy / / (2 
= 7; QE = Uy # + V0” + ww. (79) 


Die Ebene P schneidet die Achse des Paraboloids im Punkte T, 
dessen Abszisse 


OT = — = = — Xp 
ist; bezeichnen wir Q’ die Orthogonalprojektion von Q auf diese Achse, 
so ist 
OD = &, 
weshalb 
(Et) OUT O0 OP 
also 


OT =a,+4,+ m+n. (78’) 


Betrachten wir nun die von irgend einem Punkte Q an das Paraboloid 
gezogenen Normalen #,, #,...n,; die Schnitte der Ebenen 1; mit 
des Achse des Paraboloids seien T;;, und kombinieren wir die Normalen 
auf alle möglichen Arten zu zweien, so führt die Gleichung (78) zu der 


Beziehung 
OT POTTER. CONTE OM ET 
= 4 ++... + 2) + 10 (m + n). 


Da nach (48) 
A +4, +... p45 = —2(E+2m4 2n), 
so erhalten wir aus der letzten Gleichung 
VT.» + QT +... + Q'Tos +... + Q'Tys = —8E—6 (m+n); 


also ist für alle Punkte in jeder zur Achse des Paraboloids normalen Ebene 
die Summe 2 Q’7;; konstant. 

29. Analog dem Früheren bezeichnen wir hier mit Q* und P,4* 
den Fußpunkt der Senkrechten vom Scheitel 5 des Paraboloids auf die 
Ebene Q, beziehungsweise ihren Schnittpunkt mit der Ebene (n; n,), 
während wir den Schnittpunkt der Achse des Paraboloids mit dieser 
Ebene durch X;; und den Schnittpunkt mit der Ebene Q durch Q,, be- 
zeichnen. Die Formel (79) führt ähnlich wie zuvor zur Relation 


"25.0025 Xp 
A; de 


SUOEEESIE RT: (79°) 
aus welcher folgt 
(mn S Qu SR. SX... S Ka... SA 
Chem (80°) 
S QD, Sig SUPER oc o SIM oo Sa 


Weil 
Ay ay. dg = —VEP,.Vigd,... Ved = 2m, 


wie aus dem Zusammenhalt von (49), (49’) und (50’) hervorgeht, worin 
s = 0, Q, falls wir mit Q, den endlichliegenden Schnittpunkt des Paraboloids 
mit der durch Q zu seiner Achse geführten Parallelen bezeichnen, so 
erhalten wir aus der letzten Gleichung 


SEES Bee eat SO man: 
SEX SAGRS oo SAGE So Gs 


(80) 


Wird mit g der Winkel bezeichnet, den die Ebene Q mit der Achse 
des Paraboloids einschließt und für welchen 
SiOz 
Sin —p = u. 
so kann die letzte Beziehung auch geschrieben werden, wenn wir (50) 
beachten, 
S 12a? . SIP? Sr m n> A? 2? 


ss SX. SX... SX  lôsisimop  16C* st sing ? 


(81) 


LA 


sie kann auch leicht mit / (x’, y’, 2’) in Beziehung gebracht werden, wenn 
x’, y’, 2’ die Koordinaten von Q in einem allgemeinen Parallelkoordinaten- 
system sind, und / (x, v, 2) = 0 in demselben die Gleichung des Paraboloides 
darstellt. 
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Es kommt, wenn für s der Wert aus (16) eingesetzt wird, 


¥ ASQ? 1 
sin p DE (A, Ay Ags) M 


P(x’, 0, 2) (82) 


und wenn in (81) für 
2s sin? yp = —2Q Q, si? g = — Il, 
worin II die Potenz der Ebene Q inbezug auf das Paraboloid bedeutet, 
der Wert 
RA 2F (uw, v’, w’) 
2s sin® gg = — — ——______________., 
D (u’, v’, w’) VD (Ay, Ay, As) 


welcher sich aus (67) ergibt, eingesetzt wird, so folgt endlich 


42 


FA (uw, 0, ©) = => 
Fe) 22 C4 sin? p 


D (u’, v’, w’) D? (Ay, As Aga) - a 


Über die Messungen der Sternazimute in der Digression 
von WLADIMIR WÄCLAV HEINRICH in Prag. 


Vorgelegt den 30. Jänner 1914. 


Zur Fixierung des Azimutes bedient man sich seit langem mit Vorteil 
der Beobachtungen des Polarsterns in der Digression. Die Sterne beschrei- 
ben bekanntlich in der Digression einen Bogen, dessen konkave Seite 
gegen den Nordpunkt zielt, wegen der langsamen Bewegung in Azimut 
kann man den Stern ganz bequem mit der Azimutalmikrometerschraube 
verfolgen bis zum Momente des maximalen Azimutes, welcher dem Scheitel 
des von oben nach unten (oder umgekehrt) beschriebenen Bogens ent- 
spricht. 

Solche Azimutalmessungen zwecks Bestimmung der Polhöhe anzu- 
stellen schlägt zuerst der ehemalige Direktor der Prager Sternwarte. J. G. 
Böhm*) vor. Indessen ist sein Gedanke weder praktisch in größerem Maße 
erprobt, noch theoretisch diskutiert und weiter entwickelt worden. 

Diese Lücke auszufüllen beabsichtigen die folgenden Zeilen. 

Zur Vergleichung führen wir an die gebräuchlichsten Methoden der 
Breitenmessungen. 

1. Im Meridian Horrebow-Talcott Mittel: empfindliches Niveau 
und Mikrometerschraube. 

2. Im ersten Vertikal Bessel-Struve. Niveau und gute Uhr. 

3. Circummeridianhöhen. Die Methode benützt einen fein geteilten 
Kreis und Quecksilberhorizont. 

4, Dazu reihen wir nun an Messung der Sternazimute in der Digression, 
Mikrometer, Niveau und (fein geteilter Azimutalkreis), vrgl. ad a). Die 
Methode ist frei von Fehlern im Uhrgange ad 2., der Refraktionsanomalien 
und der Biegung des Fernrohrs infolge der Schwere ad 3. 

Während meines halbjährigen Aufenthaltes an der Straßburger 
Sternwarte (Mai bis September 1908) habe ich auf Anregung des verewigten 
Direktors E. Beckers Azimutalmessungen in der Digression angestellt 
am großen Repsoldschen Altazimut. 

=) IE & Böhm: Methode, geographische Breite und Azimut zugleich aus 
bloßen Azimutbeobachtungen der Circumpolarsterne ohne Kenntnis und Hilfe der 
Zeit auf das genaueste zu finden. Abhandlungen der kön. böhm. Gesell. d. Wiss. 
in Prag, 1855. 
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Während dieser Zeit gewann ich etwa in 60 Tagen und hellen Nächten 
117 Digressionsazimute, im ganzen gegen 2000 Fadeneinstellungen. Außer- 
dem etwa 10 Polarisazimute und gegen 66 Meridiandurchgänge der Zeit- 
und Polsterne behufs Bestimmung verschiedener Instrumentalkonstanten. 

Diese Beobachtungen sowie spätere theoretische Diskussionen führten 
zu folgenden Resultaten: 

a) Die Messungen der Digressionsazimute liefern einen sehr beque- 
men von systematischen Fehlern (Refraktion, Biegung des Fernrohrs, 
Uhr) freien Weg zur Bestimmung der Polhöhe. Der Hauptvorteil der 
Methode liegt darin, daß man bei geeignetem Arrangement der Beobach- 
tungsreihe — die sich an zenitnahe Polsterne beschränkt — die geographische 
Breite bekommt ohue Einfluß der Teilfehler des Azimutalkreises, welche 
zehn- und mehrmals verkleinert in das Resultat eingehen. Jedoch ist der 
Bereich der betreffenden Polsterne relativ sehr eng (0 —g < 2°) und Sterne 
0 —g > 15° sind zu Breitenmessungen nicht geeignet, sondern lediglich 
zur Fixierung des Azimutes. 

b) Eine Prüfung der Instrumentalfehler zeigt folgendes: Bei geeigne- 
tem Arrangement der Messungen liegen die einzigen Fehlerquellen in den 
Postulaten: 

1. Konstanz des Azimutes (im übrigen während einer beliebig kurzen 
Zeit, wenn man passendes Sternpaar aussucht). 

2. Tadelloses Niveau der horizontalen Achse (aus diesem Grunde ist 
es ratsam das Instrument gut auszunivellieren resp. zwei sich gegenseitig 
kontrollierende Libellen zu benützen). 


3. Gute Mikrometerschraube. 


c) Eine Prüfung der Differenzialgleichung für den Einfluß des Stern- 
ortes auf Breitenmessungen sowie die entsprechenden Koéfficiententafeln 
zeigen. 

Die Messungen der Sternazimute in der Digression eignen sich vie 
besser als zu Breitenmessungen zu fnndamentalen Deklinationsbestim- 
mungen. 

Das ad a) erwähnte Resultat gilt in vergrößertem Maße von diesen. 

Allein der Bereich der günstigen Deklinationsbestimmungen ist 
viel breiter, er enthält alle sogenannten Polsterne und zwar so, daß in mitt- 
leren Breiten der Einfluß der Teilfehler des Kreises sich im extremen Falle 
wenigstens auf ein Drittel reduziert. 


Diese freilich etwas bizarre Art fundamentaler Deklinationsmessun- 
gen liefert — wie es scheint — einen bequemen Weg zur Bestimmung der 
Aberrationskonstanten. Die praktische Ausführung der Messungen in 
idealster Form erinnert vielfach an die Horrebow-Talcott-Methode, das 
Wesen und Fehlerquellen der Messungen sind fast identisch mit den 
Messungen im ersten Vertikal. In der Tat ist es eine Fortsetzung der letz- 
teren gegen Norden zu, indem sie eben die Sterne betrifft, welche nicht 
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mehr das erste Vertikal passieren, statt dessen aber eine Elongation er- 
reichen. 

Was dort die Uhr, ist hier der Azimutalkreis, beiderlei Fehlerquellen 
sind sehr im Resultat gedämpft. 

d) Die Diskussion der gemessenen Sternazimute liefert die Polhöhe 
von Straßburg mit dem mittleren Fehler des Resultates + 0-09”. 

Die Arbeit entstand auf Anregung des verewigten Direktors, Prof. 
E. Beckers, dem ich manchen lehrreichen Rat und Hilfe während meines 
Straßburger Aufenthaltes verdanke. 

Ich habe ursprünglich gehofft die Messungen auf Grund der gewon- 
nenen Erfahrungen wieder aufnehmen zu können und dieselben in der 
ad c) angedeuteten Richtung zu arrangieren. Dieser Umstand, sowie Be- 
schäftigung mit ganz anderen Sachen während meiner späteren Studien 
tragen daran Schuld, daß ich relativ zu spät zur definitiven Bearbei- 
tung der Beobachtungsreihe kam. 

Erst als in den letzten Sommerferien die Ausmessung sämtlicher 
Chronographenstreifen fertig gestellt wurde, war meine Arbeit wesentlich 
erleichtert. 

Diese Aufgabe unternahm mit aller dazu nötigen außergewöhnli- 
chen und-aufopfernden Sorgfalt meine Mutter, Frau Karla Heinrich, 
der ich an dieser Stelle nicht nur für diese, sondern auch viele andere 
Unterstützung während meiner langjährigen Studien meinen wärmsten 
Dank ausspreche. 

Weiter bin ich zu Dank verpflichtet meinem Freunde, Herrn 
Dr. Julius Liebmann, Astronomen der Straßburger Sternwarte, für 
die sehr gefällige Mitteilung definitiver Uhrstände der Uhr Riefler. Die- 
selben erleichterten wesentlich die Bestimmung der Digressionsmomente 


Zur Theorie der Azimutalmessungen in der Digression. Über den 
Einfluß der Instrumentalfehler. Differentialgleichung für Pol- 
höhenverbesserung und Verbesserung des Sternortes. § 1. 


Wir bezeichnen — wie auch sonst üblich, a, z, a, t, 0, g resp. Azimut 
gezählt vom Norden, Zenitdistanz, Rektascension, Stundenwinkel, De- 
klination und parallaktischen Winkel. 


Aus dem Fundamentaldreiecke Stern, Pol, Zenit ergibt sich 


sintcota = sin p cos t —tg 0 cos p (1) 
mit Benutzung 


| sin z cos q = sin p cos à — sin à cos @ cost 
| sin z sin a = — sin t cos 0 


bo 
or 
[=] 


oder auch 
—cosq = cost cos a + sina sint sin p 


gewinnt man sofort 


Für die Digression gilt ex definitione g = 90°, = —10; 


Das Dreieck ist also rechtwinkelig, dies gibt die allgemein bekannten 
Fundamentalformeln 


_ go . _ cos Ô __ Sin p 
cost = ig’ sına = cop ; COSTA PTE | 
ae Vsin (à + gp) sin (d — g) Ree ae \sin (0 + œ) sin (0 — y) 
cos p sin À cos p 
Er \sin (d + ) sin (0 — y) | (2) 
sin 0 
ete Vsin (0 + gp) sin (6 — y) | Hoe cos 0 
sin p cos 0 Vsin (0 + g) sin (0d — p) 
Pe \sin (6 + g) sin (d — g) 
= sin p 


Wenn man zum halben Winkel übergeht, gewinnt man noch eine 
für die Rechnung sehr bequeme Formel 


az sin (0 — a 
sin (0 + p 

Die Formeln ad 2. sind nur bei der eed Bedingung mög- 
lich, daß d > y;; dieselbe zeigt, welche Sterne überhaupt in die Digression 
eintreten können. Wir nennen sie die Polarsterne, welcher Name all- 
gemein mit dem Begriffe der Cirkumpolarsterne nicht koincidiert, und 
doch manchmal irrtümlich verwechselt wird. 

Die Formeln 2. dienen zur Berechnung kleiner Ephemeriden für 
die Einstellung des Fernrohres. Wenn man solche Tafeln für die be- 
treffende Sternwarte ein für allemal entwirft, so enthalten sie bei konstan- 
tem œ als einziges Argument 0. 

Die Formeln 2. kann man noch durch folgende ersetzen, welche 
einen Hilfswinkel einführen (Böhm 1. c.) Dieselben bedeuten jedoch 
keinen besonderen Vorteil. 


= 


te sin 0 sin X 
cost = ee cos z= (p + +). 
ig Ô cos x ? 
(3) 
, e cos 0 
tg x = cost cot 0 sin a = —— 
cos p 
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Die Sternzeit der Digression gibt die Summe 


im Westen r= j.¢+ a 
im Osten t=—,,Li+a 


Es ist zu erwähnen, daß die Formeln (2). (3) von der Rektascension 
völlig unabhängig sind. Dies ist auch vom geometrischen Standpunkte 
leicht zu begreifen. Der Stern in der Digression ist im Azimut stationär, 
die ganze tägliche Bewegung geschieht von oben nach unten resp. umge- 
kehrt in der westlichen oder östlichen Digression. 

Es ist eine Umkehrung der Verhältnisse bei Meridiandurchgängen, 
hier geben die horizontalen Winkel den Stundenwinkel, in der Digression 
die Deklination, die vertikalen Winkel die Deklination in der Digression 
den Stundenwinkel. 

Aus der letzten Gleichung (3.) erliest man: Die Messung des Digres- 
sionsazimutes gibt bei bekannter Deklination sofort die Polhöhe ohne 
Kenntnis der Zeit (Böhm). 

Eine solche Messung kann man mit sehr großer Präcision ausführen, 
wie aus den allgemein üblichen Beobachtungen des Polarsterns & Ursae 
Minoris zwecks Fixierung des Azimutes bekannt ist. 

In der Praxis beobachtet man so, dal3 man den Stern mit dem be- 
weglichen Faden mehrmals fixiert und jedesmal das Mikrometer und die Zeit 
abliest, mit Hilfe der gemessenen Zeitintervalle zwischen einzelnen Faden- 
einstellungen und dem Momente der Digression reduziert man dann 
leicht die Einzelmessungen auf die Digression. 

Zu der Bestimmung der Zeitinteralle braucht man nicht allzu 
präcise Uhr zu benützen. Die erwähnte Reduktion auf die Digression 
kann übrigens auch mit Hilfe der gemessenen Höhenunterschiede leicht 
ausgeführt werden. (Böhm I. c.). 

Zur Ableitung der betreffenden Korrektionen gewinnen wir mit Hilfe 
von (1.) die Differentioqualtienten 


da sin? a : 
— = —,— (—ig dc cos sin p) = 0 
at Gn Cece ae bok 9) 
da sin d cos 0 
= (4) 
dt? cos p sin t 
da 7 3 cos 9 sin 0 cott 
GE cos psin t 
und weiter aus sim 0 = sin pcos z + cos p sim z cos a 
da 
—— = 0 
dz 
a a tg d sin? 0 tgd ? 
= = ar — — = (4) 


ae sinz cos à Vsin (0 + p) sin (0—g) sint cos p 


bo 


aa 3tg d cosz 3 sin? d sin p a 3 Sin p 


d 2 sim@z cos sin(d Eg)sin(d—p) co psin® tcosd 


Es lauten somit die betreffenden Entwickelungen 


sec *) sec 
9 sin2 A sin 
, 2 sin? —— F 4 sin 
Er sin 0 cos 0 2 4 sim 0 cos 0 7 4 
= : — - c - era 
cospsint sinl’  cospsint sin 1” 
: 5 
non le À 2 (5) 
‘ SS ae 5 > 
too De sin sin? 2 
ANG — = 2 


sintcosp sinl” "cos pcoso sımt sinl’ 
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1 : - 
log — sin? 1” = (2-59839 — 10), 


152 sin 1” 


lo — —_ = (6:73672 — 10) 
sin 1” BES: 

log = — (4:38454 — 10) 

leg 070 20) 


9 
Im Falle der Messung der Zwischenzeiten finden wir: 


ip Se: (673672 — 10) (4 f°)? + 
cos p sin t 
(5) 


sin 0 cos d 
a 


ats —— cot ¢ (2°59839 — 10 (4 f°") 
cos p sin t 


Die Festlegung des Vorzeichens macht keine Schwierigkeit. 

Es sei z. B. eine gewisse Fadeneinstellung auf das Moment der Di- 
gression zu überführen, die Teilung des Azimutalkreises gezählt im astro- 
nomischen Sinne (retrograd 0°—360°), wie es beim Straßburger Altazi- 
mut der Fall ist, dann gilt im Osten das obere Vorzeichen vor der Digres- 
sion, das untere nach des Digression, im Westen vor der Digression das 
obere Vorzeichen und die Summe beider Terme subtrahiert u. s. w. 


Wir untersuchen jetzt folgende sehr einfache Frage: 

„Aus gemessenen Digressionsazimuten zweier Sterne direkt die Pol- 
höhe zu finden.‘ Eine Digression sei im Osten, die zweite im Westen, 
Azimut vom Norden aus gezählt. Dann gilt nach (2) 


| cos 0; = cos p sin a, 
| cos dy = cos p sin Ay. 


*) Die numerischen Beträge des Faktors geben z. B. Albrecht, Formeln und 
Tafeln für geographische Ortsbestimmungen. Leipzig 1908, IV. Auflage sub XXVI. 
p. 208 et seq. 


X 
or 
w 


Durch Kombination beider Gleichungen findet man, wenn man 
a) + & = D setzt (eine Größe, welche direkt durch die Beobachtung 
gegeben ist) 
2 cos 0, cos 05 
cos? p 


= C0S (a, — a,) — cos D 


nach Elimination von a,, a, 


cos 0; cos d, = — cos D cos? p + V{cos? p — cos? d,) (cos? p — cos? dy) ; 


daraus finden wir 


__ Veos? 0, + cos? 0, + 2 cos 0, cos 0, cos D 


u sin D (6) 
; Vsin? D — (cos? 0, + cos? 0, + 2 cos à, cos 0, cos D) 
sing = 
sin D 
ines si D 
tg? p K Il, 


wobei gesetzt wurde 
K = cos? 0, + cos? 0, + 2 cos 0; cos 9, cos D). 


Für 0; = 03, a, =a, d.h. denselben in beiden Digressionen be- 
obachteten Stern degeneriert (6) in 


er cos 0 cos 0 
0 — — — 
2 UD) sin a 
sin 9 


wie ad (2) schon erwähnt. 


Wir differencieren nun die Gleichung (6), wobei wir alle in ihr vor- 
kommenden Größen als Variabeln betrachten. 


Es ergibt sich aus 
sin? D cos? $ = cos? 0, + cos? d, + 2 cos 0, cos d, cos D 
(cos D cos? p + cos 0, cos à,) d D = 


cos 0, sin 0, + sin 0, cos à, cos D 


= cos p sing sin D à p SED do, 
cos Oy Sin d, + sin 0, cos 0, cos D 
do, 
sin D 
nach einer leichten Umformung 
in ö sin d 
aD=t t lo As ech ee te 
CCE) 29 COS a, COS p do COS Ay COS mo (7) 


Dies ist die Fundamentalgleichung für Verbesserung der Polhöhe 
resp. fiir Verbesserung der Deklination (des Sternortes). 
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I. Im Falle der Breitenmessungen bedeutet dp in (7) die abhän- 
gige Variable. 


Der Sinn der Größe 4 D ist leicht zu bestimmen. Wenn man eine 
genähert bekannte Polhöhe voraussetzt und mit derselben die Koefficienten 
der Gleichung bestimmt dann bedeutet d D den Unterschied zwischen 
der gemessenen Azimutaldifferenz und der mit dem vorausgesetzten @ 
berechneten Größe (a, + ag). 


Jede Azimutalmessung gibt — wie aus der Theorie des Altazimutes 
bekannt 
A, = L, Fi, cotg 2 =F ¢ cosec 2 S, cosec z 


L, bedeutet die Lesung des Azimutalkreises, 7 die Neigung der Horizontal- 
achse, c die Kollimation des Fernrohrs, s die Schraubendifferenz zwischen 
dem beweglichen und festen Mittelfaden. Der Sinn der Vorzeichen ist 
leicht festzulegen. So gelten z. B. im Falle des Straßburger Altazimutes — 
wenn man alle Größen auf das Fernrohrende bezieht — für die Lage I Fern- 
rohr rechts (FR) die obigen Vorzeichen und umgekehrt in der zweiten Lage 
(FL). Wir können somit schreiben 


aD A A 


Um den Einfluß der Instrumentalfehler auf die Breitenmessungen 
zu untersuchen, wollen wir einfach voraussetzen, daß es sich um zwei ent- 
gegengesetzte Digressionen desselben Sterns handelt. Dann gilt 


2ig pigadg = L,— Ly, = (u — 1) cot z + (ch — Cy) cosec z + 


= 2 sin d : 
(sy as Sy) cosec z + cos a cos p do (8) 


1. Für den Einfluß der Neigung der Horizontalachse gilt im extremen 
Falle 


dp  cos@p 
Gigiicos Ome 


was man aus der letzten Gleichung und den Fundamentalformeln 
(2) für ¢ga, cot z gleich ersieht. 

Da in unserem Falle immer d >, geht die Neigung mit ihrem vollen 
Betrag in die Messung über, fiir polnahe Sterne sogar vergrößert. Es ist 
daher nicht zweckmäßig zu Breitenmessungen sehr polnahe Sterne zu 
benützen. 


Aus denselben Gründen korrigieren wir womöglich oft die Nivel- 
lierung (resp. bedienen uns eines horizontalen Doppeliniveaus). Den 
gemeinten Einfluß illustriert folgende Tafel 


dp= di für di= 1-00” 
co 


se 30° | 35° | 40° | 45° | 509 | 55° | 60° | 65° | 70° | 75° | 80° | 85° 


11 I} nm [42 11 ! 

110 1:01 ; 1-01 | 1-02 | 1-02 | 1-02 | 1-03 | 1-03 | 1-04 1:05 
20 1:02 | 1-03 | 1-03 | 1:04 | 1-04 | 1-05 | 1-07 | 1-08 | 1-11 
3° 1-03 | 1-04 | 1-05 | 1-06 | 1-07 | 1-08 | 1-10 | 1-13 | 1-17 | 1-24 | 1-42 | 2-50 | 
4° 1-04 | 1-05 | 1-07 | 1:08 | 1-09 | 1-11 | 1-14} 1-18 | 1-24 | 1-36 | 1:66 | 4-99 
5° 1-06 | 1-07 | 1-08 | 1-10 | 1-12 | 1-15 | 1-18 | 1-24 | 1:32 | 1-49 | 1-99 
6° 1-07 | 1-09 | 1-10) 1-12 | 1 1-18 1:23 | 1-30 | 1-41 | 1-65 | 2-48 
10 1-08 | 1-10 | 1-12 | 1-15 | 1:18 | 1-22 | 1-28 | 1-37 | 1-52 | 1-86 | 3-32 
8° 1-10 | 1-12 | 1:15 | 1-18} 1-21 | 1-26 | 1-33 | 1-45 | 1-65 | 2-12 | 4-98 

1-2 1 

1 1 


90 1-11 | 1-14 | 1-17 | 1-20 | +31 | 1:39 | 1-53 | 1-79 | 2-48 | 9-95 
10° 1-13 | 1-16 | 1-19 | 1-23 | 


-36 | 1-46 | 1-63 | 1-97 | 2-97 


2. Der Einfluß des mit der Schraube gemessenen Winkels und der 
Kollimation ist gegeben durch 


d p = tg d cot pd c. 


Diese Gleichung zeigt: der Abstand des beweglichen und festen Fadens 
übergeht mit seinem vollen Betrag in das Resultat. Es ist hervorzuheben, 
daß er im Falle zenitnaher Sterne nicht vergrößert wird. Bekanntlich multi- 
pliziert sich jede Schraubenablesung bei einer Azimutalmessung mit cosec z- 
Dies gibt in der Nähe des Zenits sehr große Beträge. Der Beobachter 
sieht so bei der Reduktionsrechnung seine Fehler abnorm vergrößert, 
karrikiert. Aus diesem Grunde benützt man nie zur Fixierung des Azimutes 
zenitnahe Sterne. Allein im Falle der Breitenmessungen gebraucht man ge- 
rade diese „‚disharmonierenden Pointationen‘ mit Vorteil, auf die Polhöhen- 
messung üben dieselben keinen Einfluß, da während der weiteren Reduk- 
tion ein verkleinernder Faktor zur Geltung kommt. Was die Kollimation 
betrifft, ist ihre Wirkung mittels derselben Formel bestimmt, aber die Brei- 
tenmessungen werden durch dieselbe kaum beinflußt. Setzen wir voraus, 
daß es eine konstante Größe ist, wenigstens während der Zeit zwischen 
beiden Digressionen, dann ist in der Gleichung (8) cy = cp = c. 

Im Falle zweier Digressionen desselben Sterns fällt der Term c heraus, 
im Falle zweier verschiedener Sterne ist es vorteilhaft zu wählen d,=6,, 
dann ist nämlich cot z, = cot 2,. 


Den so äußerst verkleinerten Einfluß der Kollimation eliminiert 
man vollständig, wenn man die Beobachtungsreihe abwechselnd in beiden 
Lagen des Instrumentes ausführt. 

Bei gut stabilen Instrumenten ist es übrigens vorteilhaft, während 
der Fadeneinstellungen einer jeden Digression umzulegen, nach dem Vor- 
bilde der Struveschen Messungen im ersten Vertikal. 
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Gegen diese Manipulation spricht eine etwas längere Reduktions- 
rechnung (da die Pointationen dann teilweise weiter von der Digression ent- 
fernt ausfallen, muß man auch Terme zweiter Ordnung in den Entwicke- 
lungen mit in Betracht ziehen), und bei weniger solide aufgestellten Instru- 
menten die Möglichkeit einer Azimutänderung. 


hip — too coumidic fii ako N 


s—o \?| 30° | 350 | 40° | 45° | 50° | 55° | 60° | 650 | 70° | 750 | 80° | 859 
[2 LA mw [14 [4 [2 141 141 11 wm 11 122 

19 | 1-04 | 1-04] 1:04 | 1-04 | 1-04 | 1-04 | 1-04 | 1-05 | 1-06 1-07) 1-11) 1-25 
2° |1-08| 1-07 | 1-07 | 1-07 | 1-07 | 1-08 | 1-09 | 1-10 | 1-12 | 1-16 | 1-25) 1-67 
3° | 1-12) 1-12] 1-11) 1-11 | 1-11 | 1-12] 1-13 | 1-15 | 1-19 | 1-26) 1-44! 2:51 
4 | 1-17] 1-16] 1-15] 1-15 | 1-15 | 1-17 | 1-18 | 1-21 | 1-27 1-38) 1-68! 5-01 
5° | 1-21| 1-20 | 1-19 | 1-19 | 1-20 | 1-21 | 1-24 | 1-28 | 1-36 | 1:52 | 2-02 
6° | 1-26| 1-24 | 1-23 | 1-23 | 1-24 | 1-26 | 1-30 | 1:35 | 1-46 | 1-69 | 2-52 
7° | 1-29) 1-29 | 1-28} 1-28] 1-29 | 1-32 | 1-36 | 1.44 | 1:58 | 1-91 | 3-36 
8° | 1-35| 1-33 | 1-32 | 1-33 | 1-34 | 1-37 | 1-43 | 1-53 | 1-71 | 2-18 | 5-05 
9° | 1-40| 1-38) 1:37 | 1:38 | 1-40 | 1-44 | 1:50 | 1-63 | 1-87 | 2-55 | 10-10) 
109 |1-45| 1-43 | 1:42 | 1-43 | 1-45 | 1-50 | 1:59 | 1-74 | 2-06 | 3-06 
119 | 1-51} 1-48 | 1:47 | 1-48 | 1-52 
12° |1-56| 1:53 | 1-53 | 1-54 


3. Der Einfluß des Sternortes ist gegeben durch 
dp =tgdcotpdd 


Es gilt somit dieselbe Tafel wie ad 2. Die Formel zeigt klar, daß 
polnahe Sterne, schon etwa 0 >q-+ 15° für Breitenmessungen unvorteil- 
haft sind, ein eventueller Fehler in der Deklination übergeht sogar ver- 
größert in das Resultat. 

4. Der Einfluß der Teilfehler des Kreises und inkonstanten Azimutes 
ist gegeben durch 


1 cotp 


——— ey } I | — op . 
d p = ASS \sin (p + 0) sin (0 — y) dL 


In dieser Gleichung liegt der hohe Wert der Methode. Die angeführte 
Tafel gibt die Veränderungen des Azimuts der Digression für eine Ver- 
änderung der Polhöhe um 1”. Es handle sich z. B. um die geographische 
Breite 50° p, d — 51°, dann offenbart sich eine Veränderung in p durch 
eine zehnmal grössere Verschiebung im Azimut. 

So z. B. der Betrag der Polschwankung dp= 0’'5 erwirkt eine 5” 
Verschiebung im Azimut, diese Größe kann man schon verläßlich messen, 
sogar mit einem Instrument, welches bloß eine 1’’ Lesung gibt. 


Jeder Koefficient der Tafel, multipliziert mit zwei (für denselben 
Stern) oder die Summe zweier solcher Koefficienten, welche zu zwei ver- 
schiedenen d (derselben Kolumne) gehören, gibt uns, wievielmal ver- 
kleinern sich die Teilfehler des Kreises bei einer Breitenmessung. Der 
Einfluß dieser Fehler ist enorm klein, solange wir uns auf Sterne 
gpg + 2>0>~@ beschränken, vergrößert sich bei Überschreitung dieser 
Grenze — noch etwa 10° vom Zenit reduziert sich dieser Einfluss auf 1/3. 
Erst, wo der Koefficient unter 0-5 herabsinkt, gestaltet sich die Pol- 
höhenmessung ungünstig. 


cos 0 tg p 


Vsin (0 + g) sin (0 — ar dg für dg =1-00 


s—9\? 30° | 350 | 400 | 450 | 50° | 550 | 60° | 650 | 700 | 750 | soo | 85e 
[2 11 11 141 11 wm "1 [11 11 [14 [1 11 
0° 20’ | 7-01 | 7-72 | 8-45 | 9-22 | 10-06) 11-00) 12-11) 13-52) 15-18) 14-25) 21-51/29-74 
0° 40’ | 4-93) 5-43) 5-94 | 6-48 | 7-06 7-72) 8-47) 9-41)10-61/ 12-24) 14-81/19-88 
1° 4-01 | 4-40 | 4-81} 5-26| 5-73) 6-27) 6-87) 7-61) 8-51, 9-82 11-76 15-26, 
20 2-80 | 3-08 | 3-35 | 3-65 | 3-96 4-32] 4-72] 5-21) 5-79 6-56 7-60) 8:58 
30 2-25 | 2.54 |'2-69 | 2-93 | 3-18) 3-45) 3-75) 4-11) 4-52) 5-03) 5-59] 500 
40 1-91 | 2-09 | 2-29 | 2-49 | 2-69) 2-91] 3-16) 3-43) 3-74 4-07) 4-27 2°34) 
5° 1-69 | 1-85 | 2-01 | 2-18 | 2-36] 2-54] 2-74] 2-96] 3-18) 3-38] 3-29 
6° 1-51 | 1-66 | 1-81 | 1-95 | 2-10} 2-26) 2-42) 2-59| 2-75) 2-83| 2-49 
7 | 1-89 1-50 | 1-64| 1-77 | 1-90] 2-04) 2-17] 2-30, 2-40) 2-38) 1-79) 
8° 1-27 | 1-39 | 1-51 | 1-62 | 1-73) 1-85) 1-96 2-06 2-10 1-99 1-16 
9° 1-18 | 1-28 | 1-39 | 1-50 | 1-60) 1-69) 1-78) 1-85 1-85) 1-65 0-57 | 
| 100 1:10 | 1-20 | 1-29 | 1-39 | 1-48) 1-56) 1-62) 1-66) 1-62) 1-34 


Die Veränderlichkeit des Azimuts kann man bei solide aufgestellten 
Instrumenten vollständig vernachlässigen, namentlich wenn die Zwi- 
schenzeit beider Digressionen womöglich kurz ist (nach dem Vorbilde 
der Horrebow-Talcott-Methode). Es ist daher am zweckmäbigsten sich 
immer zweier Sterne zu bedienen, welche etwa Y, Stunde nach ein- 
ander eine in die westliche, die zweite in die östliche Digression ein- 
treten. 

Da die Messung wegen der bedrohten Constanz des Azimutes prä- 
ciser ausfällt, je weniger Bewegungen (auch nur in der Vertikalebene) in 
der Zwischenzeit stattgefunden haben, ist es ratsam, beide Digressionen 
etwa in gleicher Höhe über dem Horizonte zu wählen. 

Nach dem vorhergehenden kann man folgende ideale Arrangements 
der Messungen angeben: 

A) Analogon der Horrebow-Talcott-Methode. 

Zwei Sterne nahe derselben Deklination <d<gp+ 2°, Zwischen- 


zeit der Digressionen einige Minuten. 
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bo 
or 
ie) 


Einstellung des Fernrohrs und Ablesung des Azimutalkreises und 
Niveaus der Horizontalachse. 

Nachdem der Stern im Gesichtsfelde erscheint, einige Pointationen 
mit dem vertikalen beweglichen Faden. 

Einstellung der zweiten Digression auf der entgegengesetzten Seite 
des Meridians, Fadeneinstellungen. 

Ablesung des Azimutalkreises und des Niveaus. 

Die Beobachtungen von Tag zu Tag in beiden Lagen des Instru- 
mentes anzustellen. Bei Instrumenten größerer Stabilität kann man noch 
folgendes Arrangement nach dem Vorbilde der Struveschen Methode im 
ersten Vertikal projektieren. 

B) Ein Sternpaar wie ad A). 

Einstellung des Fernrohrs, Ablesung des Kreises und des Niveaus. 

Einige Fadeneinstellungen — Umlegung des Instruments — wei- 
tere Pointationen in der zweiten Lage. 

In derselben Lage Einstellung der zweiten Digression. 

Fadeneinstellungen — Umlegung — weitere Fadeneinstellungen 
in der zweiten Lage. 

Ablesung des Kreises und des Niveaus. 

Bei stabilen Instrumenten kann man übrigens noch folgende Modi- 
fikation angeben 

ad 1. Zwei Digressionsreihen je an einer Seite des Meridians, beide 
in derselben Lage des Instrumentes. 

2. Erste Digressionsreihe an einer Seite des Meridians, Umlegung» 
zweite Digressionserie an derselben Seite des Meridians in entgegen” 
gesetzter Lage des Instruments und ähnlich an der anderen Seite des 
Meridians, mit der letztgenannten Lage beginnend. 

Es bleibt noch einige Worte zu sagen über den Fall zweier Digres- 
sionen an derselben Seite des Meridians, welcher bei der Ableitung der 
fundamentalen Differenzialgleichung nicht berücksichtigt wurde. 

Die betreffende Formel lautet, wie man sofort einsieht 
sin 05 


sin À 
1__¢6,-4 doy, (7’) 
COS Ay COS p COS 4, COS p 


d D = fg g (tg a, —tg as) dp — 


Ihre Diskussion ist den obigen Schlüssen ganz analog und zeigt, daß 
die Gleichung für Messungen der Polhöhe ungünstig ist. 

Namentlich der Einfluß der Kollimation ist groß, auch damals, 
wenn man — was wegen des eventuellen Fehlers in der Neigung der 
Horizontalachse ratsam — einen polnahen und einen zenitnahen Stern 
auswählt. 


II. Wir behandeln jetzt den Fall einer Deklinationsmessung: dann 
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ist in der Fundamentalgleichung (8) dd die abhängige Variable. Im Falle 
zweier entgegengesetzter Digressionen desselben Sterns gilt 


2 sin 0 
— ———_ dd=L,—L, = (i, —i,) cot z + (s, — s,) cosec z Z 
COS & COS p i 2+ (t 2) + (Sy 2) here 


+ (cy — Cs) cosec z — 2 te pig ad y (9) 
1. Den Einfluß der Neigung der Horizontalachse gibt die Beziehung 


dö sm@p 
di sind : 


Über den Verlauf des Quotienten gibt die folgende Tafel AufschluB 


Ey ir di 1.00% 


HZ sind“ 


|? 40° | 509 | 60° | 70° 


[2 "1 11 
0° 30’ | 0-99 | 0-99 | 1-00 | 1-00 
Uy 0-98 | 0-99 | 0-99 | 0-99 | 
20 0-96 | 0-97 | 0-98 | 0-99 
3° 0-94 | 0-96 | 0-97 | 0-98 
40 0-93 | 0-95 | 0-96 | 0-98 
5° 0-91 | 0-94 | 0-96 | 0-97 
10° 0-84 | 0-89 | 0-92 | 0-95 | 
15° 0:79 | 0-85 | 0-90 | 0-94 | 
20° 0:74 | 0-82 | 0-88 


2. Der EinfluB des mit der Schraube gemessenen Winkels ist ge- 
geben durch 
do 


dc 


= il 


Der Fehler geht daher seinem vollen Betrage nach, algebraisch 
nicht vergrößert in das Resultat der Deklinationsbestimmung über. 

Auch in diesem Falle erscheint in den durch einzelne Fadenein- 
stellungen gemessenen Azimuten eine karrikierende Disharmonie, dieselbe 
betrifft jedoch nicht die resultierende Deklinationsmessung, indem sie 
mit entsprechendem Faktor gedämpft wird. 

3. Den Einfluß eines eventuellen Fehlers in der Polhöhe gibt die 
Formel 
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dd =tg p cot à d p 


Derselbe wird in der beigegebenen Tafel illustriert und ist allgemein ver- 
kleinert. 


dd=tg pcotddg für dg = 1-00” 


AC 30° | 35° | 400 | 45° | 50° | 55° | 60° | 65° | 70° 


10 0-96 | 0-96 | 0-96 | 0-97 | 0-97 | 0-96 | 0-96 | 0-95 | 0-95 
20 0-92 | 0-93 | 0-93 | 0-93 | 0-93 | 0-93 | 0-92 | 0-91 | 0-89 
30 0:89 | 0-90 | 0-90 | 0-90 | 0-90 | 0-89 | 0-88 | 0-87 | 0-84 
40 0-86 | 0-86 | 0-87 | 0-87 | 0-87 | 0-86 | 0-84 | 0-82 | 0-79 
50 0:82 | 0-83 | 0:84 | 0-84 | 0-83 | 0-82 | 0-81 | 0-78 | 0-74 
60 0:80 | 0:81 | 0-81 | 0-81 | 0:80 | 0-79 | 0-77 | 0-74 | 0-69 
70 0-77 | 0-78 | 0-78 | 0-78 | 0-77 | -0-76 | 0-74 | 0-70 | 0:63 


8 0-74 0-75 0-76 0-75 0-74 0-73 0-70 0-66 0-58 
90 0-71 0:72 0:73 0-73 0-72 0:70 0-67 0-61 0-53 
10° 0-69 0-70 0-70 0-70 0-69 0-67 0-63 0-57 0-48 


110 0-66 0-68 0-68 0-67 | 0-66 0-64 0-60 0-53 0-44 
12° 0-64 0-65 0-66 0-64 0-63 0-61 0-56 0-50 0:39 
13° 0-62 0-63 0-63 0-62 0-61 0:58 | 0-53 | 0-46 0-34 
14° 0-60 0-61 0-61 0-60 0-58 0-55 0-50 | 0-42 0:29 
15° 0-58 0-60 0-59 | 0-58 0-55 0-52 0-46 0-38 0-24 
16° 0:56 0-57 0-57 0-55 0-53 0-49 0:43 0-34 0-19 
170 0-54 0-55 0-54 0-53 0-51 0:46 | 0-40 0-30 0-14 
18° 0-52 0-53 0-52 0-51 | 0-48 0-44 | 0-37 0-26 0-10 
19° 0-50 0-51 0-50 0-49 0-46 0-41 0:34 | 0-23 0-05 
20° 0-48 0-49 0-48 0-47 0-43 0-38 | 0-30 0-19 


21° 0-47 0-47 0-46 0-44 0-41 0:36 | 0-27 0-15 
220 0-45 0-45 0-45 0-42 0:39 0.33 0-24 0-11 
23° 0-43 0-44 0-43 0-40 0:36 0-30 0 21 0-08 
24° 0-42 0-42 0-41 0-38 0-34 0-28 0-18 0-04 
25° 0-40 0-40 0-39 0-36 0-32 0-25 0-15 
26° 0:39 0:39 0-37 0-34 0:30 0-23 0-12 
27° 0-38 0:37 0-36 0-32 0-28 0-20 0-09 
28° 0:36 0:36 0:34 0-31 0:25 0-18 0-06 
29° 0-35 0-34 0-32 0-29 0-23 0-15 0-03 
30° 0-33 0-33 0:30 0-27 0-21 0-12 


31° 0:32 | 0-31 | 0-29 | 0-25 | 0-19 | 0-10 | 
320 031 | 0-30 | 0-27 | 0-23 | 0-17 | 0-07 
| 330 0-29 | 0-28 | 0-26 | 0-21 | 0-15 | 0-05 
340 0-28 | 0-27 | 0-24 | 0-19 | 0-12 | 0-03 | 
350 0-27 | 0-26 | 0-22 | 0-18 | 0-10 
36° 0:26 | 0-24 | 0-21 | 0-16 | 0-08 
370 0-24 | 0-23 | 0-19 | 0-14 | 0-06 
380 0-23 | 0-21 | 0-18 | 0-12 | 0-04 
390 0-22 | 0-20 | 0-16 | 0-11 | 0-02 
40° 0-21 | 0-19 | 0-15 | 0-09 
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ö—g \9| 30° 35° 40° 45° 50° 55° 60° 65° 70° 


41° 0-20 0-17 0-13 0-07 
420 0:19") 0-16 0-12 0-05 
43° 0-16 0-15 1-10 0-03 


44° 0-15 0-14 0-09 0-02 
45° O-14 | 0-12 0-07 
46° 0-13 | O-11 0-06 
470 0-12 0-10 0-04 
48° 0.11 | 0-09 0-03 


49° 0-10 | 0-07 | 0-01 
500 0:09 | 0-06 


51° 0-08 | 0-05 
520 | 0:07 | 0-04 


530 | 0:06 | 0-02 
540 0-05 | 0-01 

559 | 0-04 | 

56° | 0-03 

570 0-02 

580 | 0-02 

599 0-01 | 
60" 


4, Den Einfluß der Teilfehler des Kreises und der Veränderlichkeit 
des Azimuts gibt die Relation 


a9 — \sin (8 + 9) np 7 
2 sin O 


Die beigegebene Tafel gibt die Veränderung im Azimut der Digres- 
sion für eine Veränderung der Deklination um 1’. Im Falle der Zenit- 
sterne ist die Empfindlichkeit ähnlich wie ad 4. I. enorm, so z. B. für 
g = 50°, d = 50°20’ bewirkt eine kleine Veränderung der Deklination 
um 0”1 eine Bogensekunde in der Azimutalverschiebung. Anders kann 
man sagen, jede Zahl der Tafel multipliziert mit zwei gibt den Verkleir _ 
rungsfaktor der Teilfehler des Kreises. 

Zum Unterschiede von 4. ad I. ist hervorzuheben, die Empfindlich- 
keit beschränkt sich keineswegs an einen engen Streifen der Zenitsterne, 
sondern betrifft (natürlich in etwas verkleinertem Maße gegen den Pol zu) 
alle sogenannten Polarsterne 0 > y. 

Der Koefficient sinkt nirgends unter 1, d. h. die Messungen gestalten 
sich für alle Polsterne günstig. Die Teilfehler des Kreises werden im ex- 
tremen Falle (zumindest) auf ein Drittel reduziert. 

Allgemein kann man daher schließen: Die Messungen der Stern- 
azimute in der Digression eignen sich noch viel besser zu fundamentalen 
Deklinationsbestimmungen als zu eigentlichen Breitenmessungen. 
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Das vorteilhafteste Arrangement solcher Deklinationsbestiinmungen 
ist ganz analog demjenigen ad I. 

Man wählt zwei Sterne heraus, einen von bekannter, den anderen 
von unbekannter Deklination, welche kurz nacheinander in zwei entge- 
gengesetzte Digressionen treten und bedient sich des idealen Schemas A) 
entweder nach dem Vorbilde der Horrebow-Talcott-Methode B) oder der 
Struveschen Messungen im ersten Vertikal. 

Für den Stern von bekannter Deklination wählt man mit Vorteil 
einen polnahen Stern, bei welchem ein kleiner Deklinationsfehler weniger 
vergrößert im Azimut erscheint. 

Die Beobachtungen beider Digressionen desselben Sterns geben 
direkt als einzige Unbekannte die Deklination. Die Messungen dieser 
Art sind bloß für zenitnahe Polarsterne vorteilhaft, da sonst die Zwischen- 
zeit zu lang wird. 

Gerade in der Verkürzung der Zwischenzeit liegt der große Vorteil 
der fundamentalen Deklinationsbestimmungen dieser Art. Im übrigen kann 
man sich auch in unserem Falle der Azimutsterne (Marke) in der Nähe 
des Pols bedienen. 

Endlich ist zu erwähnen, dass im Falle einer Deklinations- 
bestimmung auch die Formel (7’) (Zwei Sterne an derselben Seite des 
Meridians), vorteilhaft bleibt. Speciel sind auf diese Weise mikrometrische 
Azimutaldiferenzen zu verwerten. 

Die Tafel gibt die Beträge 


F sin 0 AO 
27 \sin(ö+y)sin@—gy  ? 


fur dd — 1.002 


é— \s 30° 35° 40° | 45° 50° 55° | 60° 65° 70° 
I 
0° 20’ 7-10 7-81 8:55 9:33 10-17 | 11-16 | 12-27 | 13-72 | 15-46 
0° 40’ 5-06 5-57 6-08 6-63 7-23 7-91 | 8-70 9-70 | 11-01 
10 4-17 4-58 5-00 5-45 5.94 6-50 | 7-15 7:96 9-02 
20 3-02 3-30 3-60 3-92 4-27 4-66 5.13 5-72 | 6-49 
30 2-52 2:75 2-99 3°25 3:54 3-86 4-25 4-74 5.39 
4° 2-23 2-43 2-64 2-86 311 3-40 3°74 4-17 4-75 
5° 2-04 2-22 2-40 2-60 2-82 3-08 3:39 3°79 4-32 
6° 1-90 2-06 2°23 2-41 2-62 2-85 3-14 3-51 4-01 
| Te 1:80 1:94 2-10 2-27 2-46 2-68 2-95 3:30 3:78 
8° MeFi 1-85 2-00 2-15 2-33 2.54 2-80 3:13 3-60 
99 1-65 or 1-91 2-06 2-23 2-43 2-68 3-00 3-46 
10° 1-59 el 1-84 1-98 2-14 2.34 2-58 2-89 3°34 
110 1-54 1-66 1:78 1-92 2-07 2-26 4 2-80 3:25 
12° 1-50 1-61 1:73 1-86 2-01 2-19 2-42 2°72 317 
13° 1-47 1-57 1-69 1-81 1-96 2-13 2-66 3-11 
14° 1-44 1-54 | 1-65 Nor 1-91 2-08 2-30 2-60 3:06 
ins oe 1-41 1:51 1-61 1-73 1-87 2-04 2-26 2-62 3-01 
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à — p 300 350 40° 45° 50° 55° 60° 65° 70° 
16° 1-39 1-48 1-58 1:70 1:84 2-00 2-22 2-52 2-98 
To 1-37 1-46 1-56 1-67 1-80 1-97 2-18 2-48 2-95 
18° 1-35 1-44 1-53 1-64 1-78 1-94 2-15 2-45 2-94 
119) 1:34 1-42 1-51 1-62 1-75 1-91 2 2-43 2-93 
20° 1-32 1-40 1-49 1-60 1-73 1-89 2: 2-41 2-92 
21° 1-31 1-39 1-47 1-58 1-71 1-87 2-08 2-39 
220 1-29 1-37 1-46 1-56 1-69 1-85 2-06 2-38 
23° 1-28 1-36 1-44 1-55 1-67 1-83 2-05 2-37 
240 1-27 | 1-35 1-43 1-53 1-65 1-81 2-03 2-37 
259 1:26 | 1-34 1-42 1-52 1-64 1:80 2-02 2-37 
26° 1-25 1-33 1-41 1-51 1-63 1-79 2:02 
27° 1-25 1-32 1-40 1-50 1-62 1-78 2-01 
28° 1-24 1-31 1-39 1-49 1-61 ie 7/ 2-00 
290 1-23 1-30 1-38 1-48 1-60 1-76 2-00 
30° 1-23 1-29 1-37 1-47 1-59 1-76 2-00 
310 1-23 1-28 1-36 1-46 1-58 1-75 
32° 1-21 1-28 1-36 1-45 1-58 1-75 
33° 1-21 1-27 1-35 1-45 1-57 1-75 
34 1-20 1-27 1-35 1-44 1-57 1-74 
35° 1-20 1-26 1:34 1-44 1:57 1-74 
36° 1-19 1-26 1-33 1-43 1-56 
37° 1-19 1-26 1-33 1-43 1-56 
38° 1.19 1-25 1:33 1-43 1-56 
39° 1-18 1-25 1:32 1-43 1-56 
40° 1-18 1-24 1-32 1-42 1-56 
41° 1-18 1-24 1-32 1-42 
420 1-18 1-24 1-31 1-42 
43° 1-17 1-23 1-31 1-41 
440 1-17 1-23 1:31 1-41 
45° MOUs) 1-23 1-31 1-41 
46° 1-17 1-23 1-31 
47° 1-17 1-23 1-31 
48° 1-16 1-23 1-31 
49° 1-16 1-22 1-31 
50° 1-16 1-22 1-31 
51° 1-16 1-22 
52° 1-16 1-22 
53° 1-16 1-22 
54° 1-16 1-22 
55° 1:16 : 1-22 
56° 1:16 
57° 1-16 
58° 1-16 
59° 1-15 
60° 1-15 
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Es wäre noch eine Bemerkung zu tun über die Verwendbarkeit 
solcher Deklinationsmessungen. 

Für polnahe Sterne, welche schon ziemlich weit vom Zenit das Meri- 
dian passieren, wäre eine solche Bestimmung, welche frei der Fehler der 
Refraktion, Biegung des Instrumentes ist und eine starke Dämpfung der 
Kreisteilfehler zuläßt, immerhin von Nutzen. 

Im Falle einer systematischen Beobachtungsreihe, welche wenigstens 
über ein Jahr sich erstreckte, könnte man solche Messungen zur Ermit- 
telung wichtiger astronomischen Konstanten benützen. 

In der Tat macht Herr Küstner in seiner Abhandlung ‚Zur Be- 
stimmung der Aberrationskonstante aus Meridianzenitdistanzen unab- 
hängig von den Schwankungen der Polhöhe“, A. N. 3015, Bd. 126, p. 240 
die Bemerkung: 

„Die Methode im ersten Vertikal gibt sehr scharfe Bestimmungen 
(der gemeinten Konstanten) für kleine positive Werte g—d und läßt sich 
auch, wenn man mit der Ebene des Instrumentes um ein geringes aus 
dem ersten Vertikal herausgeht, mit Vorteil auf kleine negative  — 0 
ausdehnen.‘ 

Herr Küstner denkt offenbar an die Methode von Döllen,*) welche 
schon den Übergang vom ersten Vertikal zur Digression repräsentiert. 


Ich möchte dazu nachtragen, daß solche Messungen im Falle der 
reinen Digressionen und speziell der polnahen Digressionen die unbe- 
kannte Polhöhe noch besser eliminieren. Man vergleiche die Tafel ad II. 3. 

Herr J. C. Kapteyn hatte seinerzeit zur Bestimmung der Fixstern- 
parallaxen Beobachtungen der Rektascensionsunterschiede vorgeschlagen. 
Wie die bisherigen Resultate zeigen, verdienen solche Messungen volles 
Vertrauen. Vermutlich würde man gleich sichere Resultate aus Deklina- 
tionsunterschieden dem Pole der Ekliptik nahen Sterne erhalten können, 
wenn man bei letzteren Bestimmungen die Hauptfehlerquellen, Refrak- 
tionsanomalien, Biegung etc. eliminieren könnte. 

Jas Vorbild der Deklinationsmessungen ad II. scheint diese Lücke 
in der natürlichsten Art auszufüllen, indem ja der Fall der Digression 
gerade das komplementäre Bild der Meridianverhältnisse repräsentiert 
(man vrgl. § 1, p. 5). 

Die zweckmäßigste Art der Reduktionsrechnungen wäre die fol- 
gende: Wir setzen gleich voraus, daß während der ganzen Beobachtungs- 
reihe die Digressionen eines und desselben Sterns mehrmals, an verschie- 
denen Tagen erfolgten. 


*) Man vrgl. B. Wanach, ,,Déllens Methode der Breitenbestimmung in der 
Nähe des ersten Vertikals.‘‘ A. N. 3244, Bd. 136. 

F. Contarino, ,,Sulla determinazione della latitudine col metodo di 
Döllen‘‘ A. N. 3263, Bd. 136. 

Auch Witkowski, ‚Schriften der topographischen Abteilung des rus- 
sischen Generalstabs.‘‘ Teil XL. 1885. 


Vor allem sind die scheinbaren Örter der Sterne für die gehörigen 
Epochen aus dem Berl. Jahrbuche resp. Katalogen zu entnehmen (a bis 
auf 0-15"). 

Dann bestimmt man gewisse Konstanten resp. deren Entwicke- 
lungen, gültig für alle Digressionen desselben Sterns. 


[ cos À tg p ; cos À 
Bes ; = — Igaigp, sima= 
\sin (0 + œ) sin (0 — y) cos p 
ad (2) ad (7) 
sin 0 cos 0 


B = (6-73672 — 10) 


cos p sin t 
siehe auch Albrecht Tafeln IV Aufl. sub XXVI p 208 et seq. | aa (5) 
fo 59839) ae 
cos p sin t 
cot" t 
g B = 0-43429.( 2 cot 2 0 — 
dlog B = 0-434 ( cot 20 oe 
log Koef. ist [9-63778] (10) 
do cott 
sec — 
at 15 sin d cos 0 a) 
| ne. smddd | —sinddd u (13) 


cospcosa Ysin (0 + p) sin (0 — g) 


Des weiteren berechnet man scharf (6—7stellig) mit Hilfe des vor- 
ausgesetzten p das Azimut der ersten Digressionsepoche 


cos O 


ad (2). 
cos p 


sin a = 


Nachdem dieses bestimmt, ergeben sich die übrigen Azimute des- 
selben Sterns aus der Entwickelung (12) 
Ähnlich berechnet man scharf für die erste Epoche 


cost=tgypcotd resp. tg—= \ =: en eh ad (2). 

Für die folgenden Tage ist dann die successive Korrektion nach (11) 
zu finden. 

Die ganze weitere Rechnung vereinfacht sich sehr durch die An- 
nahme des bekanntes Digressionsmomentes. Wir bestimmen daher aus- 
gegebenem « und berechnetem ¢ die Momente der Digression und über- 
führen dieselben auf die Uhrzeit der benützten Uhr. Wenn die Zeit un- 
bekannt ist, kann man dieselbe aus dem interpolierten Azimutmaximum 
bestimmen. 

Wir erwähnen noch der Reduktion einzelner Digressionsmessungen 
(4—5stellige Rechnung). 

1. Jeder gemessene Schraubenwinkel ist mit cosec z zu multipli- 
zieren. Für diesen Zweck finden wir für den ersten Tag 
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Sin p 


COS Z, = ——- 
sin d 


d (2.) 
und für die übrigen Tage 


sin p cos 0 


dz = ——_ ——— 
Sin z sin*o 


do (13) 


COS Z sin pcos 0 


sin’ z sin? 0 a un) 


resp ee COSEC 2) — 


Die Fadeneinstellungen erfolgen außerhalb der Digression, wobei 
die zugehörige Zeitdifferenz gemessen wird, es ist daher 


cosec 2’ = cosec z + 15 sin 1’’ cosec z cot z cos 0 Ai (15) 


In den Koefficienten (At) genügt es, dasselbe z für alle Tage zu nehmen. 
Bestimmt man statt der Zeit- Höhendifferenzen, dann kann man die- 
selben zur Schraubenmultiplikation direkt ausnutzen. 

Für die Neigungskorrektion braucht man noch: 


cos 0 


cot 2’ = cotz+ 15 sin 1” ——— aise (16) 
sin? z 
für die folgenden Tage 
1 in pcosd 
d cot z = se AL (17) 


sind z sin? 0 


2. Jede einzelne Fadeneinstellung überführt man mit Hilfe des 
gemessenen Zeitintervalles auf das Moment der Digression (Formeln ad (5)- 

Das Vorzeichen in (15) (16) bestimmt man sofort, wenn man bedenkt, 
daß im Osten der Stern gegen Zenit vorschreitet, daher cosec z wächst, 
im Westen umgekehrt. 

Die Werte der Fadeneinstellungen und ihrer Reduktionen auf die 
Digression zieht man algebraisch zusammen. Das arithmetische Mittel 
gibt den Azimutalwert des gemessenen Schraubenwinkels für die Digression. 

Zum Schluß untersuchen wir noch den Einfluß der täglichen Aber- 
ration auf die Epoche und das Azimut der Digression. 

Die bekannten Ausdrücke für die tägliche Aberration in Rekt- 
ascension und Deklination (vrgl. z. B. Berl. Jahrb. 1908, p. 376) 


A a — + 0-0213° cos p cos (9 — a) sec d für OS 25 À 
Ad = + 0-320” cos p sin (9 — a) sind oa ine 


ergeben sofort: 
5 cos p 
= 0213 cost ——— 
ALT + 00213 cost aT 


Aa= + 0-320 sin 0. 


Der Fehler beträgt im Azimut 0-3” in maximo, da es sich jedoch 
immer um Unterschiede zweier Azimute handelt, fallt er (bis auf einige 
Hundertstel der Bogensekunde) heraus. 
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Die Epoche der Digression braucht man etwa auf 0-1 kennen 
(wenn man zwecks Vereinfachung der Rechnungen dieselbe überhaupt 
annimmt). Die Korrektion hat daher einen Sinn bloß für sehr polnahe Sterne. 

Die ganze Rechnung geschieht. 4—5stellig, bloß die Bestimmung 
der hypothetischen Azimute und Digressionsmomente zum Teil 6—7stellig. 

Die Reduktionsrechnung gleicht, was Umständlichkeit betrifft, 
etwa derjenigen im ersten Vertikal, sie wird im übrigen bedeutend ver- 
kürzt, wenn man sich an Fadeneinstellungen in unmittelbarer Umgebung 
des Maximums beschränkt und dieselben symmetrisch zur Digression 
arrangiert, in welch letzterem Falle die Terme zweiter Ordnung sich 
gegenseitig aufheben. 

Bei den vorläufigen Reduktionen rechnet man viel schneller, indem 
man ad 1. aus den Schraubenwerten den extremen Wert aussucht und 
denselben mit cosecz multipliziert, wogegen die übrigen Fadeneinstel- 
lungen wegbleiben. 

Die Reduktionsrechnung für den Fall fundamentaler Deklinations- 
bestimmungen gestaltet sich ganz analog. 

Im Falle, wo es sich um zwei entgegengesetzte Digressionen des- 
selben Sterns handelt, kann man noch folgende direkte Formeln angeben. 

Für die Breitenmessung: 


L, - 


IE; 0 OSD — 
dg = oe cosptgt + (21 — 22) os 


pain (Ss; — 52) tg 0 cotp + Sı- Sa 


5 s1 uw 1 Ô 1 sec À fsec\ 
s, = 15 sin 1 [+5 sin = ı, (SA = 


AN EE sin g sin t sin t 


6:73672 — 10 : 

na = ) y sin? 0 cot p (AE) + 
4 (259839 — 10) > cos 0 sind (AE 
A: 2% sin t 


= 2n, | 


— (673672 — 10) He 
—- en N, Jd sec\2 

= on Ÿ sin? à cot p ( zz: 

— (2:59839 — 10) cos Ô sin Ô (4 gsec)s 

i 2h32 » sint 


sin p sin t 


15 sin 1” = GAME ME) A) — 
» : > | ae 


© 


Für die Deklinationsbestimmung: 


Isle : SIND . 
ey COS gt (ty 25) ns Stan (ST Sy) 4, + 42 
15 sin 1” : cos 0 | 
= = EN ceo ee GEN ot t\ + 
Eh 2, {+ (ii) sin t cos p — nic ia 


A (673672 — 10) 
a an, 
(259839 — 10) sin 0 cos À 
> tigt 


\ sin d cos 0 (4 15%)? + 
22 abe 


A {sec 3 
27 2 N, 
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15 sın 1” = : | oe Ale 
„= — 29 AE) —  ——— „Itc 
= 2 N, a: nes D UE 


6-73672 — = 
as (6°7367 10) Ÿ sin 0 cos à | AiŸ + 


IN; 


(411«<j3 


— (2259839 10) sin 0 cos À 
+ > 


2; tigt 


Die Bedeutung der Buchstaben ist klar, die Summationen sind 
über die Zahl der Fadeneinstellungen resp. #, und #, auszuführen. Die 
Vorzeichen sind nach dem früher Gesagten festzulegen. 

Im Falle zweier Sterne nahe derselben Deklination kann man ähn- 
liche direkte Ausdrücke für die Polhöhen- resp. Deklinations-Verbesse- 
rung ableiten, wenn man nach Potenzen des kleinen Deklinationsunter- 
schiedes entwickelt. In unserem Falle wurde das oben angegebene, 
augenscheinlich längere Verfahren bevorzugt. Es handelt sich nämlich 
häufig um Sterne größerer Deklinationsdiferenz und außerdem ist es 
wünschenswert, behufs Bestimmung verschiedener Instrumentalkonstanten 
die reinen Elongationsazimute selbst womöglich scharf zu kennen. 


Näheres über die angestellte Beobachtungsreihe. WORDED TE der 
Azimutmessungen. § 2. 


Bei dem Beobachtungsprogramm war vor allem die Absicht ent- 
scheidend, sich ausschließlich an Sterne des Fundamentalkatalogs des 
B. J. zu halten. In diesem Grunde ist vor allem zu suchen, dab die ge- 
messenen Azimute nicht das Idealste ad I. A. B. § 1, dargestellte Bild 
aufweisen. 

Im allgemeinen sind Beobachtungen zweier entgegengesetzten Digres- 
sionen nacheinander, an einigen Abenden auch serienartige Messungen 
engestellt worden. 

Auch sind die Zeitintervalle etwas größer, wogegen eine große An- 
zahl der Fadeneinstellungen vorherrscht, jedoch ist die Konstanz des Azi- 
muts im extremen Falle kaum über zwei Stunden lang vorausgesetzt 
worden. 

Die Manipulation bei einzelnen Elongationsmessungen war die fol- 
gende: 

Es wurden kleine Einstellungsephemeriden der benutzten Sterne 
berechnet. Nachdem das Fernrohr gerichtet und festgeklemmt war, wurde 
der Azimutalkreis und die Libelle der Horizontalachse abgelesen — sodann 
der Chronograph in Tätigkeit gesetzt. Sobald der Stern im Gesichtsfelde 
erschienen ist, habe ich in der Nähe des horizontalen Mittelfadens eine 
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Einstellung mit dem beweglichen Vertikalfaden gemacht und Zeit signa- 
lisiert. 

Dann wurde mit der Feinbewegung im vertikalen Sinn der Stern 
weiter verfolgt und je in der Nähe des horizontalen Mittelfadens biseciert. 


Auf diese Weise wurden manchmal bis über 20 Fadeneinstellungen ge- 
macht. Gewöhnlich konnte das Moment des extremalen Azimuts konsta- 
tiert werden. Nach Beendigung der Pointationen wurde die Zeit signa- 
lisiert und der Chronograph ausgeschaltet, dann von neuem der Azimutal- 
kreis abgelesen und Niveau kontrolliert. 

Die ersten Messungen am 3. und 6. Juni sind ohne vertikale Fein- 
bewegung des Fernrohrs ausgeführt. Schon die Ruhe des Fernrohrs ga- 
rantiert auch in diesem Falle gutes Resultat. Natürlich ist es dann nötig, 
die Neigung des beweglichen Fadens gegen Horizont zu bestimmen, um 
dies umzugehen, beschränkte ich mich an etwa 2—3 Pointationen in der 
Nähe der Bisektion der Mittelfäden. Auch war die benutzte Vergrößerung 
kleiner, um das Moment der Digression konstatieren zu können. 


An den Abenden 1—10. August experimentierte ich mit der Umlegung 
während der Digression. Nachdem der Stern im Gesichtsfelde erschien, 
wurden einige Fadeneinstellungen gemacht, dann vermittels der auto- 
matischen Umlegevorrichtung das Instrument sorgfältig umgelegt, das 
Fernrohr auf die ursprüngliche Höhe durchgeschlagen, der Stern von 
neuem aufgesucht und mit Pointationen weiter verfolgt. Indessen hat sich 
in unserem Falle diese Manipulation nicht besser als die gewöhnliche Mes- 
sungsart erwiesen. 

Es sind mitunter kleine Schlotterungen im Azimut, oder kleine Ver- 
änderungen der Neigung konstatiert worden. Beides offenbart sich in einer 
weniger sicheren Bestimmung der Kollimation, welche übrigens immer 
mit kleinerer Sicherheit als die Polhöhe gefunden wird (vrgl. $1.1.). 

Vor allem sprach aber gegen solche Messungen die Weitläufigkeit 
der Reduktionsrechnung. Man verliert oft während der Umlegung das 
Digressionsmoment und die Fadeneinstellungen erfolgen ziemlich weit 
von der eigentlichen Elongation. Es sind dann unbedingt auch Glieder 
höheren Grades in den Entwickelungen zu berücksichtigen. 

Bei den Beobachtungen wurden zwei verschiedene Vergrößerungen 
benützt, welche mit Hilfe des Dynameters zu etwa 100, 150 geschätzt 
wurden. 

Die Neigung der horizontalen Achse wurde mit größter Sorgfalt 
bei jeder Beobachtung zweimal gemessen. Diese blieb trotz aller Vorsicht 
sicher die Hauptfehlerquelle — wenn nicht die einzige — welche mit ihrem 
vollen Betrag, (algebraisch) nicht vergrößert in das Resultat eingeht. 

Von Anfang bis 22. Juli benützte ich ein etwas weniger empfindliches 
Niveau. Herr Prof. Becker bestellte dann neues Niveau, welches bis zu 
Ende der Beobachtungsreihe in Verwendung war. 


Die Empfindlichkeit der Libellen wurde öfters, womöglich bei ver- 
schiedenen Temperaturen am Niveauprüfer des kleineren Meridiansaales 
gemessen. Aus vielen Versuchen ergab sich der Parswert des älteren 
Niveaus zu 1? = 1''39 und für das zweite 1P = 1''24. 

Der Betrag einer Schraubenumdrehung des Azimutalmikrometers 
wurde mit Hilfe der Meridiandurchgänge polnaher Sterne kontrolliert. 

Zu diesem Zwecke befestigte ich das Instrument etwa auf 10 Abende 
19. Aug.—13. Sept. in der Meridianebene und beobachtete Durchgänge 
durch das vertikale Fadensystem. Nachdem die Fadendistanzen ermittelt 
wurden, nahm ich aus denselben fünf bestimmte Fäden heraus. An die- 
selben wurde dann mit Hilfe des beweglichen Fadens der Azimutalschrau- 
benwert angeknüpft (Einstellungen von beiden Seiten ausgehend hart 
an den festen Faden). 

Auf diese Weise habe ich mich überzeugt, daß der ältere Wert von 
Prof. Schur!) den Grenzen der Reduktionsrechnung entsprechend (vrgl. 
$ 3) ausreichend genau bestimmt ist und es wurde IR = 58’’000 ange- 
nommen. 

Im übrigen war diese Kontrolle beinahe überflüssig. Die Beobach- 
tungen wurden nämlich so arrangiert, daß je nur ein kleiner Bruchteil 
einer Schraubenumdrehung in unmittelbarer Umgebung des Mittel- 
fadens zur Gültigkeit kam. Da derselbe außerdem bald positiv, bald negativ 
in das Resultat übergeht, genügte es, die angenommene Schraubenum- 
drehung nur etwa auf 0”1 genau zu kennen. (Man vrgl. die Diskussion der 
Resultate $ 3.) 

Zur Bestimmung der erwähnten fünf Fadendistanzen wurden fol- 
gende Polsterne beobachtet 


1. « Ursae minoris 

2. 51 H Cephei 

3. I H Draconis 

4. 30 H Camelopardalis 
5. à Ursae 

6. A Ursae 

7. 76 Draconis 


Zwecks einer scharfen Bestimmung des Kollimationsfehlers wurde 
oft der Polarstern « Ursae Minoris beobachtet mit Umlegung während 
der Beobachtung. Derselbe ergab sich auch aus den Digressionsazimuten 
mit Umlegung während der Pointationen in den Tagen 1—10. August. 

Es wurde so gefunden c=+2’73 bezogen auf das Fernrohrende, als 
Mittel, welches während der ganzen Beobachtungsreihe sich etwa kon- 
stant hielt. 


1) W. Schur, Untersuchungen und Beobachtungen am Altazimut der Straß- 
burger Sternwarte. A. N. 120, Nr. 2857—58. 
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Der Runn der Mikroskope ist des öfteren bestimmt worden und wurde 
an 200 Teile des Azimutalkreises angekniipft, welche verschiedenartig 
über die ganze Umgebung des Kreises verteilt waren. 

Der Betrag desselben ist nicht berücksichtigt worden, umsomehr als 
sich bei der eigentlichen Breitenmessung sein Wert in unserem Falle noch, 
etwa viermal verkleinert. 

Für die Korrektion wegen Zapfenungleichheit (bezogen auf das Fern- 
rohrende) wurde in Übereinstimmung mit dem älteren Wert von Cour- 
voisier +0’’I1 angenommen. 

Aus dem Beobachtungsjournal entnehme ich folgende Bemerkungen: 
Im Monate Mai war das Wetter sehr unbeständig, so daß mit dem eigent- 
lichen Programm nicht begonnen werden konnte. Auch waren nicht alle 
Vorbereitungsarbeiten fertig. In den ersten Tagen habe ich mit dem Me- 
chaniker der Sternwarte die Mikrometerschraube gereinigt. An einigen 
Tagen wurde — womöglich bei verschiedenen Temperaturen — der Pars- 
wert der Libelle der horizontalen Achse bestimmt am Niveauprüfer des 
ersten Meridiansaales, an andere Tage fiel der Runn der Mikroskope und 
das Ausnivellieren des Instrumentes. Etwa zwei Abende Ende Mai wurden 
benützt zum exakten Fokussieren mit Hilfe des Sterns « Ursae Minoris. 
Die benützten Vergrößerungen wurden mit Hilfe eines Dynameters ge- 
messen. Anfang Juni wurde die Manipulation der Messungen eingeübt 
und dann ging ich zum eigentlichen Programm über: 


2. VI. FR. Digressionsazimute bei ruhendem Fernrohr. 
3. ,, FR. Digressionsazimute bei ruhendem Fernrohr 
be. BE. D.a. 
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ll. „ FR. FL. D. a. Fernrohrbewegung. 

13. ,, FL. Durch Wolken vereitelt. 

14. ,, FL. Einzige Digression, durch Wolken unterbrochen. 

ii.) LR. Serie d. D. a. 

Gem oe De a. 

17. ,, FR. Eine Digression durch Wolken vereitelt. 

, FR. Serie der Digressionsazimute. 

“Diva. 
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. Zwei Digressionen an derselben Seite des Meridians, die 
übrigen durch das Wetter unterbrochen. 


Beobachtung wegen der Wolken unterbrochen. 
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Digressionsazimute, Polaris. 
Polarisazimute. 


Eine Digression, weitere Beobachtung durch das Unwetter 
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Eine Digression, die übrigen durch Wolken unterbrochen. 


Verbesserungen der Lage der Ablesemikroskope. 
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Serie der Digressionsazimute. Polaris. 

Bei Tage Polaris. 

In der Nacht D. a. 

Polaris. 

In der Nacht Digressionsazimute. 

Serie der D. a. Polarisdigression mit Umlegung wahrend 
der Beobachtung. 

Eine Digression, — durch Wolken unterbrochen. 
Digressionsazimute Polarisdigression. 

Polarisdigression. 

Bestimmung eines Parswertes der neu bestellten Libelle, 
welche seit dem 22. VII. benützt wurde — am Niveauprüfer 
des ersten Meridiansaales. 


. Serie der Digressionsazimute. 


Serie der Digressionsazimute mit Umlegung während der 


Beobachtung. 

D. a. mit Umlegung. 
Diva; » 
DNA 


Prüfung der Zapfenungleichheit In der Nacht Digres- 
sionsazimute mit Umlegung. 

Untersuchung des Azimutalkreises und seiner Exzentri- 
zität bei Tage. 

Verschiedene Experimente über die Digressionsazimute 
der äußert zenitnahen Sterne. 

Bei Tage Teilfehleruntersuchung des Azimutalkreises. 
Bei Tage Runn der Mikroskope. 

In der Nacht Digressionsazimute. 

Das Instrument wurde nach vielen Versuchen im Meridian 
befestigt; es wurden dann Meridiandurchgänge der Zeit- 
und Polsterne beobachtet zwecks Bestimmung resp. Kon- 
trolle verschiedener Instrumentalkonstanten. 
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Meridiandurchgänge. 


® | Bestimmung einer Schraubenumdrehung bei Tage (aus 
| den Distanzen der festen Vertikalfäden). 

,  Meridiandurchgänge. 

„ FR. Serie der Digressionsazimute. 
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Verzeichnis der benützten Sternpositionen: 


Stern Größe % 1908,0 ô 1908,0 Publikation 
y Cassiopeiae 2-0 0% 51” 85847 | + 60°13’ 7-25” | B.J. 1908 [32] 
55 Cassiopeiae 6-3 2 7 14-966 | + 66° 5’ 37-13 [76] 
5 H. Camelop. 4-5 3 40 37-858 | + 71° 2758-78” [138] 
I Hev. Draconis 4:3 9 24 2-318 | + 81944’ 2-27” [Ne] p. 175 
y Ursae maj. 2:3 | 11 48 59-772 | + 540 12’ 22-54” [447] 
76 Ursae maj. 6-2 12 37 32-986 | + 63°13’ 5-05’ [478] 
© Ursae maj. pr. | 2:2 | 13 20 13-398 | + 55°24’ 20-28” [497] 
1 Ursae maj. 1:8 | 13 43 55-020 | + 49° 46’ 19-89’ [509] 
Grombridge 2164 | 5-8 | 14 49 6-200 | + 59°40’ 3-30” [549] 
I. H. Ursae min. | 5-3 | 15 13 34-723 | + 670 41’ 45-38” [565] 
t Draconis 3-2 | 15 22 52-898 | + 590 17° 17-23” [571] 
1 Draconis 2-7 | 16 22 44-558 | + 61° 43’ 20-33” [615] 
Grombridge 2377 | 4-9 | 16 43 33-044 | + 56° 56’ 45-54” [627] 
© Draconis 3-0 | 17 8 31-098 | + 650 49’ 40-40” [639] 
ß Draconis 2-71 | 17 28 21-209 | + 52022” 9.09’ [653] 
& Draconis 3-6 | 17 51 56-271 | + 56°53’ 12-67” [671] 
y Draconis 2:3 | 17 54 28-174 | + 510 29° 57-78” [676] 
% Cygni 4-5 | 19 33 58-463 | + 50° U’ 27-53” [738] 
à Cephei 4-1 | 20 28 2-379 + 62941’ 4-81” [767] 
1 Cephei 3:5 | 20 43 25-220 | + 61° 28’ 52-32’’ [783] 
76 Draconis 6-0 | 20 49 17-847 | + 820 11’ 28-42” [Nk] p. 175} 
| 
a Cephei 2.5 | 21 16 23-060 | + 620 11’ 43-96” | [803] 
3 Lacertae 4-5 | 22 19 56-404 | + 51°46’ 4-22” [844] 
t Cephei 3-5 | 22 46 24-133 | + 650 42’ 58-95” [865] 
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Die Bedeutung der einzelnen Spalten in den Verzeichnissen ist klar. 
Zu den Bedingungsgleichungen sind wegen Völlständigkeit die Werte AR, 
Aa beigegeben. Dieselben bedeuten resp. den Schraubenwinkel in Um- 
drehungen und die Differenz der Neigungen (in partes), somit den gena- 
herten EinfluB der Schraube und Neigung der Horizontalachse auf die be- 
treffende Breitenmessung. 

In der letzten Spalte sind die Resultate der Breitenmessungen ausge- 
rechnet. Für dieselben ist der abgerundete Wert der Kollimation c = + 3’’00 
angenommen, wogegen im definitiven Resultat ($ 3.) der exaktere Wert 
eingeführt ist. 

Die Einzelwerte der Breitenmessungen sind natürlich noch durch 
kleinere Unsicherheiten in der Kollimation und vor allem in den be- 
nützten fundamentalen Sternpositionen verzeichnet, trotzdem stimmen 
sie ziemlich gut überein. 

Die Korrektionen sind an die hypothetische Polhöhe 9, = 48° 35’ 
1°00 anzubringen. Die Instrumentalkonstanten sind überall an das Fern- 
rohrende bezogen, Lage I = Fernrohr rechts (F.R), Lage II = Fernrohr 
links (F.Z) 


Diskussion der Beobachtungsresultate, Ableitung der wahrschein- 
lichsten Polhôhe der Straßburger Sternwarte. $ 3. 


Zur genauen Beurteilung des Ergebnisses sind noch vor allem einige 
Worte zu erwähnen über die Art der Reduktionsrechnungen. 

Die Rechnunug wurde bedeutend verkürzt, indem die Momente 
der Digressionen mit Hilfe der vom Meridiankreise übertragenen Zeit, 
als bekannt vorausgesetzt werden konnten. Die Reduktion führte ich in 
zwei Etappen aus. In der ersten wurden bloß 1—2 extremale Faden- 
einstellungen ausgenützt (vrgl. $ 1). In der zweiten Etappe wurden alle 
Fadeneinstellungen auf das Moment der Digression überführt. Die schein- 
baren Sternörter sind dem Berl. Jahrb. 1908, in der Deklination bis auf 
01 entnommen worden. Der Einfluß der täglichen Aberration konnte 
vernachlässigt werden (man vrgl. Ende $ 1), aus gut begreiflichen Grün- 
den genügte es die erwähnten scheinbaren Örter für die Epoche des Meri- 
diandurchganges gültig anzusehen. Des weiteren bestimmte ich die Kon- 
stanten der einzelnen Sterne ($ 1) der ganzen Beobachtungsreihe und die 
Konstanten der Differenzialgleichungen für die Polhöhenverbesserung. 
Für die hypothetische Breite wurde g)=48° 35’ 100 angenommen, mit 
Hilfe derselben sind auch die Digressionsazimute sechsstellig berechnet. 
Die Reduktion der einzelnen Fadeneinstellungen auf das Moment der 
Digression ist fünfstellig bis auf Größen zweiter Ordnung (inclusive) ge- 
nau durchgeführt. Die benützten Instrumentalkonstanten sind in $ 2. 
erwähnt. 
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Zur Vereinfachung der Rechnung sind die gemessenen Schrauben- 
differenzen statt vom Mittelfaden, von der Schraubenlage 16,600 aus 
gezählt worden, dieselbe koincidierte bis auf einige Tausendstel einer Um- 
drehung mit dem mittleren Faden. Diese Schraubendifferenzen sind auch 
in dem Verzeichnis der beobachteten Azimute angegeben. 

Die betreffenden eventuellen Abweichungen wurden täglich be- 
sonders in den Juli- und August-Hitzen immer wieder kontrolliert. 

Diese sehr kleinen Korrektionen mit der Kollimation zu kontrahie- 
ren, war außer bei deren Bestimmungen kaum nötig. 

Der Runn der Mikroskope und Teilfehler des Kreises sind nicht 
berücksichtigt (vrgl. $ 1). Ihr kleiner Betrag reduziert sich in unserem 
Falle auf 1. 

Wegen der vollständigen Eliminierung der Teilfehler des Kreises 
wäre es sicher angebracht gewesen, sich womöglich an sehr zenitnahe 
Polsterne zu beschränken, wo der betreffende Einfluß über 10—20 mal 
gedämpft wird. 

In unserem Fall, wo wir uns einzig allein der Jahrbuch-Sterne be- 
dienten, sind wegen der ziemlich beschränkter Zahl derselben auch 
nördlichere Deklinationen herangezogen worden. 

Es sind noch einige Worte zu sagen über die Reduktion der Beobach- 
tungen 1—10. August „mit Umlegung während der Digression“. 

Der Einfluß der Kollimation wird vollständig eliminiert, wenn man 
aus den auf die Digression reduzierten Fadeneinstellungen in beiden Lagen 
Mittel nimmt und dasselbe für das gemessene Digressionsazimut ansieht. 

Dieser einfachste Weg der Reduktion ist nicht eingeschlagen worden. 

Es sind des öfteren während der sorgfältigsten Umlegung kleine 
Schwankungen im Azimut resp. in der Neigung konstatiert worden. 

Weiter ersieht man aus der Analysis des $ 1, daß sich die Kollima- 
tion aus einzelnen Azimutalmessungen mit viel kleinerer Sicherheit be- 
stimmt als aus unserer Differenzialgleichung die Breite sich findet. 

Ich habe daher so verfahren, daß ich aus allen diesen Einzelmes- 
sungen der Kollimation in den Tagen 1—10. Aug. Durchschnitt nahm und 
mit diesem Kollimationsmittel berechnete ich die Polhöhenkorrektion 
für beide Lagen, aus diesen wurde dann das einfache Mittel genommen. 

Wie erwähnt, sind wegen der Wahl der Jahrbuch-Sterne die idealsten 
Vorbilde ad A), B) $ I nicht konsequent befolgt worden. Übrigens ist 
eine solche Anordnung keine unbedingt nötige. 

Damit alle Digressionsazimute ausgenützt werden könnten, auch 
diejenigen, welche durch das Unwetter oder sonstige Vorfälle überzählig 
geblieben sind, war es nötig, sich bei der Diskussion an gewisse rationelle 
Prinzipien zu halten, die ich erwähnen will. 

Alle Digressionen desselben Abendes in allen möglichen Kombina- 
tionspaaren zu verbinden wäre zwar wegen vollständiger Eliminierung 
unbekannter Deklinationsfehler ratsam, indessen ist besser womöglich nur 
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solche Elongationen als Paare aneinander anzukniipfen, zwischen denen 
sehr wenig Fernrohrbewegungen ausgeführt worden sind. 

Wir haben daher bei der Zusammenstellung der Bedingungsglei- 
chungen 


a) in der Regel nur zwei aufeinanderfolgende Azimute verbunden z. B. 
(33), (34); 

b) höchstens zwei um eine voneinander abstehende Digressionen 
z. B. (76), (78); 


(7 

c) wo endlich wegen der Überzähligkeit nötig erschienen ist zwei 
um zwei Azimute abstehende Elongationen anzuknüpfen (63), (66) resp. 
sogar zwei Digressionen an derselben Seite des Meridians (103), (104) (vrgl. 
Ende $ 1.) — erhielt die betreffende Kombination halbes Gewicht. 

Erst im September, dessen ruhiges Wetter und konstante Tempe- 
ratur dafür sprachen, die Unveränderlichkeit des Azimutes während 
mehrerer Stunden anzunehmen, wurden alle möglichen Sternkombina- 
tionen gebildet, welche einen Breitenkoeffizienten größer als 2 ergaben. 

Aus den Einzelresultaten sind (mit Rücksicht auf Gewichte) für 
einzelne Monate Mittel genommen (+0’’24, — 013, — 0’02). Nachdem 
dieselben um den Betrag der Polschwankung korrigiert wurden, erscheint 
als mittlere Polhöhe des Altazimutes 


p = 480 35’ 0-88” — 0-037 4 c + 0-09” (mittl. Fehler). 


Wir untersuchen jetzt, welchen EinfluB auf das Resultat ein even- 
tueller Fehler in der Kollimation, im Schraubenwert, Parswerte der Li- 
belle und die Teilfehler des Kreises ausüben. Um dies einzusehen, genügt 
es Mittel (mit Rücksicht auf Gewichte) zu nehmen aus den Werten resp. 
der Koeffizienten c, den Zahlenangaben sub 4 R, Jaunddy. 

Auf diese Weise finden wir 


— 0:037 Ac, — 0:09, +0-09?, 458dg. 


Wenn der Fehler in p jedesmal kleiner als 0’’01 sein sollte, genügt es 


die Kollimation zu kennen bis auf..... a= 068 
den Schraubenwert bis auf........... 2001 
und denvParswert aut. ee ae O11 


Die Teilfehler des Kreises reduzieren sich auf 1/4. 

Im Resultat ist schon der exakte Wert der Kollimation ($ 3) invol- 
viert, wogegen sub dg im Verzeichnis der Bedingungsgleichungen aus 
Bequemlichkeit der abgerundete Wert c=3’'00 benützt wurde. 

Zur Beurteilung des Resultatsgewichtes resumieren wir günstige 
Umstände. 

Die Größe des Fernrohrs, Vollkommenheit des kostbaren Instru- 
mentes, Vorteile der Methode — welche frei der Refraktionsanomalien 
(abgesehen von der lateralen), der Biegung des Fernrohrs infolge der Schwer- 


to 
wow 
or 


kraft ist und (in unserem Falle eine teilweise) Elimination der Teilfehler 
des Kreises zuläßt. 

Ungünstige Faktoren: 

Eine vielleicht etwas hohe Lage des Instrumentes, große Hitzen im 
Juli und August, eine etwas geringere Empfindlichkeit des ersten von den 
benützten Niveau’s und relativ kleine Anzahl der Deklinationen des Fun- 
damentalkatalogs B. J. 

Wenn wir daher noch einmal den Gang der Messungen und der 
Diskussion übersehen, können wir schließen. 

Die durch Messungen der Digressionsazimute gewonnene Polhöhe 
hat zwar nicht Anspruch an absolute Gültigkeit, sie enthält sogar noch 
etwas Willkürliches — jedenfalls aber muß man sie als nicht die letzte 
zu den Einzelstimmen aller vorliegenden Beobachtungsreihen zählen, 
deren Mittel an reellen Wegen zum idealen Werte der absoluten Polhöhe 
konvergiert, welcher vermittels einer einzigen Beobachtungsreihe kaum 


zu erreichen ist. 


Verzeichnis 


der im böhmischen Texte dieser Abhandlung übrig gebliebenen Druckfehler. 
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Über eine besondere Bestimmungsart von Kegeln 
und einige damit zusammenhängende zyklogra- 
phische Aufgaben. 


Von 


ja SOBOTKA: 
(Mit 3 Figuren im Text.) 


Vorgelegt am 30. September 1914. 


1. Im Archiv für Mathematik und Physik, Jahrgang 1913, beschäftigt 
sich E. Müller mit der Aufgabe durch vier Punkte einen Rotationskegel 
von gegebener Achsenrichtung zu legen, um aufgrund dieser Aufgabe zu 
vier in einer Ebene beliebig gegebenen Zyklen einen in ihrer Ebene gele- 
genen Zykel von der Beschaffenheit zu konstruieren, daB die ihm mit 
den gegebenen Zykeln gemeinschaftlichen Paare von Berührungsspeeren 
gleiche Winkel bilden. 

Ich will hier auf diese interessante Konstruktion näher eingehen und 
sie für den Raum verallgemeinern, indem ich eine Konstruktion entwickeln 
will, durch welche zu fünf beliebig gegebenen Sphären (orientierten Kugeln) 
eine solche Sphäre gefunden wird, deren mit den gegebenen Sphären gemein- 
schaftliche Berührungskegel gleiche Öfinungen haben, wobei auch auf die 
analytische Darstellung der bezüglichen Konstruktionen hingewiesen 
werden soll. 

2. Was zunächst die Aufgabe betrifft durch vier gegebene Punkte 
A, A», Az, A, einen Rotationskegel zu legen, dessen Achse parallel ist zu 
einer gegebenen Geraden a,, so kann man da auch ganz elementar vor- 
gehen. 

Zu dem Zwecke beschäftigen wir uns vorerst mit der Ermittelung des 
Schnittes # eines Rotationskegels V mit einer Kugel K, indem wir seine 
Orthogonalprojektion 2’ in die Ebene M, welche den Mittelpunkt S der 
Kugel mit der Achse a des Kegels verbindet, darstellen. Legen wir (Fig. 1) 
in der Ebene M irgend einen Kreis g durch den Scheitel V von V, welcher 
seinen Mittelpunkt G auf a hat; m sei die Potenzgerade dieses Kreises 
und des in M liegenden Großkreises s von K; sie werde von der Tangente 


in V an g im Punkte A geschnitten. Schließlich sei # die Verbindungs- 
gerade der Schnittpunkte von g mit den in M liegenden Geraden e, f 
des Kegels V. Der Schnittpunkt U’ der Geraden m, n gehört der Kurve w’ 
an, da sich nach # der Schnittkreis mit V, nach m der Schnittkreis mit K 
derjenigen Kugel, welche g zum Großkreis hat, projiziert. 

Alle möglichen Lagen von g liefern einen Büschel von Kreisen, welche 
sich in V berühren; ihre Potenzgeraden m mit s bilden einen Strahlen- 
büschel (2) vom Mittelpunkt H, welcher zu der Reihe der Mittelpunkte 
von den Kreisen g, also auch zum Parallelstrahlenbüschel (rn) der Ge- 
raden n projektiv ist. Die Büschel (m), (n) erzeugen einen Kegelschnitt, 
welcher durch den Punkt H geht und in ihm die Senkrechte zu VS zur 
Tangente hat. Der unendlich fernen Geraden in (7) entspricht die Gerade 
VH in (m) ; hier ist SG parallel zu a; darum ist die unendlich ferne Gerade 
von M Tangente zu u’, und w’ ist eine Parabel. 

Schneidet die Normalebene an e in Punkte ¢. die Achse a im 
Punkte E, so ist, wenn U ein nach U’ sich projizierender Punkt von u 
ist, UE die Normale in U an V, und der Halbmesser US ist die Normale 
in U an K. Demnach ist ES die Spur der Normalebene an # im Punkte U, 


Biel. 


und die Normale in U’ an w’ ist parallel zu ES. Bezeichnet man mit N 
; : VEN e . 
den Schnitt von # mit a und setzt X (ae) = g, so ist TE = OS p. Fallt 
man von S die Senkrechte auf a, von ihrem Fußpunkt E, die Senkrechte 
auf e und führt durch den Fußpunkt dieser Senkrechten die Senkrechte 15 
auf a, welche a in N,, SV in S, schneiden möge, so ist 
VS, VN, VN 


= = — COS p, 


ASE EN |. VE 
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folglich ist NS, || ES. Beziehen wir also u’ auf n,, so ist für wu’ die Sub- 
normale des Punktes U’ gleich N,S,. Die Kurve w’ hat somit die Eigen- 
schaft, daß die Länge ihrer Subnormale in bezug auf n, konstant ist. Wir 
sehen wieder, daß u’ eine Parabel ist; dieselbe hat », zur Achse und ihr 
Parameter ist gleich N, S, oder Ey S cos? p 

3. Um unsere in Art. 2 hervorgehobene Aufgabe zu lösen, legen wir 
durch die Punkte A,, A», A,, A, einen parabolischen Zylinder Z, dessen 
Geraden normal zu der gegebenen Geraden a,, also parallel zu einer 
Ebene N sind, welche auf a, senkrecht steht. Wir gruppieren die vier 
Punkte in zweimal drei, beispielsweise A,A,A, A, A,A,. Die Ebene 
A, A, A, schneide N in der Geraden d und die Ebene A, A, A, in der Ge- 
raden c. Durch 4,, A,, A, geht eine Parabel p,, welche die Richtung von d 
zur Achsenrichtung hat, und durch die Punkte A,, A,, A, geht eine Parabel 
pz, welche die Richtung von c zur Achsenrichtung hat. Durch die Parabeln 
py, py ist der Zylinder Z eindeutig bestimmt. Wir konstruieren da etwa 
den Schnitt F, von p, mit der Geraden d,, welche parallel zu d geht und 
die Strecke A, A, halbiert aus dem Pascalschen Sechseck PP, F, A, 4, Ay, 
in welchem P der auf d, liegende Punkt der unendlich fernen Geraden 
von A, A, A, und P, sein auf derselben unmittelbar benachbarter Punkt 
ist. Ebenso bestimmen wir den Schnittpunkt F, von p, mit der Geraden c,, 
welche parallel zu c geht und A, A, gleichfalls Helen Es gibt alsdann 
F, F, die Richtung des Zylinders Z an. 

Weiter konstruieren wir die Kugel K vom Mittelpunkt S, welche 
durch die vier Punkte A,, A,, Az, A, geht, und legen durch S die Normal- 
ebene M zu F, F,. Diese schneidet Z in einer Parabel p, welche die Ortho- 
gonalprojektion der Schnittkurve von Z und K in die Ebene M ist. Es 
seien e, f zwei Geraden, welche die Schnittpunkte der Parabel # mit dem 
in M liegenden Großkreis s von K verbinden, und V sei der Schnittpunkt 
von e und f, also ein Eckpunkt des gemeinsamen Polardreiecks von p 
und s. Die Senkrechte a von V auf die Achse der Parabel p halbiert ein 
Scheitelwinkelpaar, welches von e und / gebildet wird. Drehen wir die 
Gerade e um a, so erzeugt sie einen Rotationskegel V. Die Schnittkurve u 
von V und K projiziert sich nach Art. 2 orthogonal in die Ebene M in 
eine Parabel u’, deren Achsenrichtung zu der von # parallel ist; und da w’ 
mit p auch noch die Schnittpunkte der Geraden e, f mit s gemeinschaftlich 
hat, so sind die Parabeln p und w’ identisch, und es schneiden sich V, 
K, Z in einer Kurve ”, einen Flächenbüschel bildend. 

Daraus ergibt sich, daß der soeben ermittelte Kegel V den Bedin- 
gungen unserer Aufgabe entspricht; er geht durch die Punkte A,, 4, 
A,, A, und seine Achse a ist zu der gegebenen Geraden a, parallel. 

Haben wir also die Kugel K und den Zylinder Z ermittelt, so brau- 
chen wir bloß durch den Mittelpunkt S von K die Normalebene zu der 
Richtung von Z zu legen, welche K in s und Z in w’ schneidet. Die Eck- 
punkte des gemeinsamen Polardreieckes von s und w’ sind die Scheitel, 
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die durch sie gehenden gemeirsch aftlicken’ Sehnen von s und w’ sind je 
zwei Geraden von Rotationskegeln, welche unserer Aufgabe genügen. 

4. Soll ein parabolischer Zylinder durch vier Punkte A,, A, A, Ag 
gehen, so können wir noch eine Ebene beliebig wählen, zu welcher seine 
Richtung parallel sein soll, dann ist derselbe im Allgemeinen eindeutig 
bestimmt. 

Durch fünf Punkte A,,... 4; einen parabolischen Zylinder zu legen 
ist eine unbestimmte Aufgabe. Man kann durch irgend drei von ihnen, 
sagen wir A,, As, A, eine beliebige Parabel p legen und dieselbe von A, 
und A, aus durch Kegel A;, A, projizieren. Die durch A, und A, zu A, A, A, 
gelegten Parallelebenen berühren die Kegel A,, A, und haben auch parallele 
Berührungskanten, die auch zur Achse von # parallel sind. Verschieben 
wir nun einen dieser Kegel, etwa den zweiten nach A,’, so daß sein Scheitel 
mit dem des ersten zusammenfällt, so fallen die erwähnten parallelen 
Berührungsebenen sowie ihre Berührungskanten zusammen, und diese 
Kegel A,, A,’ werden sich also außerdem noch in zwei Geraden /, m schneiden, 
Die beiden Zylinder, welche sich auf p stützen und parallel zu J, bezie- 
hungsweise m sind, genügen den Bedingungen unserer Aufgabe. Wir 
erhalten so ein Zylinderpaar. Um sämtliche derartige Zylinderpaare zu 
erhalten, hat man die Gesamtkeit von Parabeln p in Betracht zu ziehen, 
welche durch die Punkte A,, A, A, gehen. 

Ein spezielles Interesse bietet die Aufgabe durch sechs Punkte 
A, ..., A, einen parabolischen Zylinder zu legen, welche die räumliche 
Verallgemeinerung der Aufgabe ist, durch vier Punkte einer Ebene eine 
Parabel zu legen. Liegen vier von den Punkten, etwa A,,..., A, in einer 
Ebene, dann legen wir durch dieselben die beiden (reellen oder imagi- 
nären) Parabeln p,, f, und konstruieren die Zylinder, welche durch A,, 
A, und #,, beziehungsweise durch A;, A, und f, gelegt werden können in 
der soeben angegebenen Weise. Liegen aber keine vier von den gegebenen 
Punkten in einer Ebene, so hat man hier einen speziellen Fall der Aufgabe: 

Durch sechs Punkte A,, ... Ag einen Kegel zu legen, welcher eine 
gegebene Ebene R längs einer Kante berührt. 

Wir teilen die gegebenen Punkte in zwei Gruppen zu je dreien, etwa 
A, A,A;, A,A,A,. Die Ebenen P, Q der Dreiecke A, A,A, A: A5 As 
mögen sich in der Geraden 7, die Ebenen P, R in der Geraden g und die 
Ebenen ©, R in der Geraden p schneiden. Wählen wir auf g irgend ein 
Punktepaar K, K,. Die Punkte A,, A,, A,, K,, K, in P legen einen Kegel- 
schnitt k, fest, und seine Schnittpunkte mit 7 bestimmen mit A,, A;, Ag 
einen Kegelschnitt kz in Q, welcher die Gerade p in zwei Punkten Kj’, 
K, schneidet. 

Man erkennt, dass jedem Punktepaar X, K, auf g ein Punktepaar 
K,’ K,’ auf p und umgekehrt eindeutig zugeordnet ist. 

Wählen wir in R einen Kreis oder irgend einen festen Kegelschnitt w 
und projizieren auf ihn von irgend einem festen Punkt O desselben die 
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Punktepaare K, K,, K,’ K,’ nach K, K,, resp. K,/ K,’, so wird dadurch 
in R der Geraden k = K, K, die Gerade k’ = K,’ Ky eindeutig zugeordnet 
und umgekehrt. Diese Zuordnung ist eine Kollineation; denn wahlen wir 
in R irgend eine Gerade k und projiziert ihre Schnittpunkte mit w von O 
aus auf g nach K,, Ky, zieht den durch die Punkte A,, Ay, 43, Ky, Kg fest- 
gelegten Kegelschnitt, bestimmt seine Schnittpunkte mit 7 und legt den 
Kegelschnitt, der durch diese und durch die Punkte A,, 4;, A, bestimmt 
ist, so wird er die Gerade p in zwei Punkten schneiden, deren Projektionen 
von O auf w eindeutig die Gerade k’ festlegen. Umgekehrt ist jeder Ge- 
raden k’ eindeutig eine Gerade k zugeordnet. Irgend ein Büschel (k) 
von Geraden k, dessen Mittelpunkt K heißen möge, schneidet auf w eine 
Involution ein, welche sich von O aus auf g in eine Punktinvolution pro- 
jiziert. Verbindet man die Punkte eines jeden Paares dieser Involution J 
mit A, As, A, durch einen Kegelschnitt, so werden sämtliche derartigen 
Kegelschnitte einen Büschel bilden und auf somit eine Involution J, 
einschneiden. Die Kegelschnitte, welche die Punktepaare von J, mit A,, 
A;, A, verbinden, bilden wieder einen Büschel und schneiden auf eine 
Involution J’ ein, die sich von O auf w gleichfalls in eine Involution pro- 
jiziert. Die Verbindungsgeraden k’ der Paare dieser Involution sind die 
zu den Geraden von (k) zugeordneten Geraden; sie schneiden sich alle 
in einem Punkte K’, dem Pol der zuletzt genannten Involution. In unserer 
Zuordnung entspricht also irgend einem Punkte K eindeutig ein Punkt X’ 
und jeder durch K gehenden Geraden k eindeutig eine durch X’ gehende 
Gerade k’. Wir haben hier also tatsächlich eine Kollineation. 

In dieser Kollineation ist dem Kegelschnitt w ein Kegelschnitt w’ 
zugeordnet. Die Kegelschnitte w, w’ haben vier gemeinschaftliche Tan- 
genten ¢,’, ty, ty, ty’. Rechnen wir dieselben zu dem Felde der Geraden R’, 
so entsprechen ihnen durch unsere Kollineation in dem Felde der Ge- 
raden k vier Geraden 4, b, ¢3, t,, welche w berühren. Projizieren wir von O 
aus den Berührungspunkt des Kegelschnittes w mit der Geraden #4 auf q 
nach 7, und mit # auf p nach 7;*. Fallen die Punkte des Punktepaars 
K,K, in T; zusammen, so fallen nach unserer Konstruktion auch die 
Punkte des zugehörigen Paares K,’ K, in Tj* zusammen. Die Gerade 
T;Ti* ist Kante eines Kegels V, welcher durch die gegebenen sechs Punkte 
geht und R längs dieser Kante berührt. Die Ebenen P und Q schneiden 
diesen Kegel in Kegelschnitten, von denen der erste durch A,, Ag, Ag 
geht und gq in 7, berührt, während der zweite durch A,, A;, A, geht und p 
in Ty* berührt. 

Um die betrachtete Kollineation einfach festzulegen, wählt man vier 
Punktepaare K, K, auf g so, daß sowohl die durch sie bestimmten Kegel- 
schnitte k, als auch die zugehörigen Kegelschnitte k, (1 = 1, 2, 3, 4) in 
Geradenpaare zerfallen; zum Beispiel so, daß in P die Geraden A, Ag, 
A, As, A, Ag, A, A, je einen Teil von k,@, k,@, k,, k,© und die Geraden 
A, Ag, A; Ag, Ay A5 As A; beziehentlich je einen Teil von den zugeordneten 
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Kegelschnitten k,®, R,®, k,), k,® bilden, wodurch die Restteile dieser Kegel- 
schnitte mitbestimmt sind. Denn schneidet beispielsweise r die Gerade 
A, A, in I, die Gerade A, A, in II, so ist A," — (4, 4,, II À,) und 
hk, = (A; A,, IA). 

Wahlen wir als R die unedlich ferne Ebene, dann geht der Kegel V 
in einen parabolischen Zylinder über. Unsere Konstruktion erleidet dabei 
aber keine wesentliche Veränderung. 

5. Sind in der Bildebene vier Zykel k,, Rs, ka, ky gegeben, so kann 
man sie in bekannter Weise als Bildzykel von vier Punkten im Raum 
A, A», A,, A, ansehen. Ist nun V der nach früheren Angaben konstruierte 
Mittelpunkt eines Rotationskegels V, welcher durch die vier Punkte A,, 
A» As, A, geht und dessen Achse senkrecht zu unserer Bildebene steht, 
ist w der Spurkreis von V und v derjenige Zykel dieser Ebene, in den sich 
der Punkt V abbildet, so bilden, wie leicht zu sehen, die gemeinsam 
berührenden Speerepaare zu den Elementen der Zykelpaare vR, v ky, 
oo 
a= 
zeichnet, welchen die Geraden des Kegels V mit seiner Achse einschlieBen. 

Leiten wir nun aus V die inbezug auf unsere Bildebene orthogonal- 
affine Kegelfläche V* ab, deren Scheitel V* mit V auf derselben Seite 
der Bildebene legt und von dieser eine Entfernung besitzt, welche gleich 
dem Halbmesser R’ von w ist, so daß, wenn V’ den Mittelpunkt von v 
bezeichnet 


v kz, v ky gleiche Winkel ©, da sin cot p ist, wenn p den Winkel be- 


V* V’ 
are igp =A, 
Den Punkten A,, Ag, . . . sind affin zugeordnet die Punkte Ai Ae oe 
welche in die Zykel %,, ky, ... abgebildet werden. Bezeichnen wir mit 
71,72, -- . die Halbmesser von %,, ky, ... und mit 7,’, %',... die von Rj, Ra... 


Es gilt hier also für irgend zwei affine Punkte 44, A; allgemein die Beziehung 
Vea — Net Ca — AT; 


Die Aufgabe der Bestimmung des Kreises v, dessen Halbmesser wir 
mit R bezeichnen wollen, läßt sich also auf die folgende Aufgabe überführen. 

In der Ebene sind vier Zykel ky, ky, Ra, ky gegeben, man soll durch 
eine proportionale Veränderung ihrer Halbmesser 7, ve, 13, Ya vier zu ihnen 
konzentrische Zykel ky, ky, Rz, À, derart konstruieren, daß dieselben einen 
gemeinschaftlichen Berührungszykel w besitzen. 

Dabei ist, darnach ob der Proportionalitätsfaktor A, für den also 
nn = Ar, positiv oder negativ ist, der Sinn der Zykel Bs Be, ..., w bezie- 
hungsweise gleich oder entgegengesetzt von dem der Zykel hy, Rs, ...v. 

Gehen wir von dieser Fassung der Aufgabe als der ursprünglichen 
aus, und ist es möglich die Zykel k,, k, .. . der Aufgabe gemäß zu ermitteln, 
so ist allgemein, wenn R’ den Halbmesser von w bezeichnet, 

R’— er = R’—éiy = th, 
19% 
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@=1,...4), wenn & die Entfernung der Mittelpunkte der Kreise k,, 
ky, ... vom Mittelpunkt des Kreises w bezeichnet, wobei & gleich ist + 1 
oder — 1, jenachdem die sich berührenden Zykel gleichen oder entgegen- 
gesetzten Sinn haben. Aus der letzten Relation folgt 


R’ 


— E27 
il 


dj Pee 
Konstruieren wir somit zu w den konzentrischen Zykel v mit dem 


Halbmesser R = = 


, 


, so wird 


IRF Ye JL 
dj a A ; 
Ist ferner w; der Winkel, welchen die gemeinsamen Berührungsspeere 
9; 1 : 
= = pe hat also einen konstanten Wert. 
Es geht also tatsächlich jede von den beiden Fassungen unserer Aufgabe 
leicht in die andere über. 
6. Es seien k,,...k, vier Zykel, welche von einem fünften berührt 
werden. Zwischen den Halbmessern »7/,... derselben und den Zentral- 


abstanden dx je zweier kj, kr unter ihnen gilt, wenn wir 


dix — (4 — nn). = hh 


der Zykel v, ky bilden, so ist sin 


setzen, die Beziehung 


ln? 0 tog” toy 

= 1 
tg” tag” 0 tea” ; ) 
Pe cine 


worin die Halbmesser 7°, ... positiv oder negativ zu nehmen sind, jenach- 
dem die zugehörigen Zykel positiven oder negativen Sinn haben. 
Da nun zwischen den Halbmessern der gegebenen Zykel Ay und der 


gesuchten hy die Beziehung 7ÿ =Ar; besteht, so fogt aus der Determi- 
nante (1), daß 


0 > Gig? — A? (7, 7), dy Al Po), da. À. nn) 
de Eu) de (late) ds a u, 0 
0 v2, ye sin® > per) 


mu ee =0. (2) 


LEE D) 


Nun ist 
0 ’ (7, — 1)", MN), Kai): 
on)? 0 re 13)", (Ma va)? 0 (3) 
CCE 0 (Aare ; 
(Aas (AA (i= As 0 


wie man sich leicht überzeugt, wenn man etwa die letzte Spalte dieser 
Determinante von den übrigen abzieht und in der Determinante, die sich 
alsdann aus ihr absondern läßt, die letzte Zeile von den übrigen abzieht, 
wodurch man zu einer Determinante gelangt, mit der man analog verfährt. 
Daraus folgt, daß die Gleichung (2) dritten Grades in Æ, beziehungsweise 


in sin —- ist. Wir bekommen somit eine Gleichung von der Form 
il 


DA D D2) 10) (2) 
beziehungsweise 


In or © © | 
Disin® — — D, sint D, sin =D; = 0. DY 
2 2 2 - 2 î 


In diesen Gleichungen bedeutet D, die Summe der Determinanten, 
welche man erhält, wenn man in einer der Determinanten von (2) in den 
einzelnen Spalten der Reïhe nach die Glieder, welche die Werte 7, ent- 
halten, in den übrigen die dx streicht; D, bedeutet die Summe der Deter- 
minanten, welche man erhält, wenn man in der hervorgehobenen Deter- 
minante von (2) in je zwei Spalten die Werte #, in den übrigen die Werte dj, 
streicht, während D, die Summe der Determinanten bedeutet, die man 
erhält, wenn man in der hervorgehobenen Determinante in den einzelnen 
Spalten der Reihe nach die Werte dz, in den übrigen Spalten die Glieder, 
welche die Werte 7, enthalten, streicht, schließlich erhält man D, wenn 
man darin sämtliche »; unterdrückt. 

Ist insbesondere D = 0, dann liegen bekanntlich die Mittelpunkte 
der gegebenen Zykel selbst auf einem Kreis, und dann liefern unsere 


oo 


Gleichungen (2’), (2”) nur zwei Werte von A? resp. sin? —-. 
Ad 


: 1 
Hat man sin: ——, und daraus tg? g = —— pr berechnet, so hat 
"2 
SIN Toi 
man Rotationskegel K,,... K, zu legen, deren Scheitel mit den Punkten 
A,,...A, zusammenfallen, deren Achsen zur Bildebene senkrecht sind 


und deren Geraden mit den Achsen den Winkel g einschließen ; diese 
Kegel sind für jeden Wert von sin? > aus (2”), resp. den entsprechenden 


Wert von ig? @, eindeutig bestimmt. Ihre Gleichung im rechtwinkeligen 
Koordinatensystem lautet 


(x — 4)? + (y — by)? = (2 — 1)? tg? yp. (4) 
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Diese Kegel schneiden sich im Endlichen nach Kegelschnitten, deren 
Ebenen durch die Gleichung ausgedrückt sind 


2 (ay — an) x + 2 (by — b)yv—2 (75 — rn) 2 tg? p — (+ D? — 77 tg? p) + 
+ (an? + bi? — rv? tg? p) = 0, (5) 


worin a4, & die Koordinaten des Mittelpunktes von Ak, und analog ax, ds 
von ky bezeichnen, und für 7 und k die Werte 1,.., 4 beliebig gesetzt 
werden können. Diese Ebenen schneiden sich in einem Punkte, dessen 
Koordinaten aus (5) linear berechnet werden können, und welcher den 
vier Kegeln K,,..,K, gemeinschaftlich ist. Die Orthogonalprojektion 
dieses Punktes in die Bildebene ist der gemeinschaftliche Mittelpunkt der 
Kreise v, w. 

7. Wir können der behandelten Aufgabe auch folgende Fassung 
geben. 


In der Ebene sind vier Zykel k,, .., ky gegeben; man soll einen fünften 
Zykel v so konstruieren, daß seine Ähnlichkeitspunkte mit den gegebenen 
Zykeln auf einem mit v konzentrischen Kreise w iiegen. 

Eine projektive Verallgemeinerung dieser Aufgabe wäre die folgende. 

In der Ebene sind 8 beliebige Zykel ky | = 1,..., 8) gegeben, man 
soll einen neunten Zykel v so konstruieren, daß seine Ahnlichkeitspunkte 
mit den gegebenen Zykeln auf einem Kegelschnitt liegen. 

Die Lösung dieser Aufgabe beruht darauf, daß die gegebenen Zykel 
als zyklographische Abbildungen von 8 Punkten im Raume aufgefaßt 
werden können, durch die man allgemein 4 Kegel 2. Ordnung legen kann; 
die zyklographische Abbildung des Scheitels für irgend einen dieser Kegel 
ist ein Zykel, welcher der gegebenen Aufgabe genügt. 

Ein Sonderfall dieser Aufgabe wäre der nachfolgende. 

In der Ebene sind 6 Zykel und eine Gerade beliebig gegeben, man soll 
einen Zykel konstruieren, welcher die Gerade unter einem gegebenen Winkel 
schneidet und dessen Ähnlichkeitspunkte mit den gegebenen Zykeln auf einem 
die gegebene Gerade berührenden Kegelschnitte liegen. 

Die Zykel, welche die gegebene Gerade unter einem gegebenen 
Winkel schneiden, sind Abbildungen von Punkten einer Ebene und die 
gegebenen Zykel sind Abbildungen von 6 Raumpunkten in allgemeiner 
Lage. Konstruiert man nach Art. 4 den Scheitel eines Kegels, welcher durch 
diese 6 Punkte geht und die erwähnte Ebene längs einer Kante berührt, 
so ist die Abbildung dieses Scheitels ein Zykel, welcher unserer Aufgabe 
genügt. 

Weitere Spezialisierung führt zur folgenden Aufgabe. 

In der Ebene sind 4 Zykel und zwei Geraden beliebig gegeben; man soll 
einen Zykel konstruieren, welcher die Geraden unter vorgeschriebenen Winkeln 
schneidet und dessen Ähnlichkeitspunkte mit den gegebenen Zykeln auf einem 
die gegebenen Geraden berührenden Kegelschnitte liegen. 
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Hier haben wir solche Kegel zu konstruieren, welche durch die vier 
Raumpunkte A,,.. A, welche sich in die gegebenen Zykel abbilden, gehen 
und zwei gegebene Ebenen E,, E, berühren. Der Scheitel V eines solchen 
Kegels liegt auf der Schnittgeraden p der beiden Ebenen. Wir legen da 
etwa die Ebene A, A, A,, schneiden sie mit E, in e, mit E, in e, und 
konstruieren in bekannter Weise einen Kegelschnitt k, welcher e, und & 
berührt und durch die Punkte A, A,, A, geht. Den Kegelschnitt À pro- 
jizieren wir von A, aus und schneiden den projizierenden Kegel mit p. 
Ist V ein solcher Schnittpunkt, so ist die zyklographische Abbildung 
desselben ein Zykel, welcher unserer Aufgabe entspricht; denn er ist der 
Scheitel eines durch die gegebenen 4 Punkte gehenden Kegels, welcher 
E, und E, berührt. 

8. Wir wollen jetzt eine andere Betrachtung anstellen, welche uns 
gleichfalls zu einer Lösung der in Art. 1 aufgestellten Aufgaben führt. 


Wir betrachten (Fig. 2) zunächst in der Ebene drei beliebige Zykel 
k,, Ro, k, mit den Mittelpunkten M,, M,, M, und den Halbmessern 1, 7%, 73. 
Verändern wir die Halbmesser der Zykel proportional in Ar,, Ar,, Ar,, ihre 
Mittelpunkte beibehaltend, so erhalten wir für verschiedene Werte von 4 
neue Tripel von Zykeln k,® 8,0 k,”, und wir werden erkennen, daß die 
Orthogonalkreise o, derselben einen Büschel bilden. Die Zykel 8,0, k,™, 
k,® sind die Abbildungen von drei Punkten A,®, A,®, 4,0, der Kreis ©, 
dessen Mittelpunkt mit M; bezeichnet werde, ist der Kehlkreis eines 
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Rotationshyperboloides H,, dessen Geraden unter Winkeln von 45° gegen 
die Bildebene geneigt sind, und das durch die Punkte A,9, 4,4, A,@ 
eindeutig bestimmt ist, sobald wir verlangen, daß sein Kehlkreis in der 
Bildebene liegen soll. Wir wollen hier ein derartiges Hyperboloid ein 
rechtwinkeliges nennen, auch dann, wenn der Kehlkreis imaginär, also 
das Hyperboloid zweiteilig ist. 

Durch M,, M,, M, legen wir den Kreis o, vom Mittelpunkt M, und 
vom Durchmesser d. Die Kreise k,®, k,®, k, haben mit o, die Sehnen A, 
t,, t, gemeinschaftlich, und es seien 7,, T,, T, die Schnittpunkte dieser 


2 y 2 
Sehnen mit den Geraden M, M,, M, M,, M, M,; es ist da M,T; = 2 : 


folglich ist 
Wile F058 WU IE, Wily Why 3 GP Sie 3 7 


Die Reihen der Punkte 7|,...; 7a,...; 7... sind zueinander 
projektiv; folglich sind es auch die Parallelstrahlenbüschel (4), (4), (2) 
der Geraden t,,...; 4,...; ta, ... Diese Büschel sind überdies perspektiv, 
da die unendlich ferne Gerade der Ebene eine sich selbst entsprechende 
Gerade dieser Büschel ist. Es erzeugen somit je zwei von diesen Büscheln 
eine zu ihnen perspektive Punktreihe, also die Büschel (4), (4) die Punkt- 
reihe (P,,), wobei Py, den Schnittpunkt ¢,. 7%, bezeichnet; analog erzeugen 
(4), (¢;) die Punktreihe (P,,) und (4), (4) die Punktreihe (P,,). Es seien 
tio, tog, ta die Träger dieser Punktreihen und 72,, m,, m, seien die Tangenten 
an 0, in den Punkten M,, M,, M,. Es folgt aus unserer Konstruktion, daß 


0 an? Nam 
(Gene) SE Ste, (Uns) Sr 20, We) SOE 3 


Die Senkrechten Pis, Pas, Pa von den Punkten P, Pas, Pa beziehungs- 
weise auf die Geraden M, M,, M, M,, M, M, treffen sich in dem Mittel- 
punkte M;. Verändert sich A, so beschreiben 4, Pas, Ps drei projektive 
Parallelstrahlenbüschel, in denen die unendlich ferne Gerade sich selbst 
entspricht; demnach erzeugen ihre Schnittpunkte M; eine Gerade c, 
welche den Punkt M, mit demjenigen Punkt M verbindet, dessen Ent- 
fernungen von den Seiten des Dreiseits m, m, m, das Verhältnis 7,? : 7.” : 73 
haben. 


Hiemit haben wir nachgewiesen, daß die Mittelpunkte der Kreise oa 
auf einer Geraden liegen; daß sie einen Büschel bilden, ersehen wir aus 
Folgendem. 

Die Ebenen A, = (4,0 4,0 4,0) bilden einen Büschel, dessen Achse 
die gemeinsame Ahnlichkeitsachse g der Tripel von Zykeln hy ky kg, 
k,® RM ks für alle Werte von A ist. Jede Ebene A, schneidet das ent- 
sprechende Hyperboloid H; in einem Kegelschnitt 2, der sich in unsere 
Ebene orthogonal in einen Kegelschnitt 1’ projiziert, welcher durch die 
Punkte M,, M,, M, geht und somit den Kreis o, noch in einem vierten 
Punkte M, schneidet. Weil g die Richtung einer Achse von /, also auch 


von /’ angibt, so erhalten wir M, als den Schnittpunkt der durch die 
Punkte M,, M,, M, beziehentlich zu den Geraden M, M;, M, M,, M, M, 
gezogenen antiparallelen Geraden inbezug auf g. Da alle Kegelschnitte /’ 
eine Achse parallel zu g haben, so erkennen wir daraus, daß sie einen 
Büschel (/’) mit den auf o, gelegenen Grundpunkten M,, M,, M,, M, 
bilden. 

Dies erkennen wir auch so. Die Flächen H, gehen durch denselben 
unendlich fernen Kegelschnitt /, und die Ebenen A, schneiden auf / eine 
Involution ein, welche sich in die Bildebene in eine auf ihrer unendlich 
fernen Geraden w,, liegende Involution & projiziert, und die Kegel- 
schnitte /’, welche durch M,, M,, M, gehen und auf #, die Involution & 
einschneiden, bilden einen Büschel. Die Punktepaare von Z sind die un- 
endlich fernen Punkte von Geraden, welche inbezug auf g symmetrisch 
liegen; demnach bildet die Gerade M, M, mit der durch M, gehenden 
zu ihr inbezug auf g antiparallelen Geraden ein Element in dem erwähnten 
Büschel, woraus sich wieder der Punkt M, als vierter Schnittpunkt der 
Kegelschnitte /’ mit o, ergibt. 

Die Kegelschnitte /’ des Büschels (/’) schneiden auf g eine Invo- 
lution II ein. Da nun die Schnittpunkte von /’ mit g auch dem Kegel- 
schnitte / und somit auch dem Spurkreis 0, von H, in der Bildebene an- 
gehören, so schneiden auch die sämtlichen Spurkreise o, auf g die 
Involution II ein. 

Die Orthogonalkreise o, haben also ihre Mittelpunkte auf der Ge- 
raden c und schneiden auf der Geraden g eine Involution ein; sie bilden 
demnach einen Büschel (0). Die Hyperboloide H, schneiden sich im 
Endlichen alle nach einer gleichseitigen Hyperbel, die inbezug auf die 
Bildebene symmetrisch ist und in einer zu c senkrechten Ebene liegt; 
sie bilden also selbst einen speziellen Büschel von Flächen 2. Ordnung. 

Ein Kreis in (o,), nennen wir ihn o, hat seinen Mittelpunkt in M. 
Er ist der Orthogonalkreis eines Tripels k,® k,0 8.0): die Parallelen durch M 
zu m,, My, m, Sind hier die Potenzgeraden der Kreise dieses Tripels und 
des Kreises o,, folglich ist o auch Orthogonalkreis zu 09. Die Potenz- 
gerade h von o und o, ist somit Potenzgerade des Büschels (0;); deshalb 
ist À die Polare von M inbezug auf 09. Die Gerade, welche M mit dem 
Schnittpunkt P,,’ von m,, m, verbindet, trifft M, M, im Punkte M,,, 
dessen Entfernungen von m, und m, wir d,, d, bezeichnen wollen. Es ist 

OEM Sal MP 05 MM Sin MM PE 

Da das Dreieck M, M, P,,’ gleichschenklich ist, so folgt daraus, da M 

innerhalb des Dreiseits m, m, m, liegt, daß 
WE, SE MAG = On 8 Op SE SRS 

Der Schnitt H,, von h mit M, M, ist harmonisch zu M,, inbezug 

auf M,, M,; folglich ist 
NE TELE Wks Teles = TE 
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Es ist demnach die Potenzgerade des Büschels (0,) die Ähnlichkeits- 
achse dreier Zykel von gleichem Sinn, welche mit den gegebenen Zykeln 
k,, ky, kgs konzentrisch sind, und deren Halbmesser den Quadraten der 
Halbmesser 7,, 7%, 7, der gegebenen Zykel proportional sind. 

Die Ahnlichkeitsachse g der Zykel k,®, k,®, ka legt mit dem Ortho- 
gonalkreis 0, derselben wieder einen Kreisbüschel (v;) fest, und bekanntlich 
hat jeder Kreis v, dieses Büschels die Eigenschaft, daß er die Zykel k,, 
k,, k,® unter gleichen Winkeln schneidet. Die Zentrale p, dieses Büschels 
ist die Senkrechte von M; auf g 

Für alle möglichen Werte von A erhalten wir einen Parallelstrahlen- 
büschel (#,) von solchen Zentralen, welcher zu der Punktreihe der Mittel- 
punkte M, perspektiv, also auch perspektiv zu dem Büschel (p,,) der zuvor 
näher charakterisierten Geraden p, ist. 

9. Die analytische Herleitung des Büschels (0,) ergibt sich kürzer. 

Es seien a,;, 0;, für 7 = 1, 2, 3, die rechtwinkeligen Koordinaten der 
Mittelpunkte M,. Dann ist der Orthogonalkreis des Tripels k,® k,@ k,@ 
durch die Gleichung ausgedrückt 


x + y, oe, oy, I 

a? + Ko al 0 

CANON VAP Fat ane AE D a 

Ay + b2 — Ar, az, by, 1 

welche wir auch schreiben können 

ge ESE Sa fe IL Der]! 
TO ng al Br Ze 0 
Ge sei Gh, ls Il pO Ge toby, Il | 
a + 0,7, az, bs, 1 TE Ch, Wey Il 


Die erste Determinante in der letzten Gleichung bezeichnen wir 
mit 4,, die zweite mit 4,, alsdann ist 4, =0 die Gleichung des durch 
M,, M,, M, gehenden Kreises und 4, = 0 ist die Gleichung für die Ahnlich- 
keitsachse der drei Zykel, welche ihre Mittelpunkte in M,, M,, M, haben, 
deren Halbmesser gleiche Vorzeichen besitzen und den Quadraten von 
1, >, Ya proportional sind. 


10. Gehen wir nun (Fig. 3) von vier Zykeln A, mit den Halbmessern % 
und den Mittelpunkten M; (i = 1,...4) aus und betrachten irgend ein 
anderes Tripel, etwa kg k ky in analoger Weise, wie wir À, k, ks betrachtet 
haben. Wir erhalten wieder einen Büschel (o,‘) von Orthogonalkreisen 07” 
der Zykeltripel k3@ k, k, mit der Potenzachse h’. Der durch Ms, M,, M, 
gelegte Kreis 0)’ vom Mittelpunkte M,’ gehört natürlich auch dem Büschel 
(o,’) an. Ebenso legt die Ahnlichkeitsachse g’, die allen Tripeln kg k, hk, 
gemeinschaftlich ist, mit dem Orthogonalkreis 0,’ eines jeden dieser Tripel 
einen und denselben Kreisbüschel (v,’) fest, und es hat jeder Kreis v,’ 
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dieses Büschels die Eigenschaft, daß er die Zykel k3”, R,®, R,® unter 
gleichen Winkeln schneidet. 

Die Zentrale p,’ dieses Büschels ist die Senkrechte vom Mittelpunkt M;’ 
des Kreises 0,’ auf g’. 


z 


---71 


e--- 
> 


Fig. 3. 


Für alle möglichen Werte von Aerhalten wir hiereinen Parallelstrahlen- 
büschel (f,’) von solchen Zentralen 5’, welcher zu der Reihe der Mittel- 
punkte M,’ perspektiv, also auch zu dem zuvor erwähnten Büschel (p,,) per- 
spektiv ist. Somit sind die Büschel (p;), (f,’) selbst projektiv, und da 
die unendlich ferne Gerade, die beiden Büscheln angehört, sich selbst 
entspricht, so sind (#;), (p,’) perspektiv und erzeugen eine gerade Punkt- 
reihe x. Jeder Punkt auf x entspricht einem Werte A und ist somit Mittel- 
punkt eines Zykels w,, welcher die Zykel k,®, k., R,®, ky unter gleichen 
Winkeln schneidet. 

Auf x werden also auch die Mittelpunkte solcher Zykel liegen, welche 
die Eigenschaft haben, daß jeder von ihnen ein Quadrupel von Zykeln 
RO ko kg ky berührt. Wie wir bereits erkannt haben, sind drei solche 
Zykel w,, w,, w, möglich. 

Die Zykel w, selbst bilden einen Büschel (w,). Denn sie gehen durch 
die Schnittpunkte von g mit den Zykeln o,; die Zykel o,, da sie einen 
Büschel bilden, schneiden auf g eine Involution ein; die Zykel w; gehen 
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also durch die einzelnen Paare dieser Involution und, da sie ihre Mittel- 
punkte auf der Geraden x haben, so bilden sie einen Büschel; seine 
Potenzgerade wollen wir mit 7 bezeichnen. 

Wir haben also das Ergebnis: 

Zu vier Zykeln kann man einen isogonalen Kreis konstruieren; ändern 
wir die Halbmesser dieser Zykel proportional, ihre Mittelpunkte beibehaltend, 
so durchläuft der erwähnte Kreis einen Kreisbüschel. 

Jeden Zykel w, können wir als Spurkreis eines rechtwinkeligen 
Hyperboloids H; auffassen, dessen Achse normal zur Bildebene ist und 
welches durch die vier Punkte 4,, 4,0, 4,4, 4,0 geht, deren Abbildungen 
die Zykel k,®, k., k,®, k,® mit den Halbmessern 47, Ar,, 473, Ar, für 
den jeweiligen Wert von A sind, da ja w, diese vier Zykel unter gleichen 
Winkeln schneidet. Bilden wir diese Fläche inbezug auf die Bildebene 
orthogonal affin ab, so daß die Punkte A,®, 4,9, A,®, A, in die Punkte 
A,, A», As, A, übergehen, dann geht H; in eine Rotationsfläche H,* über. 
Dabei sind beide Flächen H;, H,* gleichartig, d. h. beide einteilig oder 
beide zweiteilig, wenn 4 reell ist, ungleichartig aber, d. h. eine von ihnen 
ist einteilig, die andere zweiteilig, wenn A imaginär ist. Alle deartigen 
Flächen H,* bilden einen Büschel (H;*), da sie durch die Punkte A,,... A, 
gehen und den unendlich fernen Kreis in dessen Schnittpunkten mit der 
Bildebene berühren. Die Normalebene N durch x zu M ist gemeinsame 
Hauptebene für alle Flächen dieses Büschels. 

Von diesen Flächen heben wir insbesondere hervor: 

1. Die Zylinderfläche H,*, deren Geraden parallel zu 7 sind; hier 
ist 1 =. 

2. Das Rotationsparaboloid H,*, für welches 4 = 0 ist; die Kreise 
09, 09 sind die Orthogonalprojektionen von Kegelschnitten e,, e,, in welchen 
die Ebenen A, A, A,, A3 A, A, das Paraboloid schneiden ; die Normalebene 
zu der Spurgeraden g von A, A, À, durch den Mittelpunkt M, von o, ist 
eine Symmetrieebene von H,* und die Normalebene zu g’ durch den Mittel- 
punkt My, von o, ist eine zweite solche Ebene; beide schneiden sich also 
in der Achse dieses Paraboloids. Der Spurpunkt dieser Achse in M ist 
deshalb der auf x liegende Punkt, in welchem sich die Senkrechten von M, 
auf g und von My, auf g’ schneiden. 

3. Das Hyperboloid H,*, welches seinen Mittelpunkt in der Bild- 
ebene M hat. Nämlich der Schnittpunkt der Zentralen beider Büschel 
(03), (1°) ist Mittelpunkt eines Kreises o,, der mit dem zugehörigen Kreiso 0,’ 
zusammenfällt und alle vier Zykel R,®,.., k,®, die dem betreffenden 
Wert von A entsprechen, orthogonal schneidet, weshalb er auch ein 
Kreis des Büschels (w,) ist. Es geht also die Gerade x auch durch 
den Schnittpunkt der Zentralen von (o,) und (0;’) ; die zugehörige Fläche H, 
ist ein rechtwinkeliges Hyperboloid, welches seinen Mittelpunkt in M hat, 
weshalb auch H,* inbezug auf die Ebene M symmetrisch ist. 
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Die weitere Konstruktion ist dadurch gegeben. Wir ermitteln den 
Schnitt irgend zweier Flächen H,* mit der Ebene N, vorteilhaft den Schnitt 
der Kegelfläche und des Zylinders wie in Art. 2 und verfährt weiter in 
bekannter Weise. 

11. Es seien nun K,, K,, ..., K, fünf Sphären mit den Halbmessern 
%, %,-.%, und den Mittelpunkten M,, M,,..M;, und KW), K,®, .. K,% 
seien fünf zu ihnen konzentrische Sphären mit den Halbmessern 47, 
APE Co ie 

Greifen wir zunächst irgend ein Tripel aus den gegebenen Sphären, 
etwa K, K, K, heraus und betrachten die zugehörigen Tripel K,® K,@ K,®, 
Für einen bestimmten Wert von A bilden die Orthogonalkugeln von 
K,® K,® K,® einen Büschel 2,,,%, dessen Grundkreis o, in der Ebene 
M, M, M, liegt und dessen Zentrale n, durch den Mittelpunkt M; von 0 
geht und senkrecht zur Ebene M, M, M, ist. Verändern wir A, so erhalten 
wir einen anderen derartigen Büschel 2,,,%. Die in M, M, M, liegenden 
Grundkreise o, dieser Büschel werden selbst einen Kreisbüschel (o,) mit 
der Zentrale c bilden. Ein Element von (0;) ist der durch M,, M, M, 
gehende Kreis o,, ein anderes enthält die Ähnlichkeitsachse h der Sphären 
K,’, K,’, K,’, welche zu den Sphären K,, K,, K, konzentrisch sind, und 
deren Radien im Verhältnis 7.2 : 7,2: 7,2 zu einander stehen, wie aus frü- 
herem (Art. 8) ohneweiters folgt. Die Zentralen n, der Büschel Z,,,”) erfüllen 
eine Ebene, welche durch c geht und senkrecht auf der Geraden h steht, 


Gehen wir zu einem anderen Tripel von gegebenen Kugeln, etwa 
K, K, K, über und betrachten die zugehörigen Tripel K,® K,® K, für 
verschiedene Werte von A. Wir bekommen da analog für irgend ein A 
einen Büschel &,,, von Orthogonalkugeln mit der Zentrale n,’. Die Grund- 
kreise 0,’ solcher Büschel &,,,® bilden selbst einen in M, M, M, liegenden 
Kreisbiischel (0,’), dessen Potenzgerade h’ Ähnlichkeitsachse der Sphären 
K,’, K,’, K,’ ist, deren Halbmesser das Verhältnis 7,2: 7,2: r haben. Die 
Zentralen n;’ erfüllen eine Ebene N,’, welche durch die Zentrale c’ von 
(07) geht und senkrecht auf h’ steht. 

Je zwei demselben Wert von A zugehörige Geraden #, 1,’ schneiden 
sich im Mittelpunkte S, der Orthogonalkugel M; der vier Kugeln K,®, 
K,®, K,®, K,®. Daraus folgt, daß die Mittelpunkte S, der Kugeln M,, 
die orthogonal zu dem Sphärenquadrupel K,® K,® K,® K,® sind, für alle 
möglichen Werte von A auf einer Geraden a; liegen, welche durch den 
Mittelpunkt S, der dem Tetraeder M, M, M, M, umgeschrieben Kugel M, 
geht und senkrecht steht auf der Ähnlichkeitsebene H der vier Sphären 
K,’, K,’, K,’, K,’, deren Radien zu einander im Verhältnis 7,2 : 7,2 : 7,2 : 743 
stehen. Da diese Orthogonalkugeln außerdem die Ebene M, M, M, (ebenso 
wie die Ebene M, M, M,) in einem Kreisbüschel schneiden, so bilden sie 
einen Büschel, welcher durch M, und H bestimmt ist. 

Es sei G die Ähnlichkeitsebene der Sphären K,®, K,®, K,®, K,®; 
sie ist allen Sphärenquadrupeln, die wir erhalten, wenn wir À alle 
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möglichen Werte durchlaufen lassen, gemeinschaftlich. Die Normale gà 
durch S, zu G ist der geometrische Ort der Mittelpunkte solcher Sphären, 
welche K,®, .., K, unter gleichen Winkeln schneiden und von denen 
wir wissen, daß sie einen Kugelbüschel bilden. Die Geraden g, erfüllen 
die durch a, zu G normal gelegte Ebene Q,. 

Betrachten wir das Quadrupel K,® K,® K,® K,®, so gelangen wir 
durch gleichen Vorgang zu einer Geraden a;’, welche der geometrische 
“ Ort von Mittelpunkten S;’ der Orthogonalkugeln M,’ für die Quadrupel 
K,® K,® K,® K,® ist. Die Gerade a,’ geht also durch den Mittelpunkt Sy’ 
der Kugel M,’, welche dem Tetraeder M, M, M, M; umgeschrieben ist 
und steht senkrecht auf der Ähnlichkeitsebene H’ der Sphären K,’, K,’, 
K,’, K,’, welche mit K,, K,, K,, K, konzentrisch sind und deren Radien 
in dem Verhältnis 7,2 : 7,2 : 7,2 : r,° stehen. Die Orthogonalkugeln M,’ bilden 
wieder einen Biischel, welcher durch die Elemente M,’, H’ festgelegt ist. 

Die Geraden aj, ax schneiden sich in einem Punkte S; denn beide 
schneiden die in M, zu M, M, M, errichtete Normale #, und sind senkrecht 
zu der Geraden 4; sie liegen also in der Ebene, welche durch #, zu » normal 
gestellt werden kann. Der Punkt S ist nun der Mittelpunkt einer Kugel, 
welche für den ihm entsprechenden Wert von A die Orthogonalkugel zu 
allen fünf Sphären K,®, K,®, K,®, K,®, K,@ ist. 

Jede Normale q,’ von S,’ auf G’ ist der geometrische Ort von Mittel- 
punkten solcher Kugeln, welche die Sphären des entsprechenden Qua- 
drupels K,% K,® K,® K,® unter gleichen Winkeln schneiden und einen 
Büschel bilden, welcher durch G’ und M,’ festgelegt ist. Die Geraden q7' 
erfüllen die durch a,’ zu G’ normalgelegte Ebene Q,’. Die demselben Wert 
von À entsprechenden Geraden g, q,’ schneiden sich, da sie in einer zu 
der Ähnlichkeitsachse g von K,, K, und Kgs normalen Ebene liegen, in 
einem Punkte 7;, welcher Mittelpunkt einer Kugel W, ist, welche die 
fünf, dem zugehörigen Wert A entsprechenden Sphären K,,..., KW 
unter gleichen Winkeln schneidet. Die Punkte 7, bilden eine gerade 
Punktreihe, deren Träger die Schnittgerade x der Ebenen O,, Q,’ ist. 

12. Die Gerade x erhalten wir am einfachsten, wenn wir von M, 
die Senkrechte a; auf H und von M die Senkrechte a,’ auf H’, weiter 
von M, die Senkrechte g, auf G und von My die Senkrechte g, aui G’ 
fallen; die Gerade x verbindet alsdann die Punkte a. aj’, gy. qo mit- 
einander. 

Jede Kugel W, geht durch den Schnitt von G mit M; und hat ihren 
Mittelpunkt auf x. Da nun, wenn der Wert von A sich ändert, die Kugel M; 
einen Kugelbüschel, also der Schnitt derselben mit G einen Kreisbüschel 
beschreibt, so bilden die Kugeln W,, welche durch diesen Kreisbüschel 
gelegt werden und ihre Mittelpunkte auf x haben, gleichfalls einen 
Biischel (W;). 

Wir können somit den Satz aussprechen: 

Zu fünf Sphären läßt sich eine isogonale Kugel konstruieren , verändern 
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wir die Halbmessr der Sphären proportional, ihre Mittelpunkte beibehaltend, 
so durchläuft die erwähnte Kugel einen Kugelbüschel. 

Die Kugel W, dieses Büschels, welche ihren Mittelpunkt in a. aj’ 
hat, gehört dem Büschel (M, H), resp. (M, H’) an und ist dadurch einfach 
bestimmt. Ebenso einfach ist die Kugel W, des Büschels (W,) bestimmt, 
welche ihren Mittelpunkt in gy. q)’ hat, da sie dem Büschel (M, G), resp. 
(M,’ G’) angehört. Dadurch ist der Büschel (W,) und seine Potenzebene P 
festgelegt. Der reelle oder imaginäre in P liegende Grundkreis dieses 
Büschels heiße 7. 

Nun greife man aus den fünf gegebenen Sphären irgend zwei heraus 
und drehe sie um x, bis ihre Mittelpunkte in eine x enthaltende Ebene 
fallen; insbesondere kann man beispielsweise K, um x drehen, bis M, in 
die Ebene [M, x] fällt. Es seien also M,, M3 die Mittelpunkte der so 
gedrehten Sphären in ihrer neuen Lage. Die Orientierung der Kugeln 
als Sphären kann bekanntlich so erfolgen, daß wir den Halbmesser einer 
positiv orientierten Kugel gleichfalls als positiv und den einer negativ 
orientierten als negativ annehmen und die Schnittkreise derselben mit 
der Ebene L = (M, M; x) orientieren wir als Zykel ki, ke positiv oder 
negativ, jenachdem sie Schnitte mit positiven oder negativen Sph‘iren sind. 

Schneidet L den Kreis 7 in den Punkten J,, J, und sind k, kr die 
zyklographischen Abbildungen in der Ebene L für die Punkte Z und K, 
so lösen wir jetzt nach Früherem die Aufgabe: 

„Es ist in L ein Zykel w so zu legen, daß seine Ähnlichkeitspunkte 
mit k; und À; auf einem zu w konzentrischen, durch die Punkte Jy, J, 
gehenden, Kreise liegen.“ 

Es wäre hier die durch x normal zu L gelegte Ebene N mit der 
durch Jy, Jz, L, K gelegten Kugel im Kreise s zu schneiden und durch 
die Orthogonalprojektion der Punkte J,, J,, sowie durch die Orthogonal- 
projektionen von L und K in die Ebene N diejenige Parabel p zu legen, 
deren Achse parallel zu x ist. Jeder Eckpunkt des gemeinschaftlichen 
Polardreiecks von s und # bildet sich zyklographisch in die Ebene L als 
ein Zykel w von der gesuchten Eigenschaft ab. Wir erhalten wieder drei 
solche Zykel w,, w,, wy. 

13. Im allgemeinen wird es für die graphische Durchführung vorteil- 
haft sein, eine durch x geignet gelegte Ebene als L anzunehmen, etwa so, 
daß sie orthogonalprojizierend in eine als Projektionsebene gewählte Be- 
zugsebene ist. Alsdann drehen wir drei von den gegebenen Sphären Ky, 
(¢ = 1,..5) um x so, daß ihre Mittelpunkte nach L fallen, was für jede 
natürlich in zweierlei Sinne möglich ist. Es seien Ky, Ky, Ki ihre neuen 
Lagen und Mr, Mz, Mi seien die neuen Lagen ihrer Mittelpunkte ; weiter 
seien ky, kır, kırı die Zykeln, in welchen Ky, Kır, Ky die Ebene L schneiden. 

Nun konstruieren wir die Zykel w,, wy, w, in L, welche ihre Mittel- 
punkte auf x haben und von denen jeder die Eigenschaft hat, daß seine 
Ähnlichkeitspunkte mit den Zykeln kr, kiz, kır auf einem zu ihm konzen- 
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trischen Kreise liegen. Zu dem Zwecke betrachten wir L als Projektions- 
ebene einer zyklographischen Darstellung (indem wir sie in unsere Be- 
zugsebene umklappen). Es seien Az, An, Amr diejenigen Punkte, welche 
auf L in die Zykel kr, kır, kr abgebildet werden. 

Weiter legen wir durch x die Normalebene N zu L, bestimmen in N 
den Spurkreis s, der durch Ar, Az, An gehenden Kugel, welche ihren 
Mittelpunkt in N hat, projizieren die Punkte Ar, Am, Amr auf N ortho- 
gonal und legen durch die so erhaltenen Projektionen diejenige Parabel p, 
deren Achse zu x parallel ist. Alsdann sind w,, w,, w, die zyklographischen 
Abbildungen auf L der Ecken des gemeinsamen Polardreiecks von s und #. 

Durch die Zykel w,, ws, w, als Großkreise sind drei Sphären W,, We, 
W, eindeutig bestimmt; sie haben die Eigenschaft, daß die Ahnlichkeits- 
punkte einer jeden von ihnen mit den gegebenen fünf Sphären K,,..K; 
auf einer zu ihr konzentrischen Kugel liegen oder, was auf dasselbe hinaus- 
läuft, daß die gemeinschaftlichen Berührungskegel einer jeden von diesen 
Sphären W,, W,, W, mit den gegebenen Sphären K,,..K, kongruent 
sind. Auch ist es klar, daß diese Aufgabe identisch ist-mit der Aufgabe: 

Zu fünf gegebenen Sphären K,,...K, fünf konzentrische Sphären 
K,® ... K, konstruieren, deren Halbmesser zu denen der gegebenen propor- 
tional sind und die eine gemeinsame Berührungskugel W’ besitzen. 

Solcher Kugeln gibt es drei: W,’, W,’, W,’; sie sind mit den Sphären 
W,, W,, W, konzentrisch und gehen aus ihnen durch dieselbe proportionale 
Veränderung des Halbmessers hervor wie die fünf gesuchten Kugeln 
K,, .. K,® aus den gegebenen fünf Kugeln K,,..K;,. Dabei ist der 
reziproke Wert des Proportionalitätsfaktors A gleich sin, wenn @ 
die Öffnung der zuvor erwähnten Kegel bedeutet. Da jede von den Kugeln 
W,’, W.’, W, durch die Ähnlichkeitspunkte der gegebenen Sphären K,,... 
K, mit der bezüglichen Sphäre aus W,, W,, W, geht, so ist hiedurch ihre 
Konstruktion gleichfalls gegeben. 

14. Da die Kugeln W’ die fünf Sphären K,®,... K,® berühren, so 
folgt für den Proportionalitätsfaktor A die durch folgende Determinante 
gegebene Bedingung *): 

0 de — # (7, — 79)", dy 
dy,” — À (7, —1,)*, 0 A — MP (ra — 15)”, 


dr 2, Hd Ar, nd in 


BY Va)”, 
a NE (ee 
de — I? (7, — N), dog” — Pr 15)? 
; : = 1} (7) 


dr — À (5 — 13)", 0 


*) Cf. Bulletin international XVII, 1912. 
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worin wieder da die Entfernungen zwischen den Mittelpunkten der Sphären 
K,® K,” bezeichnen. Diese Gleichung ist in 4? scheinbar vom fünften 
Grad; da jedoch die Determinante 


0 aa, ER 
CAE 0 (Ger 
(ara (aA rl 
ni (eo ts TA ee 5) 
a Ar A= 0 


den Rang drei hat, wovon man sich in gleicher Art wie in Art. 6 über- 
zeugt, so läßt sie sich auf die Form bringen 


DA#—D,#2+D%®?—D=0; (7°) 
wenn wir statt A die Winkel © für die möglichen Kegelgruppen suchen, 
so erhalten wir die Gleichung 


2 oO @ 5 o 
Disin Se tg SUN DD —_0. 


Hier bedeutet D die Determinante 


während D,, D,, resp. D, aus (7) gebildet werden, wenn man darin auf 
alle möglichen Arten in je einer, zwei, resp. drei Spalten die Größen dr» 
in den übrigen die Größen A? (7; — rz)? streicht und die so entstandenen 
Determinanten jedesmal addiert. 

Ist D = 0, so ist unsere Aufgabe quadratisch ; in diesem Falle liegen 
Mittelpunkte der fünf gegebenen Sphären auf einer Kugel. 

15. Die Orthgonalkugeln der Sphärenquadrupel K,®, K,”, K,”, K,® 
sind durch die folgende Gleichung ausgedrückt: 


die 


x? 1. y? + z 72 NUE 1 
a? +4. —- Ar a, b, « 1 
ay? + by? +c? — Ar ay b,c, 1 | = 0, 
a + D + c— Pr a, by cs 1 
ay + D? + c,? 2,2 Bet We Onl 


oder wenn wir die erste Spalte in zwei Teile zerlegen 


Pa CEE il 
Gin RO ee Cem PT PES r2 a, db, c, 1 
en, 2 | 9,20 a, 05 C, 1 || = 0: (8) 
aÿ + D +c? a; bg = 1 et ky (hy (Oh I 
agp + bP +c? ay by cy | T0 En a En Ml 


Bulletin international, XIX 
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Schreiben wir die letzte Gleichung in abgekürzter Form 
A, — # 4, = 0, 

so bedeutet 4, = 0 die Gleichung der durch die Mittelpunkte M,, M,, M,, 
M, der Sphären K,, K,, K,, K, gehenden Kugel, während 4, = 0 die 
Ahnlichkeitsebene der vier Sphären ausdrückt, welche mit den soeben 
erwähnten konzentrisch sind und deren Halbmesser den Quadraten ihrer 
Halbmesser proportional sind. 

Die Ähnlichkeitsebene der Sphären K,®,..., K,® läßt sich in be- 
kannter Weise durch die Gleichung 


O 2 7 Bil 


iy (ey (Oy Cy N 
A 


I 
© 
= 


Bain, Gy (in Cr Il 
darstellen, die wir in abgekürzter Form 
hab 0) 


schreiben wollen. Darin ist je nach der Orientierung der Spharen K, 
entweder « = + 1 oder & =—1. Deshalb kann man die Kugeln, welche 
die Sphären des Quadrupels K,” K,® K,® K,® unter gleichen Winkeln © 
schneiden und deren Halbmesser mit o bezeichnet werden mögen, durch 
die Gleichung 

d, — À 4, + À 4, 9 cos © =0 
darstellen. 

Aus der letzten Gleichung lassen sich die Koordinaten &, n, & der 
Mittelpunkte dieser Kugeln berechnen. Wenden-wir eine abgekürzte, ohne 
weitere Bemerkung verständliche Schreibweise der hier vorkommenden 
Determinanten mittelst der in den Hauptdiagonalen gelegenen Elemente 
an und setzen die Determinante [a, b, cz 1,)] gleich d, so kommt 
20 & = [a + b2 + ci?) bel] + 4 [e174 ducs 14] @ cos co —A? [742 by cs Li], 

20 4 =— [(a? + D2 + 02) pcs Li] —A [817% a2 Cy 14] @.cos © + A? [7,2 ay C14], (10) 
20 = [(a2 + b2 + €,2) ay dg la] + 4 [8,7 4203 la] @ cos © —A? [174 a b, 14]. 
Aus diesen Gleichungen folgt durch Elimination von A? und 1 @ cos w 


20 & — [(a,? + D? + À) by Ca 14), CE by C3 14], (1 ds Ce 14] 
20 9 + le + 0? + 1) ag C3 14], — [an Ay Cz 1g], — [72 ag C3 14] | =0. (11) 
206 — [a + 0° + ci) ag dz la], [€1 71 ap O3 La], (242 b5 14} 

Ebenso finden wir, wenn wir in den Indices überall 5 statt 4 schreiben 

und 07 — ja) by c 1.) "setzen 

a0 § — (ar 4 5 1-0) 6.6515), CE by C3 15], [171 Dy cy 15] 
2.0" 9 +- [ar + 02 + ci) ay cy 15), — CEA Ay Cz 15], — [74303 15]| —0. (12) 
20° § — [(aP + bP + ¢,°) a, bs ls], [€,7 42 03 1;], [71° a 6; 15] 


— 
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Die Gleichungen (11) und (12) stellen die Gerade x dar. 

Zu den drei Gleichungen (10) erhalten wir drei analoge Gleichungen, 
wenn wir in ihnen in den Indices gleichfalls überall 5 statt 4, also 0” statt à 
setzen. Durch Elimination von @cos@ aus irgend zweien dieser sechs 
Gleichungen erhalten wir für jeden der drei aus (7) hervorgehenden Werte A? 
die Gleichung einer Ebene, welche durch den Mittelpunkt einer der ge- 
suchten Kugeln W, resp. W;’ geht; also beispielsweise der Ebene 


20: — (+ + 0,7) bg cz Li] + À [ri Be cy Lil, [e174 by C3 14] = 
204+ [a + D + ci?) a Cz 14] — À [72 a cs 14], — [e 7; Ay Cyl] 


u. s. w. Die Halbmesser 9 der Kugeln W’ werden dann aus jeder Gleichung 
der erwähnten Gruppe von sechs Gleichungen erhalten, wenn (&, n, 8) 
die früher berechneten Koordinaten ihrer Mittelpunkte sind und A wieder 
einen der aus (7’) berechneten Werte bezeichnet, wobei cose=-+]1 
zu setzen ist. 
So ist beispielweise 
285 — [a + D? + 6,7) De cy Li] + A [ri De cs Li] 


EQ = — =» (9 
; À [e, 7; bo Ca 14] 2) 
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Deduction du point radiant variable des Lyrides 
de la figure du courant météorique.’) 


Dr. HENRI SVOBODA. 


{Présenté le 12 juin 1914.) 


PREFACE. 


Dans mon travail précédent „De la figure du courant météorique 
de la comète de Halley“ ?) j’ai déduit les éléments de l’orbite et les coor- 
données du radiant des Aquarides et des Orionides en supposant que 
les orbites des météores du courant soient des ellipses congruentes à celle 
de la comète et que leurs plans se coupent suivant la ligne qui joint le 
périhélie a l’aphélie de la cométe de sorte qu’elles ont avec la cométe 
le périhélie et l’aphélie commun. Pour comparer, je pose ces éléments 
à côté de ceux calculés des observations par M. Ch. P. Olivier dans son 
travail “175 parabolic orbits and other results deduced from over 6200 
meteors’ (Extracted from Transactions of the American Philosophical 
Socletyu NSS Volr ac, Parte 1, 191: 


‘ 


2 te) 0 q a 0 
Le] Le) Le Le] o 
Cométe de Halley 573 111-7 1622 0-587 
Ne Olivier 47.5 1053 1654 0.638 337-9 TE 
“a Svoboda. 44.8.2 99-8 2163-3 | 0.587 Daszae ne 
Olivier-Svoboda oT ae nee 
de Ole: 25-6 878 1614 0536 911 149 
Tome’ Svoboda 23.4 .793 163-2 0-587 90-7 15-4 
Olivier-Svoboda +22 +85  —1-8—0051 +04 —05 


Les differences petites qui sont comprises tout-a fait entre les limites 
des erreurs d’observation, confirment la vraisemblance de l'hypothèse 


1) Rozpravy Ceské Akademie cis. Frant. Jos., roé. XXIII., Gis. 35.: Od- 
vozeni pohyblivého radiantu Lyrid z tvaru meteorického roje. 
2) Bulletin international de l’Académie des Sciences de Bohême. XIX. 1914. 
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de la figure du courant météorique, citée plus haut. C’est interessant que 
la ressemblance de quelques elements des Aquarides et des Orionides a été 
aussi frappante à M. Olivier. En les introduisant en même temps il dit: 
“There is a courious coincidence between some of the elements of the 
Aquarids and the main Orionid stream. One can see how closely 
the inclinations agree, and also that the perihelion distances do not 
differ greatly.‘ La difference considérable des autres éléments dont il ne 
connaissait pas la cause, ne lui permettait pas de prononcer l’opinion 
de l’identite de deux courants. En comparant les éléments des Orionides 
avec ceux de l’orbite de la cométe de Halley nous comprenons aisément, 
pourquoi on ne pouvait pas constater de la ressemblance des éléments 
la connexion de ce courant météorique avec la cométe de Halley. 

Pour prouver à fond l’hypothése de la figure du courant météorique 
je l’ai appliqué au courant météorique connu des Lyrides et j’ai déduit 
_le même mouvement du point radiant, que M. Denning!) a deduit à la 

suite des observations. 

Le courant des Lyrides dont le point radiant est actif vers le 21 avril, 
est en connexion avec la comète 1861 I?) Oppolzer a calculé ces éléments 
de son orbite?: 

T = 1861 juin 3:39641 
021512262197 
& = 29 55 42 1861-0 
== TN ci 

log q = 9°9641181 
e = 0-98346314 
U = 415-430 ans. 

Pour notre calcul ces éléments ont été arrondis et transformés 
à l’écliptique et l’équinoxe 1910.0: 


o = 213! Al 
2= 30 37 \1910:0 


1 — 79 46 
g= 0-92070 
e— 0°98346. 


Au moyen de la construction nous trouvons que l’orbite de la cométe 
se rapproche le plus de celle de la Terre au voisinage du noeud descendant. 
En faisant tourner l’orbite de la cométe autour de la ligne d’apside, 
elle perce celle de la Terre, et comme le calcul suivant demontrera, elle 


. 3) The Observatory, Vol. XXXVIII, April 1914, Nr. 473, p. 179. 
2) Astr. Nachr. LXVIII, 381; LXIX, 33. 
3) Dr. J. G. Galle: Verzeichnis der Elemente der bisher berechneten Cometen- 
bahnen usw., p. 90, 243, Leipzig, 1894. 
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court le long d’elle (voir la fig.) en coupant le plan de l’écliptique aux 
points trés proches de l’orbite de la Terre. Si la figure du courant des 
Lyrides était la méme que nous avons trouvé dans le cas du courant de la 
comète de Halley, la Terre traverserait le courant — l’ellipse ponctuée 
dans la fig. signifie la section du courant avec le plan de l’ecliptique — 
et parce que les éléments des orbites des météores rencontrant successive- 
ment la Terre varient trés vite, nous obtiendrons au moyen du calcul un 
point radiant, qui passe bien plus vite dans le firmament, qu’il ne résulte 
d’un changement de l’apex dans la supposition, que les orbites des météores 
courent parallélement avec celles de la cométe. 


J'ai calculé ainsi: J'ai choisi une série de points sur l’orbite de la 
Terre au voisinage du noeud (descendant dans notre cas), les positions 
de la Terre par intervalles de deux jours. J’ai fait la supposition, que les 
orbites de météores sont congruentes avec celle de la cométe et qu’elles ont 
avec elle le périhélie et l’aphélie commun; j’ai tracé les plans de ces orbites 
à travers le centre du Soleil, de la Terre et Je périhélie de la comète. J’ai 
déduit les formules pour le calcul des éléments des orbites des météores: 


cosn sin N = cos @ 

cos n cos N = sin & cost 

sin n = sin @ Sin? 
sin w’ sini’ = sinn 
sin @ cos 1’ = — cos n sin (2’ — 2 — N) 
cos a’ = cos n cos (8’ — Q — N), 


où 2, &, 7 sont les éléments de l’orbite de la comète et 8’, w’, 7’ ceux de 
l'orbite d’un météore rencontrant la Terre. La longitude du noeud ascen- 
dant est donné au moyen de la longitude du Soleil © , que nous trouvons 
dans les éphémérides pour la date respective. Nous avons dans le cas, 
ou la Terre rencontre le courant au noeud 
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ascendant descendant 
& = 1800 + © 2 =O. 


Pour la direction des météores rencontrant la Terre j’ai pris celle 
de la tangente au point, où l’orbite d’un météore perce le plan de l’écliptique, 
la circonstance, qui n’est aucunement en prejudice de exactitude du 
calcul, ces points étant, comme un calcul numérique le démontrera, trés 
proches de la Terre; la différence des rayons vecteurs 7, — 7, indique 
leur distance de la Terre. Nous trouvons le rayon vecteur de La Terre 7; 
pour la date respective dans les éphémérides et la formule 


aie) 
2 1+ ecos@ 


2 


nous donne le rayon vecteur sur le plan de l’écliptique, où g est Ja distance 
du périhélie de la comète du Soleil, e l’excentricité numérique de son orbite 
et p l’anomalie vraie du point d/intersection de l’orbite d’un météore 
avec le plan de l’écliptique. La dernière est donnée au moyen de Ja di- 
stance du périhélie au noeud w', il est dans le cas, où la Terre rencontre 
le courant au noeud 


ascendant descendant 
p = 360° — w’ 9 = 180°— a’. 


Le calcul du point radiant vrai et apparent est fait au moyen des 
formules citées dans mon travail précédent ‚De la figure etc.‘ 1) 


Calcul numérique. 


Avril NÉ OE 21. 23. 25. 27. 
©?) = 26034 280 31’ 300 28’ 320 25’ 340 22° 36° 18’ 


La Terre rencontre le courant au noeud descendant, il est donc 
2Q’=O. 
i == Ua ay 760 41’ 79° 33/ 


8 28’ 880 27’ 
co” = 214021” 2138952’ 213928" 21: 5 


57 212051’ 


Ve ETAT no AUS MSN er 
Tr = WAG) 1:0052 1:0032 1:0016 1:0005 1-0000 
1°) = 1-0041 1:0046 10052 1:0057 1:0062 1:0068 
Ym— 1; = 00038 0.0006 — 0:0020 — 0:0041 —0-0057 — 0-0068 


Parce que le nombre des météores diminue avec la distance de 
Yorbite de la comète, nous avons dû avoir le maximum des météores au 


LIER: 
*) Berliner Jahrbuch 1910. 
8) Berliner Jahrbuch 1910. 
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temps ot leurs orbites sont le plus pres de celle de la cométe; nous 
trouverons en comparant les éléments calculés des météores avec ceux 
de la cométe que c’est le 21 avril. Ce résultat est en accord parfait avec 


les observations. 


o= 1620407 162° 55’ LOMME GSO ie 30231 


Les coordonées de l’apex 


2990597 2970352 299347 7301317 73039297 


L= 
TE MO 257 10T MOG MOITIÉ 
23109079162 72710201232 99° 45’ 9621577 940 6’ 


Le rapport des vitesses 


I 


La déviation de la direction réelle 


1-4107 1-4111 14114 1:4118 1-4122 


=, ZI 399 15’ 380 26” 370 34 360397 


Les coordonnées éclipticales du radiant apparent sont 


1102620803 2660 56° 271° 26° 2700 39° 2790 34’ 

BE BE aI) 580 24’ Doz 59031? 3° 57° 
et les coordonnées équatoriales du radiant apparent 

a= 265° 5’ 268° 2” 270° 56’ 273° 47’ 2760 32° 

05362208 34° 59’ 330357 32° 10’ 0° 43’ 


163° 26’ 


305° 26’ 


106° 19’ 
91° 15’ 


1-4126 


35° 43’ 


283° 11’ 
520 18° 


2790 12° 
OUR 


C’est M. Denning?) qui a, déja en 1890, attiré l’attention sur Ja vite 
motion du point radiant des Lyrides: “The Lyrids of April exhibit a radiant 
which quickly changes its place during the few nights of its operation,“ 
Enfin cette année il a déduit?) des observations l’éphéméride du radiant 
s’accordant trés bien avec les résultats, que j’ai obtenus plus haut en 
partant de la supposition de la figure du courant. Pour comparer je mets 


mes résultats à côté de ceux de M. Denning: 


Denning Svoboda 
ce 0) a 0 
0 0 0 0 
NV ELDER vic 263-5 + 33 
OR: 264-75 + 33 
LEE a 266-0 .+ 33 265-1 36-3 
oe ee 267-25 + 33 


1) Monthly Notices, Vol. L, p. 415, 1890. 


2) The Observatory, Vol. XXXVII, April, 1914, Nr. 473, 


Den.-Sv. 
Io A À 
0 0 
+ 0:9 —3-3 
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Denning Svoboda Den.-Sv. 

a Ô & 0) A à A Ô 

0 0 0 0 0 0 
Qs see 268-5 + 33 268-0 35-0 + 0-5 — 2:0 
Dee ore 269-75 + 33 
Dil sree tee 271.0 + 33 270-9 33:6 + 0-1 — 0-6 
OR 272-25 + 33 
DA te eme 2735 + 33 273°8 32-2 — 0:3 + 0-8 
DE erstelle 274-75 + 33 
DD eee 2160 + 33 276-5 30-7 — 0-5 + 2:3 
DO cree 277-25 + 33 
Zille ser scene 278-5 + 33 279-2 29-3 —0-7 + 2-7 


Nous pouvons expliquer la déclination constante dans l’éphéméride 
de M. Denning par suite d’un fait, que M. Denning ne déduit pas le radiant 
des observations faites dans une nuit, mais de celles faites pendant l’inter- 
valle de plusieurs nuits. C’est pourquoi il n’apparaît que les grandes var- 
ations des coordonnées, tandis que les petites, comme il en est dans notre 
cas des déclinations, disparaissent. En tenant compte du fait que les deux 
premières et les trois dernières positions de l’éphéméride de M. Denning 
sont déduites par interpolation des intermédiaires et qu’on ne peut deter- 
miner les positions des extrêmes radiants avec la même exactitude que 
celles des radiants à l’époque du maximum, nous avons dû admettre, que 
la concordance à laquelle nous sommes parvenus, soit un nouvel argument 
pour la vraisemblance de notre hypothèse de la figure du courant météorique. 

En s’efforgant à prouver la même chose au cas des Perséides, je 
suis parvenu à une découverte intéressante, que le radiant variable de 
M. Denning!) est une conséquence de la combination de deux courants 
indépendants, dont l’un est en connexion avec la comète 1862 III, l’autre 
avec la comète 1870 I. C’est une chose de laquelle je traiterai dans uff 
travail suivant. 


1) Memoirs of the Royal Astronomical Society, Vol. LIII, p. 210, 1899; 
Companion to The Observatory, 1914, p. 22. 


Konstruktion der ebenen Kurven sechster Ordnung 
vom Geschlechte 0 bis 3. 


B. BYDZOVSKY. 


(Auszug aus dem Böhmischen.) 


Vorgelegt am 28. Nov. 1913 


Die ebene Kurve sechster Ordnung 4A;®, deren Geschlecht p die 
Zahl 3 nicht überschreitet, kann durch quadratische Transformationen 
nur in dem Falle in eine Kurve niedrigerer Ordnung übergeführt werden, 
wenn sie wenigstens einen dreifachen Punkt besitzt; in diesem Falle 
kann die Konstruktion einer solchen Kurve für erledigt gelten. Aber 
dieses Hilfsmittel versagt, wenn die Kurve nur Deppelpunkte besitzt, 
denn dann kann durch keine Cremona-Transformation ihre Ordnung ver- 
mindert werden. 

Die allgemeine Methode zur Konstruktion der Kurve sechster Ordnung, 
nämlich die Bestimmung von zwei die Kurve erzeugenden projektiven 
Kurvenbüscheln, stößt auf Schwierigkeiten, wenn die Anzahl der Doppel- 

unkte die Zahl 6 übersteigt, nämlich eben für $ = 3 bis 0. Um einen 
gegebenen Punkt zum Doppelpunkte einer durch projektive Büschel er- 
zeugten Kurve zu machen, wählt man bekanntlich am einfachsten diesen 
Punkt zum gemeinsamen Basispunkt beider Büschel; das ist jedoch nach 
einem Satze von Küpper!) nur solange möglich, als die Anzahl der Doppel- 
punkte — bei Kurvenbüscheln #-ter Ordnung — die Zahl 3» — 3 nicht 
überschreitet. Dies bedeutet im Falle, wo die Kurve sechster Ordnung 
mehr als sechs Doppelpunkte besitzt, daß es nicht möglich ist, alle diese 
Punkte als gemeinsame Basispunkte beider die Kurve erzeugender Kurven- 
büschel dritter Ordnung anzunehmen. Die Fälle $ =3 bis 0 sind also 
gewissermaßen Ausnahmsfälle, denn man muß den siebenten, ev. weitere 
Doppelpunkte auf andere Weise sichern, als soeben angegeben wurde. 

Hiedurch ist die Aufgabe, die ich mir in dieser Arbeit gestellt habe, 
charakterisiert. 


1) Math. Ann. 48., S. 410—416. 
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I. Die Kurve mit sieben Doppelpunkten. 


A) Hilfssatze. 


1. Man sieht leicht die Geltung des folgenden Satzes ein: Ein Punkt 
ist Doppelpunkt für eine durch projektive Büschel erzeugte Kurve, wenn er 
zur Basis eines dieser Büschel gehört und wenn der diesen Punkt enthaltenden 
Kurve des zweiten Büschels im ersten eine Kurve entspricht, welche daselbst 
einen Doppelpunkt hat. 

2. Wenn sieben gemeinsame Punkte A, ...,4, von zwei kubi- 
schen Kurven 4,3, K,? bekannt sind, so kann man auf Grund des Rest- 
satzes die Verbindungslinie der beiden übrigen Schnittpunkte As, Ag 
linear konstruieren, indem nämlich der mit der Punktgruppe 4,,..., A? 
korresiduale Punkt A® auf K,3, sowie der analoge Punkt A® auf K,? 
bestimmt wird, was auf bekannte Weise linear geschieht. Die Verbindungs- 
linie AU 48 ist die gesuchte Gerade. 

Sind auf der einen Kurve, z. B. X}?, drei Punkte B,, B,, B, gegeben, 
so wird der durch die Punkte B,, By, Bz, As, Ag bestimmte Kegelschnitt 
ebenfalls linear konstruiert: man konstruiere zuerst den Punkt B,, so 
daß die Gruppe B,,..., B, mit AU korresidual ist. Der Kegelschnitt- 
büschel (B,,..., B,) ist zu dem Strahlenbüschel (A) projektiv und 
erzeugt mit demselben die Kurve K,?. Der in dieser Projektivitat dem 
Strahle A, Ay entsprechende Kegelschnitt liefert die Lösung der Aufgabe. 

3. Eine hyperelliptische Kurve sechster Ordnung mit sieben Doppel- 
punkten A,,..., A, wird von zwei projektiven Büscheln von Kurven 
dritter Ordnung erzeugt, die sieben feste Punkte gemein haben. Das auf 
dieser Kurve bestehende lineare Punktsystem g,! besteht demnach aus 
Punktepaaren der bekannten Geiser’schen Verwandtschaft.?2) Eine solche 
Kurve ist durch ihre sieben Doppelpunkte und weitere fünf einfache 
Punkte 1, 2, 3, 4, 5 — von denen keine zwei in der Geiser’schen Verwandt- 
schaft einander angehören — eindeutig bestimmt und wird durch zwei 
Büschel von kubischen Kurven erzeugt, die durch die Punkte 4,, 1, 
resp. As, 2 bestimmt und projektiv aufeinander bezogen sind, so daß 
entsprechende Kurven beider Büschel sich in den Punkten 3, 4, 5 be- 
gegnen. 

4. Es folgt aus dem Vorgesagten: 

a) Wenn drei von den Punkten 1,..., 5 mit den Punkten A; auf 
einer kubischen Kurve liegen, so bildet diese Kurve mit der durch die 
Punkte A; und die beiden übrigen Punkte bestimmten kubischen Kurve 
die einzige durch die Punkte 4;,1,..., 5 bestimmte — im weiteren Sinne — 
hyperelliptische Kurve K,'°. 

b) Durch sieben Doppelpunkte und fünf einfache Punkte ist ein 
Kurvenbüschel sechster Ordnung bestimmt; eine einzige dieser 


2) S. R. Sturm: Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften IV. S. 96. 
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Kurvenist hyperelliptisch, den Fall ausgenommen, wo zwei 
von den gegebenen Punkten ein Punktepaar der Geiser’schen Involution 
bilden; in dem Falle sind alle Kurven des Büschels hyperelliptisch. 

5. Eine Kurve K,® mit den sieben Doppelpunkten A; ist durch 
diese und weitere sechs einfache Punkte 1,..., 6 eindeutig bestimmt. 
Soll diese Kurve weder eine — nicht zerfallende — hyperelliptische sein, 
noch in zwei durch die Punkte A, hindurchgehende kubische Kurven 
zerfallen, so weist die Gruppe dieser dreizehn Punkte gewisse Eigenschaften 
auf, durch welche ihre ‚Allgemeinheit‘ charakterisiert wird. ‘ 

a) Durch die Punkte Ay und zwei von den sechs einfachen ist eine 
einzige kubische Kurve bestimmt, denn anderenfalls wäre die Kurve hyper- 
elliptisch. 

b) Keine die Punkte A; enthaltende kubische Kurve kann vier von 
den sechs einfachen Punkten enthalten, denn sonst würde die A, in zwei 
Kurven dritter Ordnung zerfallen. 

Aus diesen beiden Sätzen folgen durch einfache Überlegungen die 
weiteren Sätze: 

c) Ein beliebig aus den sechs Punkten 1,..., 6 herausgegriffenes 
Punktequadrupel kann immer in zwei solche Punktepaare angeordnet werden, 
daß die durch die Punkte Ay und je eines von diesen Punktepaaren be- 
stimmten kubischen Kurven keinen von den übrigen Punkten enthalten. 

d) Wählt man sechs beliebige von den Punkten Ay und zwei beliebige 
von den Punkten 1,...,6, so kann man unter den übrigen vier einfachen 
Punkten immer zwei solche auffinden, welche mit den ausgewählten acht 
Punkten nicht auf einer kubischen Kurve biegen. 


B) Bestimmung weiterer Punkte der Kurve. 


6. Es seien 1, 2, 3, 4 solche vier von den sechs einfachen Punkten, 
welche den Satz d) erfüllen; wir ordnen dieselben in zwei dem Satze c) 
entsprechende Punktepaare; wir wählen die Bezeichnung in der Weise, 
daß diese Punktepaare mit 1, 2; 3, 4 bezeichnet werden. 

Durch die Punkte A,,...., Ag 1, 2 ist ein Büschel kubischer Kurven 2, 
bestimmt; auf der kubischen Kurve R, mit dem Doppelpunkte A, und 
den einfachen Punkten 4,,...., As nehme man einen beliebigen Punkt X; 
durch die Punkte A;, X ist ein zweiter Büschel kubischer Kurven 2) 
bestimmt, mit A, als gemeinschaftlichem Berührungspunkte. Man be- 
ziehe beide Büschel projektiv, so daß einander entsprechen: der Kurve Rz 
die durch den Punkt A, bestimmte Kurve des Büschels &, den durch 
die Punkte 3, 4 bestimmten Kurven des Büschels Z, die durch beziehungs- 
weise dieselben Punkte bestimmten Kurven des Büschels &,. Beide Büschel 
erzeugen eine Kurve sechster Ordnung X;, ¢, welche die Doppelpunkte 
Ay ..., Az (den letzten auf Grund des Satzes $ 1) und die einfachen 
Punkte 1, 2, 3, 4 enthält. Man überzeugt sich — indem man sich auf den 
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Satz 5a) stützt — daß diese Kurve nicht hyperellip- 
Biscch ist. 

7. Durch die Punkte 4;, 1, 2 und 4;, 3, 4 sind zwei Kurven dritter 
Ordnung K,5,,, K3?, , bestimmt; diese bilden eine hyperelliptische Kurve 
sechster Ordnung K;’, , mit den Doppelpunkten A;, welche mit der Kurve 
K;, ç einen Büschel & bestimmt. Dieser Büschel schneidet die Kurve R, 
in einer einfachen Punktreihe. Denn der neunte Schnittpunkt B, der 
Kurven R,, K,5,, liegt auch auf allen Kurven des Büschels Z, wie man 
leicht einsieht. Und zwar schneidet XK,,, die Kurve R, außerdem noch 
in dem oben eingeführten Punkte X, K;/,4 schneidet dieselbe Kurve 
außerdem noch in dem neunten Schnittpunkte Y der Kurven R,, K,', .. 

Man betrachte nun eingehend das durch’den Büschel Z auf der Kurve 
K,3, 5 erzeugte Punktsystem. Der Biischel &, schneidet diese Kurve 
außer in den festen Punkten A; noch in einer quadratischen Involution, 
deren Punktepaare auf den Strahlen des Büschels (So) liegen, wo Sy den 
zur Punktgruppe A, korresidualen Punkt bedeutet. Ebenso schneidet 
der Büschel 2, die Kurve K,5, ; außer in den festen Punkten A,,..., 46, 1 
noch in einer quadratischen Involution, die auch durch einen Strahlen- 
büschel (S7) entsteht. Beide Strahlenbüschel sind projektiv und erzeugen 
einen Kegelschnitt A,?, der die Punkte Sy, S,, und die vier Koinzidenz- 
punkte beider projektiven Involutionen enthält. Diese Koinzidenzpunkte 
‚sind die weiteren Schnittpunkte von K,?,,; mit Ks, 5. Einer dieser Punkte 
ist der Punkt 1; die weiteren drei mögen mit P,, P,, P, bezeichnet werden. 
Die Kurve K,3,, schneidet K,?, ; in einem einzigen Punkte Q,; die Kurve 
K,?, , schneidet sie in zwei weiteren Punkten Q,, Q,; die Punkte Q,, Qs, Qs 
sind die weiteren Schnittpunkte von K,5,, mit der Kurve Ky,,. Man 
konstruiere — nach § 2 — den Kegelschnitt KZ, der durch die Punkte 
SEES 10110710 bestimmt ist, Davdie (Gruppen th 2, Po OF, Os, (On 
korresidual sind, so enthält X,? auch den Punkt 1 und schneidet Kj? nur 
noch in einem außerhalb der Kurve X,3, ; liegenden Punkte. Der durch K,? 
und X bestimmte Kegelschnittbüschel schneidet dann K,?, 5 in derselben 
kubischen Involution wie der Büschel &, und ist überdies durch denselben 
auf die Reihe X, Y,... projektiv bezogen. Diese Projektivität kann 
konstruiert werden. Ist nämlich Z der neunte Schnittpunkt von K,3, 5 
und À, so entspricht dem Punkte Z der durch eben diesen Punkt be- 
stimmte Kegelschnitt des Büschels. Wir kennen also drei Punkte X, Y, Z 
der Reihe und die ihnen entsprechenden Kegelschnitte. 

8. Der Büschel Z enthält eine den Punkt 5 enthaltende Kurve K.. 
Priest Kumvenmstyedenftalls nicht hyperelliptisch, 
denn der Büschel enthält nur eine solche Kurve (s. Satz 4b), nämlich 
Ky,e«, welche den Punkt 5 nicht enthält. Diese Kurve schneidet R, außer 
in den Punkten A; noch in zwei Punkten; einer davon ist B,. Der zweite 
B, wird auf Grund der soeben abgeleiteten Projektivität konstruiert; 
denn B, ist derjenige Punkt der Reihe X, Y, Z,..., welcher dem durch 
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5 bestimmten Kegelschnitte des Büschels entspricht. Es sei ausdrücklich 
hervorgehoben, daß alle mit der Auffindung der beiden Punkte B,, B, ver- 
bundenen Konstruktionen linear sind. 

Die soeben durchgeführte Konstruktion setzt voraus, daß keine 
zwei von den Punkten X, Y, Z zusammenfallen. Eine nähere Betrachtung — 
die ich der Kürze halber weglasse — zeigt, daß man diese ungünstige 
Eventualität immer vermeiden kann. 

9. Die Punkte A;; 1, 2, 3, 4, 5 bestimmen eine einzige hyperelliptische 
Kurve, die ich mit Kg’ bezeichne. Diese Kurve schneidet R, außer in den 
Punkten A; noch in zwei Punkten B,’, B,’; es sind dies Koinzidenzpunkte 
der beiden projektiven Reihen, welche auf R, durch die beiden die Kurve K,’ 
erzeugenden Kurvenbüschel (s. $ 3) erzeugt werden. Der Büschel 2” 
von Kurven &,°, die durch die Punkte A; ; 1,..., 5 hindurchgehen, ist 
durch die Kurven Ag, Ag bestimmt; er schneidet À, in einer Involu- 
tion 1,®®, die durch die Punktepaare B,, B,; B,’, B,' bestimmt ist. Diejenige 
Kurve dieses Büschels, welche den Punkt 6 enthält, schneidet die R, 
in einem Punktepaare dieser Involution, das ich mit B,”, B,® bezeichne. 
Würden die Paare B,, B,; B,’, B,’ zusammenfallen, so würde mit ihnen 
auch das letztgenannte Paar zusammenfallen und somit wäre es gefunden. 
Geschieht dies jedoch nicht — was wol der allgemeine Fall ist — dann 
wiederhole man die vorhergehende Konstruktion unter Vertauschung der 
Punkte 5 und 6. Man erhält dann einen Büschel von Kurven K,8, welche 
die Punkte A; ; 1, 2, 3, 4, 6 enthalten, und eine Involution 2,9 auf Rz 
bestimmen, welche auch das Punktepaar B,”, B,) enthält. Dieses Paar 
wird also als das gemeinsame Punktepaar beider Involutionen :,® und 
$, bestimmt. 

Hiemit sind die außerhalb der Punkte A, liegenden Schnittpunkte 
der Kurve K$, die A,,..., Az als doppelte, 1,..., 6 als einfache Punkte 
besitzt, mit der Kurve R, gewonnen. 

10. Auf gleiche Weise werden die Schnittpunkte derselben Kurve 
mit der kubischen Kurve R, konstruiert, wo R, durch die Punkte A; be- 
stimmt ist, indem sie den Doppelpunkt A, besitzt; ich bezeichne diese Schnitt- 
punkte mit B,®, B®. 

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, daß bei der Konstruktion 
des Punktepaares B,N, B,® stillschweigend vorausgesetzt wird, daß beide 
Involutionen 2,®, :,® verschieden sind. Diese Voraussetzung trifft zu, 
wie nicht näher ausgeführt werden soll. 


C) Konstruktion der Kurve. 


11. Dieser Konstruktion werde die folgende Bemerkung voraus- 
geschickt: durch die Punkte 4,,..., Az, B,”, B,®, 1 ist eine einzige 
kubische Kurve KW bestimmt. Auf dieser Kurve können höchstens drei 
von den fünf gegebenen Punkten 2, 3, 4, 5, 6 liegen. Würden nämlich 
uovier adv auf dieser Kurve liegen, so zerfiele die K,§ in zwei kubische 
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Kurven, von denen KW die eine wäre. Es liegen also wenigstens zwei dieser 
Punkte außerhalb K@®; wir nehmen an, einer von ihnen sei der Punkt 2. 


12. Man führe nun folgende Konstruktion durch: die Punkte A,, 
A» Az, Ay, As, Ag, B,™, By") bestimmen einen Büschel von kubischen 
Kurven; zu diesem Büschel gehört auch die Kurve R.. Desgleichen enthält 
der durch die Punkte A,, A,, Ay, As, Ag, Az, Bi”, BX bestimmte Kurven- 
büschel die Kurve R,. Wir beziehen beide Büschel aufeinander projektiv 
auf solche Weise, daß sich entsprechen: die Kurven R,, R;, und die je durch 
den Punkt 1 und 2 bestimmten Kurven. Die auf diese Weise projektiv 
bezogenen Büschel erzeugen eine Kurve sechster Ordnung, die — nach 
dem Früheren — alle Punkte À; als Doppelpunkte besitzen wird und 
außerdem die einfachen Punkte 1, 2, B,®, BLY, Bi, BL enthält. Nun 
läßt es sich beweisen, daß durch diese Doppel- und einfachen Punkte eine 
einzige Kurve sechster Ordnung bestimmt ist. Denn wäre dies nicht der Fall, 
so würden sie (mindestens) einen Büschel bestimmen und jede Kurve 
des Büschels wäre durch (mindestens) einen weiteren Punkt bestimmt. 
Man nehme einen beliebigen Punkt auf R,; die durch diesen Punkt be- 
stimmte Kurve des Büschels hätte mit R, neunzehn Punkte gemein und 
würde also aus R, und einer weiteren kubischen Kurve bestehen. Nun 
sieht man leicht ein, daß keiner von den Punkten 1, 2, B,”, B," auf R, 


liegen kann, da sonst die durch die Punkte A,; 1, ..., 6 bestimmte K,$ 
zerfallen würde. Es müßten also die Punkte 1, 2, B,, B,® samt den 
Punkten A,, ...., A, auf einer Kurve dritter Ordnung liegen; das ist 


jedoch gemäß der obigen Bemerkung über die Kurve AU unmöglich. 

Da also durch die Punkte A, ; 1, 2, B,®, B®, Bm, B,M eine einzige 
K,® bestimmt ist und diese Punkte auf der einzigen durch die Punkte 44; 
1, ..., 6 bestimmten Kurve liegen, so ist im Vorhergehenden die Aufgabe 
gelöst, die durch sieben Doppelpunkte und sechs einfache Punkte bestimmte 
Kurve sechster Ordnung zu konstrwieren. 

13. Es sei nur hingewiesen auf die Möglichkeit die obigen Betrach- 
tungen für die Fälle zu spezialisieren, wo zwei von den Punkten 1, ..., 6 
miteinander, oder einer von diesen Punkten mit einem Punkte 4, zu- 
sammenfiele. 


II. Die Kurve mit acht Doppelpunkten. 


A) Hilfssätze. 


14. Acht Punkte A,, ..., As bestimmen einen Büschel kubischer 
Kurven; ich bezeichne mit 5, den neunten gemeinsamen Schnittpunkt 
dieser Kurven. Der Ort der Tangentialpunkte des Punktes By auf den Kurven 
dieses Büschels ist eine rationale Kurve vierter Ordnung R#, welche den drei- 
fachen Punkt By besitzt.) Diese Kurve geht einfach durch die Punkte 44. 


3) S. K. Rohn: ‚Die Maximalzahl und Anordnung etc.‘ Math. Ann, 73. S. 183. 
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Die Kurve K* ist durch die Punkte A,; By bestimmt und kann entweder 
direkt konstruiert werden, oder besser nach Überführung in einen Kegel- 
schnitt, was am bequemsten durch zwei aufeinander folgende quadratische 
Transformationen geschieht. 

15. Wird die Punktreihe auf einer rationalen Kurve vierter Ordnung R4 
projektiv einer geraden Punktreihe p zugeordnet, so umhüllen die Ver- 
bindungslinien der entsprechenden Punkte eine Kurve fünfter 
Klasse, welche die vierfache Tangente p besitzt. Man überzeugt sich 
leicht, daß die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß diese 
Kurve in eine Kurve dritter Klasse übergehe, darin bestehen, daß zwei von den 
vier Schnittpunkten von p mit R* in der obigen Projektivität je sich selbst ent- 
sprechen. Die durch die Projektivität in diesem Falle entstehende Kurve 
dritter Klasse hat p zu einer Doppeltangente. 

16. Man wähle auf einer Kurve vierter Ordnung R* mit dem drei- 
fachen Punkte M drei Punkte A, B,, B,; außerdem zwei Punkte C,, C,, 
die der Kurve nicht angehören und deren Verbindungslinie den Punkt A 


enthält. Die Punkte M, A, B,, C, bestimmen den Kegelschnittbüschel [Sj], - 


die Punkte M, A, B,, C, den Kegelschnittbiischel [S,]. Beide Büschel 
erzeugen auf R* kubische Involutionen. Durch einen Punkt der: Kurve 
geht je ein Kegelschnitt dieser Büschel; beide Kegelschnitte schneiden 
einander noch in einem Punkte, der im Allgemeinen auf R* nicht liegt. 
Wir wollen diejenigen Kegelschnittpaare von dieser Art bestimmen, deren 
beide Schnittpunkte (außer M, A) auf R* liegen. M. a. W.: diejenigen Punkte- 
tripel beider Involutionen bestimmen, die zwei Elemente gemein haben. 
Diese Aufgabe besitzt vier Lösungen; drei davon sind jedoch in unserem 
Falle im voraus bekannt. Denn der durch den Punkt C, bestimmte Kegel- 
schnitt des Büschels [S,] zerfällt in die Geraden AC, (=AC,) und MB,; 
der denselben Punkt enthaltende Kegelschnitt des Büschels [S,] zerfällt 
in die Geraden AC,(=AC,) und MB,. Beide schneiden also R, in dem- 
selben Punktetripel, welches für drei Punktepaare gilt und also drei Lö- 
sungen der obigen Aufgabe liefert. Es bleibt also nur noch ein Paar wirk- 
licher Kegelschnitte übrig, die sich in zwei Punkten der R®* schneiden. 
Um es zu konstruieren, wenden wir auf die Kurve R? eine involutorische 
quadratische Transformation 7, mit den Hauptpunkten M, B,, B, an, 
durch welche diese Kurve in eine kubische Kurve R® mit dem Doppel- 
punkte M übergeht, welche die Punkte B,, B, nicht enthält. Hiedurch 
geht [S,] in den Kegelschnittbüschel [S,/] durch die Punkte M, A’, By, Cy’ 
über; [S,] in den Kegelschnittbüschel [S,’] durch die Punkte M, A’, B,, C,’ 
(A’ ist der transformierte Punkt A, usw.). Der Strahl AC, = 4 C, geht 
in einen beiden Büscheln gemeinsamen Kegelschnitt über. Wir führen 
dann eine ähnliche Transformation 7, mit den Hauptpunkten M, 4’, D 
durch, wo D irgend einen Punkt auf R3 bedeutet. Hiedurch wird R? in 
einen den Punkt M enthaltenden Kegelschnitt R? transformiert; die 
Büschel [S,’], [S,’] gehen über in Kegelschnittbüschel [S,’’], [S,”], die 
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resp. durch die Punkte M, A’, B,”, C,”; M, A’, By”, C,’’ bestimmt sind. 
Diese Büschel haben einen Kegelschnitt X? gemein. Der zweite Büschel 
schneidet irgend einen Kegelschnitt des ersten Büschels in einer Involution, 
deren Mittelpunkt O auf der Verbindungslinie By” CY’ liegt. Da jedoch K? 
den Kegelschnitt des ersten Büschels in dem Punktepaare B,”, C,” 
schneidet, so liegt O auch auf B,’’ C,”, womit dieser Punkt bestimmt ist. 
Aus dieser Konstruktion erhellt sofort, daß die Lage des Punktes O von 
der Wahl des Kegelschnittes des ersten Büschels unabhängig ist, woraus 
ost daßedtresern Punkt auf jeder sekante liegt die 
Bee endeeimemıKesielschnitte des ersten —Buschels 
Mie ccmMdmeimem Kec elschmittie des zwentenete 
meinsam ist. 

Nun wollen wir in [S,’’] denjenigen Kegelschnitt bestimmen, der R? 
in zwei Punkten schneidet, deren Verbindungslinie den Punkt O enthält. 
Man projiziere aus M den Punkt C,” auf À? in den Punkt E, diesen aus O 
auf À? in den Punkt F und diesen aus 3,” auf À? in den Punkt G,”; der 
Kegelschnittbüschel mit der Basis M, B;’, C,’, G,’’ schneidet À? in einer 
Involution, deren Mittelpunkt der oben gefundene Punkt O ist. Dieser 
Büschel und der Büschel [S,’"] enthalten beide den durch M, B,’’, Cy”, 
G,”’, A’ bestimmten Kegelschnitt; umgekehrt also schneidet der durch 
den Punkt G,” bestimmte Kegelschnitt des Büschels [S,”’] den Kegel- 
schnitt R? außer in M noch in drei weiteren Punkten, von denen zwei, 
D,’, D,'’ auf einem O enthaltenden Strahle liegen. Der durch den Punkt D,” 
bestimmte Kegelschnitt des Büschels [S,’”] schneidet R? auch im Punkte D,”, 
wie aus der Konstruktion des Punktes O hervorgeht. Wenn man also die 
zum Punkte G,” für den Büschel [S,”] führende Konstruktion für den 
Büschel [S,’’] wiederholt, so erhält man einen Punkt G,”, welcher den- 
jenigen Kegelschnitt des Büschels [S,’’] bestimmt, welcher den oben ge- 
fundenen Kegelschnitt des Büschels [S,’’] in zwei auf À? liegenden Punkten 
schneidet. 

Geht man nun rückwärts von der Kurve À? zur Kurve R? über, 
so gehen die Punkte G,”, G,’’ in zwei auf À liegende Punkte G,, G, über; 
der durch G, bestimmte Kegelschnitt des Büschels [S,] und der durch G, 
bestimmte Kegelschnitt des Büschels [S,] schneiden einander in zwei 
auf R* liegenden Punkten D,, D,, womit die oben vorgelegte Aufgabe 
linear gelöst ist. Die Konstruktion der Punkte D,, D, ist natürlich qua- 
dratisch, diejenige ihrer Verbindungslinie linear. 

17. Die Kurve K,$ mit acht Doppelpunkten A,, ..., Ag ist hyper- 
elliptisch; irgend ein Punktepaar des zugehörigen linearen Systems g,} 
sei mit X, X’ bezeichnet. Bekannterweise4) enthält eine jede X,‘ mit den- 
selben Doppelpunkten, auf welcher einer von den beiden Punkten liegt, 
auch den anderen. Ich willnun eine Konstruktion des zu 


4) E. Bertini: „La geometria delle serie etc.‘ Ann. di mat. (2) 22. 
Bulletin international. XIX. 2] 
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einem beliebigen Punkte X zugehörigen Punktes 
X angeben. Die Punkte A,, X bestimmen eine einzige kubische 
Kurve K3, wenn der Punkt X nicht mit dem Punkte By zusammenfällt, 
was wir im Weiterem immer annehmen wollen, angesichts der Tatsache, 
daß keine nicht zerfallende X,$ mit den Doppelpunkten 4, den Punkt 
By enthalten kann) 

Die Kurve A,$® schneidet X? außer den Punkten A;, X noch in einem 
weiterem Punkte, der auch auf allen anderen den Punkt X enthaltenden 
Kurven K,5 mit den Doppelpunkten A; liegt; es ist dies also der Punkt X’. 


Werden mit a, &, &’, By die elliptischen Parameter der Punkte 4;, X, X’, By 


auf K® bezeichnet, so gelten die zwei Kongruenzen 


DQ tuto ep ee 
ee ower Chae N) 


Se 


Das bedeutet: Auf der durch die Punkte A;, X bestimmten K3 kon- 
struiere man die Tangente im Punkte By; ihren Schnittpunkt mit der Kurve 
verbinde man mit dem Punkte X, der dritte Schnittpunkt dieser Verbindungs- 
linie mit der Kurve ist der Punkt X. 

18. Das System g,! wird auf K,® durch den Büschel [4;] kubischer 
Kurven, dessen Basis die Punkte A,, By bilden, ausgeschnitten. Die 
Verbindungslinie beider Punkte eines Paares dieses Systems schneidet 
die zugehörige Kurve des Büschels in einem Punkte der im $ 14 ange- 
gebenen Kurve R*. Alle diese Verbindungslinien hüllen eine rationale Kurve 
dritter Klasse R™ ein;) der Tangentenbüschel dieser Kurve ist mit dem 
Biischel [A;] projektiv. Die Doppeltangente der Kurve RX! werde mit d 
bezeichnet. Dann bieten sich hier im ganzen fünf miteinander projektiv 
verbundene Gebilde: der Büschel-[A,], der Tangentenbüschel im Punkte Bg, 
die Punktreihe auf R*, der Tangentenbüschel auf der Kurve RT, die 
durch diese Tangenten auf d erzeugte Punktreihe. Und zwar erzeugt [A4] 
mit dem Büschel (By) die Kurve R!, mit dem Tangentenbüschel der RI 
die Kurven R* und &,°; der Biischel (By) mit diesem Tangentenbüschel 
die Kurve R*; die Punktreihe auf R* mit der Punktreihe auf d die Tangenten 
der Kurve RIT, Daraus folgt jedoch —s. $ 15 —, daß zwei von den Schnitt- 
punkten der Geraden d mit R* je sich selbst in der soeben angeführten 
Projektivität entsprechen. 

19. Die Kurve X, ist durch ihre Doppelpunkte A; und drei ein- 
fache Punkte X, Y, Z bestimmt. Natürlich dürfen keine zwei von diesen 
Punkten ein Punktepaar des Systems g,! bilden. Außerdem wollen wir 
annehmen, daß die Punkte A,, X, Y, Z nicht auf zwei kubischen Kurven, 


aus denen folgt 


5) S. meine Arbeit: ,,.Dvojnasobné body kfivek Sestého stupn&‘ (,,Rozpravy 
Ces. Akademie“ Jhrg. XXI. Nr. 42), S. 3. 
*) S. Bertini, in der angeführten Abh. 
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denen die Punkte A, gemeinsam angehören, liegen ; durch diese Annahme 
ist das Zerfallen der X, in zwei kubische Kurven ausgeschlossen ; auch 
ist dadurch gesichert, daß unter den Punkten X, Y, Z der Punkt By 
nicht vorkommt. Aus den drei Punkten X, Y, Z folgen weitere drei Punkte 
X’, Y’, Z’ der Kurve nach dem Verfahren des § 17; wir kennen also drei 
Tangenten der Kurve RZ, nämlich x=X X, Bay 22070 
Durch diese drei Tangenten ist RX’ bestimmt (mit Rücksicht auf die 
übrigen Bedingungen). Auf diese Tatsache stützt sich die Konstruktion 
der Kurve K.f. 
B) Konstruktion der Punkte. 


20. Es handelt sich hauptsächlich um die Konstruktion der Doppel- 
tangente d. Die Strahlen x, y, z schneiden die zugehörigen Kurven des 
Büschels [43 zum drittenmale in drei Punkten X,, Y,, Z,, welche auf 
der Kurve AR? liegen. Die Schnittpunkte derselben drei Strahlen mit d 
sollen mit X,, Y,, Z, bezeichnet werden. Essollnun der Strahld 
so bestimmt werden, daß in der Projektivität zwi 
Somenden Pumktrerhe kt und der Punktreihe 7, in 
Meme den Bunkten’ xX, X, 2 die!_Punkte X, Y, Z, 
entsprechen, zwei von den Schnittpunkten von d 
mit Rtje sich selbst entsprechen. (§ 18.) Wir wollen diese 
zwei Schnittpunkte mit D,, D, bezeichnen. Es soll also die Projektivität 
gelten — da die Punktreihe auf d mit dem Tangentenbiischel (By) pro- 
jektiv ist — 

(Ds, Dz, X, Yo, Zs) 7 By (D,, Dy X, Yı, Zi). 

Man bezeichne: 


= (, 2); Y: 


I 
> 

= 

— 
» 
> 
= 


Dann gilt auch 


X (Dy, Ds Ye Z) 7 By (Dy, Dz, Yi, Zi) 
oder = 
X (D,, Dz, Yy, Zi) 7 By (Dy, Dz, Yu Zi). 
Hieraus folgt, daß die Punkte Bg, BE Ven 27 DD aufseinem 
Kegelschnitte K,, liegen. Ebenso wird bewiesen, daß die Punkte | 


Bg, We x 74, D,, D, 


auf einem Kegelschnitte K,, und die Punkte 


BA DD: 
auf einem Kegelschnitte K,, liegen. 

Um nur von den beiden ersten Kegelschnitten zu reden: wir kennen 
je vier Punkte von einem jeden; zwei derselben sind für beide Kegel- 
schnitte dieselben; außerdem sollen sich die beiden Kegelschnitte in zwei 

21* 
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Punkten der Kurve R* schneiden. Nun überzeugt man sich leicht, daß 
hier die im $ 16 gelöste Aufgabe vorliegt. Wir können also auf R% linear 
zwei Punkte G,, G, konstruieren, deren erster K,,, zweiter K,, be- 
stimmt. Die beiden Kegelschnitien gemeinsame Sekante (welche weder By 
noch Z, enthält) ist die gesuchte Gerade d, die Doppeltangente der Kurve RT; 
und zwar wird sie linear konstruiert. 

Wenn nun d gefunden ist, so konstruiere man die Projektivität 


Ba Bea A 


Auf irgend einer Kurve des Büschels [A,] bestimme man den zum 
Punkte By zugehörigen Tangentialpunkt 7,; auf d konstruiere man den 
Punkt 7,, der in der soeben gefundenen Projektivitat dem Punkte 7, 
entspricht. Die Verbindungslinie T,T, ist eine Tangente der Kurve RM 
und ihre weitere zwei Schnittpunkte mit der Kurve des Büschels sind 
zwei Punkte der gesuchten Kurve K,°. Auf solche Weise ist eine quadratische 
Konstruktion weiterer Punkte dieser Kurve gewonnen. 

Gleichzeitig kann man eine genügende Anzahl von Tangenten der 
Kurve R!/H finden, so daß die weitere Konstruktion dieser Kurve un- 
abhängig von dem Büschel [A;] geschehen kann. 

21. Die soeben durchgeführte Konstruktion setzt voraus, daß x, y, 2 
nicht in einem Punkte zusammenlaufen. Sollte dies der Fall sein — und 
er kann natürlich eintreten —, so erleidet die Konstruktion eine leicht 
anzugebende Vereinfachung, auf welche hiemit nur hingewiesen werden soll. 


C) Konstruktion von Tangenten. 

22. Derjenigen Kurve des Büschels [Aj], welche die X,f in einem 
Doppelpunkte berührt, entspricht die diesen Punkt enthaltende Tangente 
der Kurve RT, Nun kann man aus jedem Punkte A, drei Tangenten 
an die Kurve R’” legen. Eine davon wird linear konstruiert, nämlich 
diejenige, welche der durch die Tangente By A, bestimmten Kurve des 
Büschels [4;] entspricht. Die beiden übrigen werden dann quadratisch 
konstruiert; die ihnen entsprechenden Kurven des Büschels [Aj] be- 
rühren die K,® im Punkte A,. Hiemit sind die Tangenten im Doppel- 
punkte bestimmt. 

Aus dieser Konstruktion folgt die folgende Eigenschaft der Tangenten 
in den Doppelpunkten einer K,*: Eine jede kubische Kurve, die durch die 
Doppelpunkte und eine Tangente in irgend einem dieser Punkte bestimmt ist, 
schneidet K,® noch in einem einfachen Punkte, dessen Verbindungslinie 
mit dem gewählten Doppelpunkte immer dieselbe Kurve dritter Klasse be- 
rührt. Diese Kurve ist durch drei Tangenten in den Doppelpunkten bestimmt. 

23. Die im $ 20 angegebene Konstruktion versagt in dem Falle, 
wo zwei von den drei Punkten X, Y, Z zusammenfallen. 

Um auch diesen Fall zu erörtern, nehme man also an, daß die K$ 
durch die Doppelpunkte A;, zwei einfache Punkte X, Y und die Tan- 
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gente x im ersten derselben bestimmt ist. Die kubische Kurve K,3, welche 
durch die Punkte A,,..., A,, X und die Tangente x bestimmt ist, schneidet 
die gesuchte K,® noch in zwei Punkten M, N. Es sei O der neunte zu 
A, ..., Az, X konjugierte Punkt. Bezeichnet man die Parameter der 
Punkte auf K,’ mit den entsprechenden griechischen Buchstaben, so 
gelten die zwei Kongruenzen 


2(@,+...+a@) +2é+4u+v=0 


aus denen folgt | 
UE y —= 20), 

RS Tee bind slimmen dermbedienwentienen 
cchambipunkte der Kurven Ke und X: enthält den 
Tangentialpunkt T des Punktes O. Diese Eigenschaft 
besitzt Kg° natürlich gegenüber allen A,°, welche die Punkte As, X und 
die Tangente x besitzen. Wenn man also auf Kg? irgend einen Punkt Z 
wählt, und den dritten Schnittpunkt Z der Kurve mit TZ ermittelt, 
so hat die durch die Punkte 4, : X, Z, Z bestimmte K,° im Punkte X 
auch die Tangente x. Wenn wir auf Kg? zwei weitere Punkte U, V wählen, 
so bestimmen die Gruppen A, ; X, U, U, und As; X, V, V zwei weitere Kee 
die mit der vorhergehenden in demselben Biischel & liegt. Dieser Büschel 
schneidet ,? in einer Involution, deren Punktepaare auch auf den Strahlen 
des Büschels (7) liegen, und zu welcher die Paare Z, VAS U, Ü: V, V 
angehören. 

Auf der durch die Punkte A;, Y bestimmten kubischen Kurve K,® 
sei 7, der Tangentialpunkt des Punktes By; alle Kurven des Büschels Z 
schneiden diese Kurve in einer Involution, welche auch der Strahlen- 
büschel (7,) auf der Kurve erzeugt ($ 17). Beide Involutionen sind auf- 
einander durch die Kurven des Büschels Z projektiv bezogen. Es sind 
also die Büschel (7), (T,) projektiv und wir sind imstande diese Projekti- 
vität zu konstruieren. Denn z. B. der Verbindungslinie ZZ entspricht 
in (7,) die Verbindungslinie der Schnittpunkte von K,® mit der durch 
die Punkte A,, X, Z, Z bestimmten K,°; diese Verbindungslinie kann 
auf Grund des $ 20 konstruiert werden, da K,y* zum Biischel [Asl gehört, 
In der bekannten Projektivität konstruiere man denjenigen Strahl des 
Büschels (7), der dem Strahle MY entspricht; sind X,, X, die Schnitt- 
punkte des so konstruierten Strahles mit K,?, so enthält die durch die 
Punkte X,, X, bestimmte Kurve des Büschels 2 auch den Punkt Y. 
Durch die Punkte 4,; X, X,, X, ist also eine Kurve K,$ mit den Doppel- 
punkten A, bestimmt, welche die Punkte X, Y enthält und im Punkte X 
die Tangente x besitzt. Hiemit ist die oben ausgesprochene Aufgabe auf 
die Konstruktion des $ 20. zurückgeführt und somit gelöst. 


24. Die soeben durchgeführte Konstruktion ermöglicht auch die 
Tangente in einem einfachen Punkte X einer durch die Punkte 4;X, Y, Z 


326 


bestimmten K® zu konstruieren. Im Büschel (X) wähle man drei Strahlen 
Pu Pa Pa: die durch die Punkte A,; X, Y und je einen Strahl # als 
Tangente bestimmten &,® schneiden die durch 4,, Z bestimmte kubische 
Kurve K,® in Punktepaaren, deren Verbindungslinien nach § 23 kon- 
struiert werden. Diese Linien gehören einem Büschel (S) an, der mit dem 
Büschel (X) projektiv ist; der dem Strahle SZ entsprechende Strahl 
des Büschels (X) ist die gesuchte Tangente. 


III. Die Kurve mit neun Doppelpunkten. 


A) Hilfssätze. 


25. Soll eine nicht zerfallende Kurve K,° neun Doppelpunkte 
Ay, ..., Ag besitzen, so muß der Punkt A, auf einer gewissen Kurve neunter 
Ordnung liegen, für welche die übrigen Punkte A; dreifach sind.?) Wir 
werden diese Lage der Punkte A; im ferneren immer annehmen. 

Je acht von den Punkten A,, z. B. alle mit Ausnahme von Az, be- 
stimmen einen Büschel kubischer Kurven Z3, der die Kurve K/$ in einem 
linearen Systeme gs von Punktepaaren schneidet. Bekanntlich haben 
keine zwei von diesen Systemen ein Punktepaar gemein. 

26. Eine zweizweideutige Korrespondenz [2, 21 zwischen den Ele- 
menten zweier Gebilde der ersten Stufe ist durch acht Paare entspre- 
chender Elemente bestimmt. Sind speziell vier Paare des einen Gebildes, 
die gegebenen vier Elementen des zweiten Gebildes entsprechen, bekannt, 
so kann man die Korrespondenz konstruieren, wie folgt. Man nehme 
an, die beiden Gebilde seien zwei konjektive Punktreihen auf einem Kegel- 
schnitte X,; den Punkten X,, ..., X, der Einen sollen die Punkte- 
paare Y,, Y/ (à = 1, 2, 3, 4) der Anderen entsprechen. Es sei y = Vanes 
Durch die Tangenten x, ist ein einziger Kegelschnitt A, bestimmt, auf 
welcher diese vier Tangenten dasselbe Doppelverhältnis besitzen, wie 
die Punkte X; auf A,. Wir können dann die Tangenten von K, den 
Punkten auf X, projektiv zuordnen derart, daß die Tangente x; dem 
Punkte X; entspreche. Hiemit ist eine Korrespondenz [2, 2] konstruiert, in 
welcher dem Punkte X, die beiden Schnittpunkte von X, mit x ent- 
sprechen ; umgekehrt erhält man die beiden dem Punkte Y; entsprechenden 
Punkte X;, Xy, wenn man aus Y, beide Tangenten x;, x an K, legt 
und die ihnen in der Projektivität auf A, entsprechenden Punkte be- 
stimmt. 

7) S. meine in Anm. 5. angeführte Arbeit, S. 8. Dieses und einige weitere 
Ergebnisse dieser Arbeit fand ich nachträglich — meist auf andere Weise bewiesen — 
in Halphen’s Abhandlung: ‚Sur les courbes planes du 6° ordre etc.‘ (Bull. Soc. 
math. Fr. t. X. 1881/2). Diese Abhandlung mag wenig bekannt sein; denn K. Rohn 


leitet (s. Anm. 3) einige Sätze ab, die mit den meinigen übereinstimmen, ohne jedoch: 


die Halpen’sche Arbeit, die ihm jedenfalls entgangen ist, anzuführen. 
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B) Die Konstruktion. 


27. Die Kurve K,$ ist durch ihre Doppelpunkte A; und einen ein- 
fachen Punkt X bestimmt. Man konstruiere nach $ 17 denjenigen Punkt Y 
der mit X ein Paar des Systems g, (s. oben) bildet. Durch die Doppel- 
punkte A,, ..., As und die weiteren Punkte 49, X, Y ist eine einzige 
Kurve sechster Ordnung bestimmt und wird nach $ 20 konstruiert. Man 
überzeugt sich leicht, daß die so gefundene Kurve die gesuchte X ist. 

Man kann die Kurve auch netzartig konstruieren, wenn man zum 
Punkte X den ihm in gy entsprechenden X’ konstruiert, zum Punkte X’ 
den ihm in g, entsprechenden X” u. s. f. Auf solche Weise kann man linear 
eine beliebige Anzahl von Punkten der Kurve K® bestimmen.?) Wenn 
man auf solche Weise Verbindungslinien von neun dem Systeme Gy an- 
gehörigen Punktepaaren gefunden hat, so ist die zugehörige RI! (s. $ 18) 
bestimmt ; wird ihre Doppeltangente konstruiert,°) so ist hiemit die Grund- 
lage für die in $ 20 gefundene Konstruktion gewonnen. 

28. Man erhält eine weitere Konstruktion mit einem interessanten 
Nebenresultat auf folgende Weise: Es seien auf K,® auf irgend eine Art 
vier Punkte X,, X,, X,, X, konstruiert worden, die kein Paar des Systems g, 
enthalten. Die durch diese Punkte bestimmten Kurven des Büschels 2, 
schneiden K,° in den Punkten X,’, X,’, X,’, X,’. Im Büschel &, bestimmen 
die Punkte X, X;/ acht Kurven. Wir konstruieren eine Korrespondenz 
!2, 2] zwischen den Büscheln 2, und Z,, in welcher der Kurve 2, (X) 
beide Kurven 2, (X5), 2, (X4’) entsprechen; hiemit ist die Korrespondenz 
bestimmt. Beide Büschel erzeugen eine Kurve zwölfter Ordnung, deren 
ein Bestandteil die gesuchte Kurve 4,° ist. Man überzeugt sich leicht, 
dad der zweite Bestandteil eine Kurve sechster Ordnung ist, die außer 
den Punkten A», ..., Ag noch zwei Doppelpunkte B,, By besitzt, wo 
B, (Bs) den neunten zu A, ..., As (A, ..-, As) konjugierten Punkt 
bezeichnet. 


IV. Die Kurve vom Geschlecht 0. 
A) Mit Doppelpunkten. 


29. Soll die Kurve sechster Ordnung K$ zehn Doppelpunkte be- 
sitzen, so ist einer von denselben durch die übrigen neun bestimmt, natürlich 
nicht eindeutig.!) Wir setzen voraus, daß die zehn Doppelpunkte 4,,..., Ayo 


8) Unter der Voraussetzung, daß die so konstruierte gebrochene Linie sich 
nicht schließt, was bei speziellen Kurven geschehen kann, oder aber bei allgemeinen 
Kurven, wenn der Ausgangspunkt speziell gewählt wird. 

°) Dual gesprochen heißt dies: den Doppelpunkt einer durch neun Punkte 
bestimmten kubischen Kurve zu konstruieren, von der man weiß, daß sie rational ist) 
Die Gruppe von konstruktiven Aufgaben, zu welcher diese Aufgabe gehört, habe 
ich in meinem Aufsatz ,,O zvlaStnim druhu konstrukci‘! (Kgl. bohm. Ges., 1914.) 
behandelt. 

10) S. meine oben angeführte Arbeit, S. 12. 
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dieser Kurve bekannt sind und stellen uns die Aufgabe dieselbe zu kon- 
struieren. 

Die durch die Punkte A,, ..., Ay bestimmte kubische Kurve K,3 
wird von allen Kurven sechster Ordnung mit den Doppelpunkten Ay, ..., As 
in einer quadratischen Involution geschnitten, deren Mittelpunkt T, 
der Tangentialpunkt des neunten den acht Punkten A,, ..., Ag kon- 
jugierten Punktes ist. Die durch A,, ..., As gehende — sonst beliebige — 
kubische Kurve K% wird von allen Kurven sechster Ordnung mit diesen 
Doppelpunkten in einer Involution mit dem Mittelpunkte 7, den wir 
ebenfalls zu konstruieren wissen, geschnitten. Man wähle auf X}? einen 
Punkt X,. Die Kurve K,$, welche durch die Doppelpunkte A,, ..., Ag 
und den einfachen Punkt X, bestimmt :st, schneidet die Kurve A? in zwei 
weiteren Punkten, deren — durch T gehende — Verbindungslinie nach 
§ 20 konstruiert werden kann, da K% zu dem für die Konstruktion grund- 
legenden Büschel kubischer Kurven angehört. Führt man dieselbe Kon- 
struktion für weitere zwei Punkte X,, X, der Kurve Kk,’ durch, so ver- 
fügt man über drei Paare von einander entsprechenden Strahlen der 
Büschel (7), (7,), welche zur Konstruktion der zwischen den Büscheln 
obwaltenden Projektivität genügen. Der dem Strahle 7, A,, entsprechende 
Strahl des Büschels (7) schneidet die Kurve K? in zwei Punkten Y, Z, 
in denen diese Kurve auch von dei gesuchten A,® geschnitten wird. 
Diese Kurve selbst wird dann nach $ 27 als die durch die Doppelpunkte 
Ay ..., Ag und den einfachen Punkt Y bestimmte Kurve konstruiert. 


B) Mit einem dreifachen Punkte. 


30. Diese Kurve — welche natürlich durch quadratische Trans- 
formationen auf Kurven von niedrigerer Ordnung übergeführt werden 
kann — kann auch auf eine interessante Weise, welche ein Spezialfall 
von der im $ 20 angegebenen Konstruktion ist, konstruiert werden. 

Diese Kurve ist durch den dreifachen Punkt B und die sieben Doppel- 
punkte A; bestimmt. Es sei C der neunte Basispunkt des durch diese 
Punkte bestimmten Büschels Z von kubischen Kurven. 

Eine beliebige Kurve dieses Büschels schneidet die X, noch in 
einem Punkte X. Es gelten dann — unter Anwendung der üblichen Be- 
zeichnungsweise für die elliptischen Parameter der Punkte — die beiden 
Kongruenzen: 

3B+2(¢4,+...+@)+§=0 
Bere 13072, 9 —V), 
aus denen folgt 


Br é = Jy" 


Dies bedeutet: Im neunten Basispunkt C konstrwiere man die Tangentz 
zu einer Kurve des durch die Punkte B, A; bestimmten Büschels ; ihren Schnitt- 
punkt mit der Kurve verbinde man mit dem Punkte B; der dritte Schnitt- 


329 


punkt dieser Verbindungslinie mit der Kurve ist ein weiterer Punkt X der 
Kurve Ko. 

In diesem Satze ist eine lineare Konstruktion der Kurvenpunkte 
enthalten. 

31, Diese Konstruktion ermöglicht die Lösung einer Reihe von 
Aufgaben, welche nur angegeben werden mögen: 

a) Konstruktion der Tangenten in den Doppelpunkten ; 

b) des Schnittpunktes der Kurve mit der Verbindungslinie des 
dreifachen Punktes mit einem Doppelpunkte ; 

c) der Schnittpunkte der Kurve mit der Verbindungslinie von zwei 
Doppelpunkten ; 

d) der Schnittpunkte der Kurve mit irgend einer den dreifachen 
Punkt enthaltenden Geraden. 


Das räumliche Analogon der Steiner schen Parabel. 


Von J. SOBOTKA. 


(Mit 6 Figuren im Text.) 


Vorgelegt am 19. Dezember 1914. 


1. In den folgenden Zeilen soll auf die konstruktive Bedeutung von 
gewissen hyperbolischen Paraboloiden und Parabeln, die mit einer Flache 
2. Ordnung in einer einfachen Beziehung stehen, hingewiesen werden. 


Jacob Steiner hat den Satz aufgestellt: 


Die Tangente und die Normale eines Kegelschnittes in einem beliebigen 
Punkte P desselben und die beiden Achsen des Kegelschnittes legen als 
Tangenten eine Parabel fest, welche die Normale im Krümmungsmittelpunkt 
des Kegelschnittes für P und die Tangente im Pole der Normale inbezug 
auf den Kegelschnitt berührt. 

Dieser Satz ist in dem allgemeinen Satze enthalten, dessen kon- 
struktive Bedeutung K. Pelz hervorgehoben und vielfach zu schöner 
Geltung gebracht hat und welcher sich wie folgt aussprechen läßt: 


Dreht sich in der Ebene eines Kegelschnittes eine Gerade p um einen 
festen Punkt P, so hüllen die zu ihren verschiedenen Lagen normalkonju- 
gierten Geraden eine Parabel ein, welche die Achsen des Kegelschnittes, sowie 
die durch P gehenden zueinander inbezug auf den Kegelschnitt normalkonqu- 
gierten Strahlen berührt. 

Pelz nennt diese Parabel die Steiner’sche Parabel.) 

2. Eine Verallgemeinerung dieses Satzes für den Raum erhalten wir, 
wenn wir zu den Ebenen eines Ebenenbüschels die normalkonjugierten 
Strahlen inbezug auf eine gegebene Fläche 2. Ordnung R konstruieren. 
Es sei p die Achse eines solchen Büschels, g ihre Polare inbezug auf R. 
Es sei P irgend eine Ebene durch #; ihr Pol Q inbezug auf R liegt auf g 
und es sei 7 die von Q auf P gefällte Normale ; beschreibt P den Büschel (P) 
um #, so beschreibt Q eine zu ihm projektive Punktreihe (0) auf g; der 
unendlich ferne Punkt N, von n beschreibt gleichfalls eine zu (P) pro- 
jektive Punktreihe (N,,), die somit auch projektiv zu (0) ist. Die pro- 


1) Man vergleiche z. B. die bezügliche Darstellung in: Chr. Wiener, Lehrbuch 
d. Darstell. Geom. 1. Bd. S. 304. 
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jektiven Punktreihen (0), (N) erzeugen ein hyperbolisches Paraboloid U, 
welches wir hier wegen seiner Analogie zu der Steinerschen Parabel das 
Steinersche Paraboloid nennen wollen. Die Richtebene N des Paraboloids 
für die Geraden n,... desselben ist normal zu . ~ 


Wir nehmen nun an, daß R eine zentrische Fläche mit O als Mittel- 
punkt ist. Für die Ebene #0 liegt der Punkt Q unendlich fern auf g 
und N,, ist durch die zu p O normale Richtung gegeben, so daß hier die 
Gerade, welche Q mit N,, verbindet, ins Unendliche fällt. Daraus folgt, 
daß die Stellung der zweiten Richtebene Q für das Paraboloid U durch 
die Ebene, welche g in die Ebene #O orthogonal projiziert, gegeben ist. 


Es seien x, y, z die Hauptachsen von R. Da die zu den Ebenen des 
Raumes inbezug auf R normalkonjugierten, also durch ihre Pole Q ge- 
henden Strahlen » dem Achsenkomplex dieser Fläche angehören, so werden 
die von Q ausgehenden Strecken 0 3, Q X, Q Ÿ auf der Geraden n, welche 
auf ihr die Ebenen xy, yz, zx einschneiden, ein konstantes Verhältnis 
03:0%:_0M bilden. Daraus ergibt sich, daß die Ebenen xy, yz, zx 
ein jedes Steinersche Paraboloid U berühren, da die in diesen Ebenen 
liegenden Spurpunkte der Geraden # auf U in Geraden liegen, welche 
zu derselben Geradenreihe auf U wie q angehören. 


Dies erkennen wir auch direkt, wenn wir den Berührungskegel K 
für U suchen, welcher seinen Mittelpunkt in O hat und zu ihm dann den 
konzentrischen Normalkegel K* ermitteln. Irgend eine Berührungsebene T 
von K finden wir, wenn wir für einen beliebigen Punkt Q auf g den Strahl 
OQ mit der zugehörigen Geraden # verbinden. Legen wir durch O die 
Normalebene Q,, zu OO und die Normalebene P,, zu n. Beide Ebenen 
schneiden sich in der durch O gehenden Normale ¢ zu T. Die Ebene P, 
ist parallel zur entsprechenden Ebene P im Büschel (P); folglich ist OQ 
der zu P,, konjugierte Durchmesser, woraus wir folgern, daß ¢ der zum 
Durchmesser OQ der Fläche R normalkonjugierte Durchmesser ist. Der 
Kegel K* ist somit der geometrische Ort von Durchmessern der Fläche R, 
welche zu den Strahlen des Büschels um O in der Ebene O g normalkonju- 
giert sind. Wir wissen, daß ein solcher Kegel die Achsen x, y, z von R 
enthält. Daraus schließen wir, daß die Hauptebenen xy, yz, zx den Kegel K, 
also auch die Fläche U berühren. 


Hieraus folgt auch direkt, daß die Ebenen xy, yz, zx aus jeder 
Geraden des Achsenkomplexes Strecken von gleichem Verhältnis aus- 
schneiden. Denn ist » irgend eine Gerade desselben, mit dem zugehörigen 
Punkt Q, sind weiter 3, &, Y ihre Schnittpunkte mit den erwähnten 
Hauptebenen, so bezeichnen wir die analogen Punkte auf irgend einem 
anderen Komplexstrahl #’ entsprechend mit 0’, 8°, X,’ ; nun verbinden 
wir Q, Q’ durch eine Gerade g und fällen von den auf g liegenden Punkten 
die Senkrechten auf ihre Polarebenen inbezug auf R. Diese’ Normalen 
bilden ein Steinersches Paraboloid U, welches von den Ebenen xy, yz, 
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zx berührt wird. Infolgedessen gehören ihm die Geraden 3 3’, X X’, YY)’ 
an und es ist deshalb (X’Q)’ 87) = (X Ÿ 3). 

3. Der Ort von Punkten, durch welche man Gruppen von je drei zu- 
einander normalen Ebenen an ein Paraboloid legen kann, ist die soge- 
nannte Mongesche Ebene des Paraboloids. Wir sehen also, daß O in der 
Mongeschen Ebene M von U liegt. 

Durch # gehen zwei zueinander senkrechte Ebenen P,, P,, welche 
inbezug auf U konjugiert sind; sie mögen g in den Punkten Q,, O, treffen. 
Der Punkt ©, ist der Pol von P,, der Punkt Q, von P,. Die Geraden 1, 15 
durch die Punkte Q,, Q3, welche p unter rechten Winkeln in G, resp. G, 
schneiden, gehören auch dem Paraboloid U an; denn #, ist zu P, und n, 
zu P, normalkonjugiert. Die Ebenen P,, P, sind zwei zueinander senk- 
rechte Berührungsebenen von U, da die erste #,, die zweite z, enthält. 
Wir können somit durch G, drei zueinander normale Ebenen legen, welche U 
berühren, nämlich P,, P, und die zu dieser senkrechte durch #, gehende 
Ebene. Es liegt deshalb der Punkt G, in M und aus gleichen Gründen 
liegt G, in M. 

Daraus schließen wir, daß (O p) die Mongesche Ebene von U ist. 
Die Achse von U ist deshalb senkrecht zur Ebene (Op), was ja auch 
daraus folgt, daß beide Richtebenen von U senkrecht auf (O p) stehen. 

Daß die Ebenen x y, vz, zx die Fläche U berühren, sieht man auch 
daraus, daß die Polarebene des Schnittpunktes von g mit irgend einer 
von ihnen zu ihr normal ist, also die Senkrechte von diesem Schnittpunkte 
auf die Polarebene in der betreffenden Hauptebene liegt. 

Die Geraden » von U in den Hauptebenen xy, yz, zx erhalten 
wir auch als die Schnittgeraden dieser Ebenen mit den durch die Schnitt- 
punkte von g mit ihnen gelegten Normalebenen zu 2. 

Ist p eine Gerade des Achsenkomplexes, so ist die Gerade q zu p 
normal und ist gleichfalls eine Gerade dieses Komplexes; dann geht das 
Paraboloid U in eine Parabel « über, nämlich in die Parabel, welche von 
den Komplexgeraden eingehüllt wird, die in der durch g gehenden Normal- 
ebene zu p liegen. Wir können also die Komplexparabeln auch als Stei- 
nersche Parabeln bezeichnen. 

Ist speziell p eine Tangente von R, die also diese Fläche in einem 
Punkte 7 berührt, so ist g die zu p konjugierte gleichfalls in 7 berührende 
Tangente. Die Ebenen P,, P, gehen über in die Tangentialebene (p g) und 
in die durch p zu ihr gehende Normalebene V. Wir sehen, daß (fq) das 
Paraboloid U in dem Pol V der Ebene V inbezug auf R berührt. Dieser 
Pol V liegt auf g und die zweite durch ihn gehende Gerade von U in (pq) 
ist senkrecht auf p. 

Sind speziell # und g die Achsen der Indikatrix für einen Punkt T 
auf R, n die Normale in T an R, so ist (gx) die Ebene von x. Die Ebene 


n) schneidet also aus x Vs Me ein Tangentendreieck der Parabel # 
” 
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aus und g, n sind zwei weitere Tangenten von #; der Pol von (p #) inbezug 
auf R ist hier der Berührungspunkt von g mit «. 

Die Schnittgerade von (O0 p) mit (qm) ist die Leitgerade von uw. 
Dies folgt schon aus dem Grenzübergange der Fläche U in die Parabel «; 
wir können es aber auch direkt beweisen. Zunächst ist # die Steiner’sche 
Parabel des Punktes T für die Schnittkurve 7 von (qn) mit R, da die 
Pole der Ebenen durch p inbezug auf R auch Pole ihrer Schnittgeraden 
mit (gx) inbezug auf 7 sind. Deshalb ist die Achse von # senkrecht auf (0 p). 


Jede Ebene E durch g hat ihren Pol E auf p; sie schneidet R in 
einem Kegelschnitte, dessen Mittelpunkt E, der Schnitt von OE mit E 
ist. Es haben also alle solche Kegelschnitte in den Ebenen durch g ihre 
Mittelpunkte in der Ebene (0 p); also auch der Kegelschnitt r. Es liegt 
somit der Mittelpunkt R, von 7 auf der Schnittgeraden der Ebene (0 p) 
mit der Ebene (gx); somit ist diese Schnittgerade TR, die Leitgerade 
der Steinerischen Parabel # des Punktes T inbezug auf y, da ja # nicht 
nur p und #, sondern auch die Achsen von 7 berührt. 

Ebenso ergibt sich, daß wenn p irgend ein Strahl des Achsenkom- 
plexes ist, also die Fläche U in eine Parabel w degeneriert, diese gleichfalls 
Steiner’sche Parabel inbezug auf den Kegelschnitt r ist, in welchem die 
Normalebene Q durch g zu p die Fläche schneidet und zwar des Schnitt- 
punktes dieser Ebene mit p, und die Achse von vw ist gleichfalls senkrecht 
auf (0 p). Das Spurendreieck von Q in den Hauptebenen von R ist ein Tan- 
gentendreieck von u, weil jede Seite desselben normalkonjugiert ist zu 
der Ebene, welche in die bezügliche Hauptebene orthogonal projiziert. 
Darum ist auch hier der Fußpunkt der Senkrechten von O auf Q als Höhen- 
schnitt des erwahnten Spurendreieckes ein Punkt der Leitgeraden von w. 

4. Wir wollen jetzt die Fläche U resp. die Parabel # auf einige Kon- 
struktionen anwenden und zunächst eine Lösung der folgenden Aufgabe 
geben. 

Es sind die Achsen der Schnitikurve s einer Fläche 2. Ordnung R 
mit irgend einer Ebene S zu ermitteln, wenn 

1. drei konjugierte Durchmesser O (x, y’, 2’), 

2. speziell die Achsen derselben O (x, y, 2) gegeben sind. 

1AESSeen a, 42 diesEndpumktesvonx, 90,22 und X%, You Ze. 
seien die Schnittpunkte von S mit diesen Durchmessern. Die Polarebenen 
dieser Schnittpunkte inbezug auf R schneiden sich im Pol S von S; die 
Senkrechte von S auf S ist die Gerade p des Achsenkomplexes. Man lege 
etwa durch # die zu X, Y,’ parallele Ebene Q,, welche z’ im Punkte Q; 
treffen möge, dessen auf z’ liegenden inbezug auf R konjugierten Punkt 
wir mit Q;’ bezeichnen wollen, und ziehe durch O;’ die Parallele zu dem 
Durchmesser, welcher zur Richtung von X, Y,’ inbezug auf den in x’ y’ 
liegenden Kegelschnitt von R konjugiert ist. Diese Parallele trifft S im 
Pol Q, von Q,. Die Senkrechte in S von Q, auf X,’ Y,’ ist eine Tangente #, 
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von #. Analog findet man den Pol Q, resp. Q, der durch p parallel zu Yo’ X,” 
resp. Zu X$ gelegten Ebene und in der Senkrechten 2, resp. 4, von diesem 
Pol auf die zugehörige Spur von S eine weitere Tangente von u, wobei 
Q,, Qs, Oz gleichfalls auf einer Tangente g dieser Parabel, nämlich der 
Polaren von p, liegen. Es sei P, der Schnitt von p mit S und O, der FuB- 
punkt der Senkrechten von O auf S. Zunächst ist « die Steinersche Parabel 
des Punktes P, inbezug auf s. Der Punkt P, liegt also auf der Leitgeraden 2 
von #, welche außerdem noch den Fußpunkt ©, der Senkrechten von O 
auf S enthält und dadurch bestimmt ist. Die Parabel « selbst ist durch 1 
bestimmt, wenn wir noch zwei Tangenten von ihr kennen, da wir wissen, 
daß die Achsen von s die Tangenten an # durch den Mittelpunkt S, von s 
sind, welcher als Schnitt von OS mit S erhalten wird. 

Ist a eine Tangente einer Parabel w mit dem Berührungspunkt T, 
sind b, c zwei weitere zueinander senkrechte Tangenten der Parabel, welche 
sich im Punkte A und die Tangente a in den Punkten B C schneiden 
mögen, ist ferner / die durch A gehende Leitgerade von # und trifft die 
Senkrechte in A zu / die Tangente a im Punkte A, so ist BT = A,C, 
was ja daraus folgt, daß die durch a und b aus den Tangenten der Parabel 
ausgeschnittenen Strecken gleiche Orthogonalprojektionen auf / haben. 

Kennt man also von einer Parabel « eine Tangente a mit ihrem 
Berührungspunkte T und die Leitgerade / und soll man von irgend einem 
Punkte A auf / die Tangenten an w legen, so errichtet man in A die Senk- 
rechte zu / und schneidet dieselbe mit a im Punkte A,, sucht den Halbie- 
rungspunkt der Strecke A,7, um den man als Mittelpunkt den durch A 
gehenden Kreis beschreibt, welcher a in den Punkten B, C der gesuchten 
Tangenten A B, AC schneidet. 

Eine bequeme Konstruktion der Tangenten &, n an eine Parabel u 
durch einen Punkt S, ihrer Leitgeraden J, wenn diese und irgend zwei andere 
Tangenten ¢,, 4 gegeben sind, ist auch die folgende. Wir ermitteln die 
durch die Schnittpunkte 4, ./, ¢, . J gehenden, zu ¢, und 1, senkrechten Tan- 
genten 4*, 4,* an # und in dem durch 4,, %,, ¢,*, * festgesetzten Vierseit 
suchen wir den der Geraden / gegeniiberliegenden Diagonalpunkt. Derselbe 
ist der Brennpunkt F von uv. Der um S, als Mittelpunkt beschriebene, 
durch F gehende Kreis schneide 2 in den Punkten Z,, Z,; alsdann sind 
die Tangenten &, n parallel zu L,F und L, F. 

Daraus haben wir folgende Konstruktion von s. Wir stellen in der 
angegebenen Weise etwa die Tangenten ¢,, 4, und dadurch auch g, ferner 
die Leitgerade / von # dar, konstruieren mit Hilfe eines Brianchonschen 
Sechsseits den Berührungspunkt einer von diesen Tangenten und dann 
die Tangenten &, n von x durch S, in der soeben besprochenen Weise, welche 
bereits die Achsen von s sind. Die Senkrechte von P, auf & und n und 
die Gerade g schneiden aus & bezw. 9 je zwei inbezug auf s konjugierte 
Punkte aus, mit Hilfe deren man die Endpunkte der Achsen &, 7 von s 
in bekannter Weise erhält. Man kann auch die Brennpunkte von s erhalten, 
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wenn man dem Dreieck, welches von irgend einer Tangente von #, von 
der Senkrechten zu ihr durch P, und von einer der Achsen &, n begrenzt 
wird, einen Kreis umschreibt und ihn mit der anderen schneidet. Statt P, 
können wir ebenso einen der Punkte Q,, Q,, Q, nehmen, nur müssen wir 
dann die Gerade q durch Z, resp. ¢, oder ¢, ersetzen. 

2. Wenn die Achsen O (x, y, z) von R gegeben sind, so sind die Schnitt- 
geraden von S mit den Hauptebenen der Fläche drei Tangenten der Pa- 
rabel w, deren Leitgerade / mit den Punkten S,, Ps, O und daraus die 
Geraden &, n wir wie vorher bestimmen. Wir können hier noch Folgendes 
bemerken. Schneiden wir die Gerade X, Y, mit dem zu ihrer Richtung 
konjugierten Durchmesser des Hauptschnittes in xy und verbinden den 
Schnittpunkt mit Z,, so wird die Verbindungsgerade von der Senkrechten 
4, die man in der Ebene S im Punkte X, Y,./ zu X, Yq errichtet, in 
dem mit Q, zuvor bezeichneten Pol geschnitten. Wir können in analoger 
Weise Q, und also leicht die Polare g von p Konstruieren. 

Die Endpunkte der Achsen des Kegelschnittes s, sowie seine Brenn- 
punkte erhält man etwa mit Hilfe von Q, und ¢, wie zuvor. 

5. Als weitere Aufgabe behandeln wir die Konstruktion des Krümmungs- 
kreises für einen ebenen Schnitt der Fläche in irgend einem Punkte P 
desselben, wenn drei konjugierte Durchmesser der Lage und Länge nach 
gegeben sind. 

Wenden wir die in der vorigen Aufgabe eingeführte Bezeichnung 
sinngemäß an. Es sei also S die Schnittebene ; wir ermitteln die Schnitt- 
geraden g,, g, der Polarebenen von zwei der Punkte X,, Y,, Z, inbezug 
auf R, etwa von X, und Y, mit der Ebene S. Dabei ist g, || Z, Yq, ge | Zu Xo- 
Ist ¢ die Tangente und 7 die Normale von s in P, so wird der Mittelpunkt X 
des Kriimmungskreises von s in P in sehr einfacher bekannter Weise 
konstruiert, wenn wir noch ein Polardreieck von s kennen ;!) hier etwa das 
Dreieck, dessen Seiten X, Y,, g, und die Verbindungsgerade von X, mit 
dem Schnittpunkt g,.g sind. Hat man X konstruiert, so kann man auch 
die Achsen von s ermitteln. Man errichtet in S, die Senkrechte zu P S,, 
welche » im Punkte Q schnejden möge. Der um den Halbierungspunkt 
der Strecke KO als Mittelpunkt beschriebene durch S, gehende Kreis 
trifft n in zwei Punkten, welche den Achsen &, 7 angehören. Da ¢ und # 
normal konjugiert sind, so werden auch die Brennpunkte von s wie in 
der vorangehenden Aufgabe ermittelt; die Fußpunkte der von ihnen auf # 
gefällten Senkrechten gehören dem Hauptscheitelkreis von s an, wodurch 
dieser Kegelschnitt vollständig bestimmt ist. 


6. Unsere Betrachtungen liefern weiter eine besondere Konstruktion des 
Krümmungskreises in einem Punkte P auf R für irgend einen ebenen Schnitt s 
der Fläche durch P. 

Wir wollen zunächst einen Normalschnitt betrachten. 


1) Sitzungsberichte der kön. böhm. Gesell. d. Wissensch. 1902 No. VI. 
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Es sei 7, die Tangente in P an diesen Normalschnitt, 4 sei ihre Polare 
inbezug auf R und n sei die Normale von R in P. Die Polarebene P irgend 
eines Punktes Q auf Z, schneidet die Ebene £, » in einer durch P gehenden 
Geraden m; die Orthogonalprojektion der zu P normalkonjugierten Ge- 
raden in die Ebene Z, n ist die von Q auf m gefällte Senkrechte A. Da m 
auch die Polare von Q inbezug auf s ist, so erkennen wir daraus, daß das 
Paraboloid U, welches von den zu dem Ebenenbüschel durch 2, inbezug 
auf R normalkonjugierten Strahlen gebildet wird, sich in die Ebene 4,” 
in die Steinersche Parabel des Punktes P inbezug auf den Kegelschnitt s 
orthogonal projiziert. Es ist also der Krümmungsmittelpunkt K von s 
in P zugleich der Berührungspunkt von # mit der erwähnten Projektion 
von U. Wir erhalten somit den Punkt K als Berührungspunkt von U 
mit der durch # senkrecht auf ¢, gelegten Ebene E. 

Wären beispielsweise wieder drei konjugierte Durchmesser O (x, y’, 2’) 
von R der Lage und Größe nach gegeben, so konstruiert man zunächst 
zu ¢, die Polare 4. Es schneide die Berührungsebene T in P an R diese 
Durchmesser in den Punkten T:, T,, T;. Verbindet man P mit T; und 
zieht durch P die Parallele zu T,T:, so erhält man ein Paar der Polaren- 
involution von R in der Ebene T. Analog gibt T,P und die Parallele 
durch P zu T:T; ein zweites Paar und die Gerade T;P und die Parallele 
durch P zu T:T, ein drittes Paar dieser Involution. Wir können somit 
den zu 2, zugehörigen Strahl # dieser Involution in bekannter Weise 
ermitteln. 

Die Senkrechte e, durch den Schnittpunkt von ¢, mit T, T; auf die 
Ebene, welche durch #, parallel zu x’ gelegt wird, ist normalkonjugiert 
zu dieser Ebene und gehört also der Fläche U an. Analog könnte man 
die normalkonjugierten Strahlen e,, es zu den Ebenen, welche durch % 
parallel zu y’ und z’ gehen. ermitteln. Sind O (x’, y’, 2’) die Hauptachsen 
der Fläche R, dann liegen e,, €, es in ihren Hauptebenen. Die Konstruktion 
von K kann nun auf mannigfache Weise erfolgen ; beispielsweise legt man 
durch den Schnittpunkt von E mit e, die Parallelebene F zu derjenigen 
Ebene, welche z, in die Ebene Of, orthogonal projiziert ; alsdann schneidet F 
die Gerade n in K. Oder man schneidet e, und e, mit E; alsdann schneidet 
die Verbindungsgerade der Schnittpunkte die Normale # gleichfalls in K. 
Die Richtigkeit dieser Konstruktion geht daraus hervor, daß die Ebene E, 
welche eine Gerade » der Fläche U enthält, diese noch in einer Geraden 
der zweiten Reihe schneidet. 

Ist S irgend eine Ebene durch #,, für deren Schnitt s, mit R der 
Krümmungsmittelpunkt K, in P ermittelt werden soll, so projizieren wir 
orthogonal nach S; die Fläche U ist dieselbe geblieben und wir erkennen 
in gleicher Weise wie zuvor, daß auch hier die Orthogonalprojektion von U 
in die Ebene S die Steinersche Parabel des Punktes P inbezug auf den 
Kegelschnitt s, ist. Der Berültrungspunkt dieser Parabel mit der Normale # 
in P an s, ist somit der Punkt K,. Dieser Punkt ist nun die orthogonale 
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Projektion in die Ebene S des Berührungspunktes X von E mit U. Es 
schneidet somit die Senkrechte vom Krümmungsmittelpunkte X des Normal- 
schnittes ¢, auf die Ebene S diese im fraglıchen Punkte K,. Dadurch 
haben wir einen einfachen Beweis für den Satz von Meusnier 
gewonnen. 

7. Für die Konstruktion der Hauptkriimmungsmittelpunkte M,, M, einer 
Fläche 2. Ordnung im Punkte P derselben folgt da noch eine weitere Ver- 
einfachung, da hier dıe zugehörigen Paraboloide U in Parabeln ausarten. 

Wir wollen diese Aufgabe speziell fü- den Fall durchführen, daß die 
Achsen © (x, y, 2) von R ihrer Lage nach gegeben sind. Wir projizieren 
da (Fig. 1) orthogonal etwa in die Ebene x z und bezeichnen die Projektion 
der Gebilde mit einem Strich. Wir klappen die Berührungsebene T in 
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die Ebene x z um, wodurch P nach P gelangt. Die Involution der Polar- 
geraden von R in T schneiden wir mit 7:7; in einer Punktinvolution. 
Die Parallele durch P’ zu x schneide diese Gerade in 7 und die Gerade 
OP’ in 2; dadurch haben wir in T; 7 ein Paar der erwähnten Punkt- 
involution erhalten, während 2 das Zentrum derselben ist. Beschreiben 
wir also über der Länge T; 1 als Durchmesser einen Kreis, den wir mit 
der in 2 errichteten Senkrechten zu 7:7; schneiden, so trifft der durch 
diese Schnittpunkte und durch P gehende Kreis die Spur T:T: in den 
Punkten N,, N, und PN, PN, sind die Tangenten an die Hauptnormal- 
schnitte der Fläche für den Punkt P. Die Normale in P an R projiziert 
sich in das Lot von P’ auf 7: T- und ihr Spurpunkt N in unsere Projektions- 
ebene ist der Höhenschnitt des Dreieckes N, N, P’. Die Steinersche Pa- 
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rabel #, für den Punkt P inbezug auf den Normalschnitt in N,PN hat 
außer N,P, NP und N,N noch die Geraden zu Tangenten, in denen 
die Ebene N, PN die Hauptebenen xy und yz schneidet. Die Projek- 
tion u,’ dieser Parabel berührt also N,P’, NP’, x, z und N N,. Der Höhen- 
schnittpunkt des Tangentendreiecks N, N P’ von u’ ist Ng; folglich ist 
ON, die Leitgerade von u,’, was auch daraus folgt, daß die Achse von ı, 
senkrecht ist auf der Ebene OP N,, ihre Projektion also senkrecht zur 
Spur ON, dieser Ebene; diese Projektion gibt die Richtung der Achse 
von u,’ an. Schneidet also P’ N die Geraden x, zin den Punkten N’, N,’ 
und die in O errichtete Senkrechte zu ON, in 7, und macht man auch 
dem Sinne nach N’M, = 4, N;, so ist M,’ als Berührungspunkt von - 
P’N mt u,’ die Orthogonalprojektion des Hauptkrümmungsmittelpunktes 
M,. Analog errichten wir in O die Senkrechte zu O N,, welche P’ N, in z, 
treffen möge und machen N? My’ = r, N-’, wodurch wir die Projektion M,” 
des zweiten Hauptkrümmungsmittelpunktes erhalten. 

Sehr einfach erhalten wir M,’ und My’ mit Hilfe von Brianchonschen 
Sechsseiten. So sind z. B. für wu,’ die Gerade P’ N,, die unendlich ferne 
Gerade der Projektionsebene xz, die Achsen x, z und die Gerade P’ N 
fünf Tangenten; bezeichnen wir sie hier der Reihe nach mit 1, 2, 3, 4, 5 
und die zu 5 unendlich benachbarte Tangente mit 6. Aus dem Sechsseit 
123456 folgt, daß man nur durch den Schnittpunkt von n’ mit y’ die 
Parallele zu P’N, und durch deren Schnitt mit P’O die Parallele zu x 
zu ziehen hat, um im Schnitt der letzteren mit n’ den Punkt M,’ zu 
erhalten. Analog erhalten wir M,’, indem wir etwa durch den Punkt 
y’.n’ die Parallele zu P’N, bis zum Schnitt mit P’O und von da die 
Parallele zu x ziehen. Die zuletzt erwähnte Gerade trifft n’ in My. 

8. Die früher entwickelte Konstruktion des Kriimmungsmittelpunktes M 
für irgend einen Normalschnitt einer Fläche 2. Ordnung im Punkte P der- 
selben läßt sich gleichfalls sehr einfach durchführen, wenn wir (Fig. 2) 
eine Orthogonalprojektion in eine der Hauptebenen der Fläche voraus- 
setzen. Wir projizieren z. B. wieder in die Ebene x z. Die Ebene des Normal- 
schnittes s treffe die Spur T:T; im Punkte L,, welchem in der auf T: Tz 
beobachteten Involution der Punkt L, entsprechen möge, so daß PL, die 
Polare von PL, ist. 

Die zu den Polarebenen der Punkte auf P L, normalkonjugierten, 
Strahlen bilden ein hyperbolisches Paraboloid U,, welchem die Normale » 
angehört und für welches der Berührungspunkt der durch # gehenden 
Normalebene M zu P L, der gesuchte Punkt M ist. Diese Ebene M enthält 
außer x noch die Gerade p der Fläche U,, welche # im fraglichen Punkte M 
schneidet. Es wird also M’ als Schnitt von 2’ mit n’ erhalten. Die Pro- 
jektionen aller Geraden auf U, in die Ebene x z hüllen eine Parabel U,’ 
ein, welche x und y’ berührt, weil xz und yz Berührungsebenen von U, 
sind. Ferner wird U,’ von P’L, und n’ berührt, weil P L, und # auf U - 
liegen. 
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Die Polarebene von L, inbezug auf die gegebene Fläche 2. Ordnung 
ist orthogonalprojizierend in die Ebene xz, folglich ist die Senkrechte /, 
von L, auf P’ L, eine in xz liegende Gerade von U, und somit auch eine 
Tangente von U,’. Die Spur m der Ebene M in x z geht durch den Spur- 
punkt N von # und ist senkrecht auf P’L, weil M1 PJ, ist. Dabei 
ist N der Höhenschnitt des Dreieckes N,N,;P’. Der Schnittpunkt H 
von 2, mit m gehört der Geraden p an; diese ist ja ein Teilschnitt von U, 
mit M; es ist also H der Spurpunkt von p, gehört somit auch der Ge- 
raden p’ an. Deshalb ist p’ die durch H gehende von /, verschiedene Tan- 
gente an U,’ und kann somit linear konstruiert werden. Wir kennen 
von U,’ die Tangenten x, z, n’, P’ L,, !, und die unendlich ferne Gerade g 
von x z, wir können also die Gerade p’ auf mannigfache Weise bekommen ; 
benützen wir etwa das Sechsseit D’ 7, x zg n”, so haben wir die Parallele 
durch H zu z mit der Parallelen zu »’ durch den Schnitt von /, mit x 
zum Schnitte zu bringen, alsdann wird n’ von der Verbindungsgeraden 
des erhaltenen Schnittpunktes mit O im Punkte M’ geschnitten. Der 
Punkt Z, ist der Höhenschnitt des Dreieckes, welches von dem Tangenten- 
dreiseit (#’, Z,, P’ L,) der Parabel U,’ gebildet wird. Folglich liegt L, auf 
der Leitgeraden von U,’, was auch daraus folgt, daß die Senkrechten zu 
der Ebene P 1,0, welche O Z, zur Spur hat, sich in Geraden projizieren, 
welche zu der Achse von U,’ parallel sind. Die Projektionen der durch n’ 
und /, abgeschnittenen Strecken auf den Tangenten von U,’ auf OL, 
sind somit einander gleich. Schneiden also z. B. die Senkrechten von Ly 
und À auf OL, die Gerade n’ in den Punkten J und ZI, so ist auch dem 
Sinne mache 7. M2— IP’: 

Wir können da auch zu den Resultaten gelangen, welche A. Mann- 
heim seinerzeit!) abgeleitet hat, deren Begründung sich bei ihm auf einige 
bekannte Eigenschaften des Achsenkomplexes stützt; die hier gegebenen 
Konstruktionen sind aber noch einfacher. 

9. Es soll noch die Fläche U dazu benützt werden, die Achsen 
einer zentrischen Fläche 2. Ordnung zu Konstruieren. 

Wir setzen voraus, es seien $ und g zueinander polar inbezug auf 
die Fläche R und es seien auch die Involutionen der konjugierten Ebenen 
inbezug auf die Fläche in den Ebenenbüscheln, deren Achsen 5 und g 
sind, sowie der Mittelpunkt O der Fläche bekannt. 

Die normalkonjugierten Geraden der Ebenen durch # bilden ein 
hyperbolisches Paraboloid U, welches sich auf g stützt und die normal- 
konjugierten Geraden der Ebenen durch g bilden ein zweites hyperbolisches 
Paraboloid U*, welches sich auf p stützt. Durch O läßt sich eine Trans- 
versale o der Geraden p, g ziehen, welche jene in P diese in Q treffen möge. 
Die Polare 0* von o inbezug auf R ist die unendlich ferne Gerade der zu 0 


1) Sur la determination, en un point d’une surface du second ordre, des axes 
de l’indicatrix et des rayons de courbure principaux. — Journal de mathematiques 
pures et appliquees. T. VIII. 1882. 
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konjugierten Diametralebene O. Es ist also Q der Pol der durch p parallel 
zu O gelegten Ebene; somit gehört die Senkrechte durch Q zu O dem 
Paraboloid U an. Desgleichen gehört die Senkrechte durch P zu O dem 
Paraboloid U* an. Beide Paraboloide berühren also die Ebene E, velche o 
nach O orthogonal projiziert. Die Hauptebenen von R berühren jede 
Fläche U. Sie sind also die von E verschiedenen gemeinsamen Berührungs- 
ebenen der Kegel K, K*, welche in O ihre Scheitel haben und den Flächen 
U, U* umgeschrieben sind. 

Eine Richtebene von U ist senkrecht zu p, die andere ist die Ebene, 
welche g in die Ebene O p orthogonal projiziert; wir kennen also für K 
drei Berührungsebenen, nämlich die durch O parallel zu diesen Richt- 
ebenen gelegten Ebenen und die Ebene E; wir brauchen also nur noch 


zwei weitere Berührungsebenen dieses Kegels zu konstruieren, damit der- 
selbe durch seine Berührungsebenen festgelegt ist. Ebenso ermitteln wir K*. 
Statt die gemeinsamen Berührungsebenen von K und K* zu suchen, 
ermitteln wir die konzentrischen Normalkegel N, N* zu K und K*, die 
sich außer in der zu E senkrechten Kante noch in drei weiteren Kanten 
schneiden werden, welche die Achsen der Fläche R sind. 

Wir ersehen aus Früherem (Art. 2), daß N derjenige Kegel ist, welcher 
von den Durchmessern der Fläche gebildet wird, welche zu den Strahlen des 
in der Ebene O g liegenden Strahlenbüschels um © normalkonjugiert sind. 
Dadurch gelangen wir zu der bekannten Konstruktion, welche die Achsen 
als Schnittkanten zweier solcher Kegel N, N* liefert, während die vierte 
Schnittkante der zu o normalkonjugierte Durchmesser ist. Es scheint 


341 


jedoch, daß die Anwendung der Fläche U resp. U* für die Durchführung 
der Konstruktion übersichtlicher ist. 

Wir wollen zunächst eine Achsenkonstruktion angeben, wenn die 
Fläche R durch drei auf ihr liegende Kegelschnitte k,, ko, k, gegeben ist. 
Die Schnittlinien der Ebenen von ky, ky bezw. ke, k, und ks, ky seien sp, 
Ses, Sg), Ihre Polaren 19, fx, N. Diese bekommen wir etwa als Schnitt- 
geraden der Berührungsebenen von R in den entsprechenden Schnitt- 
punkten der Kegelschnitte k,, kg, kz oder daraus, daß ns, die Pole von 5x 
inbezug auf A, und À; verbindet. 

Die Geraden 719, Ngg, Na bilden ein Dreieck, welches in der Polar- 
ebene des gemeinschaftlichen Punktes von sx, Sg, Ss, liegt. Die Scheitel 
ne nl Ce Vg — ing 2,1 sind. die Pole der Ebenen von 
ky, ky, ka. Es seien %,, Mg, n, die Normalen von V,, V,, Vz auf die Ebenen 
der Kegelschnitte %,, ky, À; und weiter sei O der Mittelpunkt der Fläche R, 
den wir im Schnittpunkte der Geraden erhalten, welche die Punkte Vy 
mit den Mittelpunkten von À verbinden. Das der Geraden s,, zugeordnete 
Paraboloid U, von normalkonjugierten Strahlen ist vollständig bestimmt, 
da wir von ihm die Geraden n,, #, und also auch die zu s, senkrechte 
Ebene als Richtebene, weiter die Gerade n,, und die zugehörige zweite 
Richtebene als die durch #,, normal zu (O s,,) gelegte Ebene kennen. Ziehen 
wir also durch O die Normalen J,, J,, /, zu den Ebenen (O n,), (O 1), (O #3) 
weiter die Parallele 7, zu s, und schneiden schließlich die Ebene (0 s,5) 
mit der durch O zu n,, gelegten Normalebene in /;, so bilden die Geraden 
l,,../, einen Kegel zweiter Ordnung L,,, auf dem die gesuchten Achsen 
der Fläche 2. Ordnung liegen. Ebenso würden wir, von sg, bezw. ss; aus- 
gehend, zu den Flächen U,3, U,, und den Kegeln L,,, L,, gelangen. Dabei 
haben die Kegel Lin, Lin die durch O gehende Normale zur Ebene (0 #;) 
gemein und die Achsen der gegebenen Fläche 2. Ordnung sind die übrigen 
drei gemeinschaftlichen Kanten der hervorgehobenen Kegel. 

10. Wir können auch leicht den folgenden Satz beweisen: 


Projiziert man die Normalen einer zentrischen Fläche 2. Ordnung 
in den Punkten eines Diametralkegelschnittes k derselben von ihrem 
Zentrum aus, so ist der projizierende Kegel 2. Ordnung und wird von 
den Hauptebenen der Fläche berührt. 

Denn diese Normalen beschreiben eine Regelfläche 4. Grades und 
alle Berührungsebenen derselben, welche den Mittelpunkt O enthalten, 
sind doppeltberiihrend; folglich ist der Berührungskegel der Regelflache, 
dessen Scheitel in O liegt, 2. Ordnung. Die Normalen der Fläche 2. Ordnung 
in den Schnittpunkten von À mit einer Hauptebene derselben liegen in 
dieser Hauptebene; diese gehört also dem Berührungskegel an. 

Haben wir speziell ein Hyperboloid H, welches durch drei Geraden 
a, b, c einer Reihe gegeben ist und wählen wir als Diametralschnitt den 
mit einer asymptotischen Ebene, welche H also in zwei parallelen Ge- 
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raden, z. B. a, a schneidet, so zerfällt die erwähnte Regelfläche in zwei 
hyperbolische Normalenparaboloide, welche inbezug auf den Mittelpunkt O 
von H symmetrisch liegen. Wir konstruieren da die zu a, b und c parallelen 
Geraden a, b, c von H, von denen die erste 6 und c, die zweite c und a, 
die dritte a und 5 schneidet. Diese sechs Geraden bestimmen (Fig. 3) als 
Kanten ein Parallelepiped, dessen Mittelpunkt mit O zusammenfällt und 


dessen Ecken wir mit 1, 2,..8 bezeichnen wollen und zwar in einer An- 
ordnung, welche aus der Figur er- 


! sichtlich ist. Wir betrachten zunächst 
i i das Normalenparaboloid U längs a 
und ermitteln den Normalenkegel L 
vom Scheitel O zu dem Berührungs- 
kegel dieses Paraboloids mit demselben 
Scheitel. Da die eine Richtebene von 
U normal zu a ist, so ist die Parallele 
1, durch O zu a eine Kante von L, da 
weiter die Zentralebene der Geraden a 
inbezug auf H die zweite Richtebene 
von U ist, so haben wir in dem in (Oa) 
liegenden Lot 7, von O auf a eine zweite 
Fig. 3. Gerade, während die Senkrechte /, in 
O zur Ebene (aa) eine dritte Gerade 
von List. Errichten wir die Normale ng in 6 an H, so gehört das Lot A 
in O zur Ebene O ng ebenfalls L an. Schließlich wenn x, die Normale in 2 
an H bezeichnet, so ist das Lot /; in O zur Ebene On, auch eine Kante 
von L. Dadurch ist dieser Kegel festgelegt. 

Wenn wir statt a die Gerade 6 wählen, so erhalten wir einen ana- 
logen Kegel L*; dessen eine Kante ist parallel zu d, eine zweite schneidet 5 
orthogonal, eine dritte ist senkrecht zur Ebene bb, eine vierte 1,* senk- 
recht zur Ebene O n,, wenn #, die Normale in 7 zur Ebene bc ist und 
schließlich eine fünfte Kante ist senkrecht zur Ebene O n,. Diese letzte 
Kante hat der Kegel L* mit L gemeinschaftlich, so daß die Achsen von H 
als die weiteren drei gemeinschaftlichen Kanten dieser Kegel zu ermitteln 
sind. Errichten wir Normalebenen zu den Geraden O 2, 06, O7, so werden 
diese durch die Ebenen 126, 267, resp. 678 in drei Geraden geschnitten, 
zu denen die Kanten Js, 4, 4* parallel sind. Natürlich hätten wir b duch 5 
oder c oder schließlich durch c = (6 7) ersetzen können. Hier fallen immer 
die Geraden p, q und somit auch die zugehörigen Steinerschen Paraboloide 
U und U* zusammen. 

11. Zum Sehluß wollen wir noch einige Bemerkungen über die Figur, 
welche uns die Lösung des Achsenproblems für ein dretachsiges Ellipsoid R 
gibt, wenn drei konjugierte Halbmesser desselben O A, O B, OC gegeben 
sind, machen. Es seien A7, Br, Cr die Spurpunkte in der Projektionsebene 
von OA, OB, OC. Wir errichten zuerst die Senkrechte in O zur Ebene 
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O Ar Br; ihr Spurpunkt sei Cr; die Senkrechte durch C7 zu O’ Ar!) ist 
die Spur der durch O zu O Ar gelegten Normalebene; die Senkrechte 
durch O’ zu ArCr trifft diese Spur im Spurpunkt By der Normale OB; 
zur Ebene O A; Cr. Ebenso ist die Senkrechte zu O’ Br durch C7 die Spur 
der durch O gelegten Nomralebene zu O Br. Dieselbe wird von der Senk- 
rechten zu Br C; durch O’ im Spurpunkte A7 der Normale O A; zur Ebene 
O Br Cr getroffen. Alsdann ist A; Br die Spur der Ebene O A7 Br, welche 
zu O Cr normal ist, so daß Ar Bı_LO’Cr ist. Das Dreieck Ar By Cy ist 
die Polarfigur des Dreieckes A; Br Cr inbezug auf den imaginären Kreis, 
dessen Mittelpunkt in O’ liegt und dessen Halbmesser eine absolute Länge 
hat, welche gleich ist der Distanz des Punktes O von der Projektions- 
ebene; der Distanzkreis von O ist also der reelle Repräsentant des erwähnten 
imaginären Kreises. Daraus folgt, daß die Dreiecke Ar BrCr, ArBıCı 
perspektiv liegen. Es liegen also die Punkte A, = BıCı.BıCr, By = 
= Cr Ar.Cr'Ar, Cy = Ar Br. Ar Br auf einer Geraden 4 und die Ver- 
bindungsgeraden Ar Ar, Br Br, CrCr gehen durch einen Punkt 0, wobei 
die Ebene (O 4) senkrecht steht auf der Geraden Od. Ferner sei © der 
Schwerpunkt des Dreieckes A BC, S der Spurpunkt der Geraden 0 6 und 
N der Spurpunkt der von O gefällten Normalen auf die Ebene ABC, 

Um nun die Achsen OX, O Y, OZ des Ellipsoides zu Konstruieren, 
wählen wir zunächst die Polare ce von A B als Achse eines Ebenenbüschels, 
zu dessen Ebenen wir die normalkonjugierten Strahlen ermitteln, welche 
ein Paraboloid U bilden, das aus O durch einen Kegel K projiziert wird, 
zu dem wir den konzentrischen Normalkegel L suchen wollen. Die Ebene, 
welche durch A B geht und senkrecht auf der Ebene (O c) steht, ist eine 
Richtebene von U; diese Ebene fällt mit der Ebene OC 6 zusammen; 
ihre Spur ist somit CS. Die Normalebene zu AB durch O schneidet 
diese Ebene in der Senkrechten / durch O zu dieser Richtebene. Diese 
Normalebene geht durch OC; und ON; ihre Spur Cy N ist senkrecht 
auf A’ B’ und geht durch den Punkt N. Folglich ist der Spurpunkt L 
von / der Schnitt von S Cr mit N Cy. Eine zweite Gerade m von L ist O Cr, 
da zu dieser Geraden die zweite Richtebene von U senkrecht steht. Eine 
dritte Gerade von L ist O Cr, da die Ebene O A; Br auch U berührt. 

Zu der Ebene c A ist die Senkrechte von A auf O Br Cr normalkon- 
lugiert. Die Ebene, welche diese Senkrechte von O aus projiziert, geht 
durch O A; senkrecht auf O BrCr; es ist also die Schnittgerade der zu 
O Arsenkrechten Ebene O Br Cr mit der Ebene O Br Cr eine weitere Gerade 
von L; es ist dies also die Gerade O A,. Ersetzen wir die Ebene c A durch 
die Ebene c B, so finden wir, daß auch O B, auf L liegt. Deshalb ist die 
Spur des Kegels L der durch die Punkte L, Cr, Cr, Ay, By gehende Kegel- 
schnitt (J). 


1) Wir projizieren hier orthogonal in die Ebene Az Br Cr und bezeichnen 
die Projektion von & mit 2”, 
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Bringen wir By; S mit By N im Punkte Z, zum Schnitt, so ist der 
Kegelschnitt (J,) durch die Punkte Z,, Br, Br, Cy, A, die Spur eines zweiten 
Kegels L,. Schließlich wenn wir A; S mit A; N in L, zum Schnitt bringen, 
so ist der Kegelschnitt (Z) durch die Punkte Z,, Ar, Ar, Bo, C9 gleichfalls 
die Spur eines Kegels L,, welcher die Achsen OX, O Y, OZ enthält. Es 
ergeben sich somit die Punkte X, Y, Z als die von A, verschiedenen 
Schnittpunkte der Kegelschnitte (2), (2) oder als die von By verschiedenen 
Schnittpunkte der Kegelschnitte (/), (2,) oder schließlich als die von C, 
verschiedenen Schnittpunkte der Kegelschnitte (/,), (4). Um also einen 
von den Kegelschnitten (/), (Z), (4) festzulegen, wählen wir auf 4 zwei 
von den Punkten A,, By, C,; durch dieselben gehen zwei Seiten von Ar Br Cr, 
die sich in einer Ecke J schneiden und zwei Seiten von Ar Br Cy, die sich 
in einer Ecke 7 schneiden: die gewählten Punkte auf 4, die Ecken 1, if 
und der Schnittpunkt von SI mit NT gehören einem solchen Kegel- 
schnitt an. Verbindet man die gewählten Punkte auf 4, sowie I, T mit O, 
so erhalten wir vier Geraden, von denen jede der Höhenschnittstrahl 
des Dreikants ist, welches von den übrigen drei Strahlen gebildet wird. 
Das hängt damit zusammen, daß die drei Kegel L, L,, L, gleichseitig 
sind; folglich liegt die Höhenkante eines beliebigen Dreikantes, dessen 
Kanten auf einem solchen Kegel liegen, auch auf diesem Kegel, vovon 
wir in der Konstruktion auch Gebrauch machen können, insbesondere 
dann, wenn die Projektionsebene durch die Punkte A, B, C selbst geht. 

Aus Früherem wissen wir, daß die Kanten des Kegels L normal- 
konjugiert sind zu den Strahlen, welche durch O gehen und in der Ebene 
O Ar By liegen. Würde man also in O A; Br durch O irgend zwei konju- 
gierte Durchmesser mit den Spurpunkten A7*, Br* des in dieser Ebene 
gelegenen Kegelschnittes von R ziehen, so treffen sich die Gerade Cr Br* 
und die Senkrechte von C7 auf 0’ 4;* in einem Punkte von (2), ebenso 
wie die Gerade Cr Ar* und die Senkrechte von Cr auf 0’ Br*. 

Machen wir A A* = — BA,, den Schnittpunkt von AB mit O Ar* 
durch A, und mit OB;* durch B* bezeichnend, so sind A*, B* harmonisch 
zu A, B; es fällt also der konjugierte Normalstrahl der Ebene (c A*) 
mit dem Lot von B* auf die Ebene A7*CrO zusammen. Die Senkrechte 
in O zur Ebene (#0) ist also die Schnittgerade der durch O gehenden 
Normalebene zu O B;* mit der Ebene O Ar* Cr. Diese Gerade gehört dem 
Kegel L an; ihr Spurpunkt ist also der Schnittpunkt der Senkrechten 
durch Cr zu O’ Br* mit der Geraden C; Ar*, was mit der zuvor erwähnten 
Konstruktion übereinstimmt. 

12. Ist R ein Paraboloid, so berührt U seine Hauptebenen xy, 
xz. Ziehen wir durch irgend einen Punkt P die Parallele zur Achse x 
von R, so wird sie R in einem Punkte R im Endlichen schneiden. Die 
zu xy gelegte Parallelebene durch PR schneidet R in einer Parabel p, 
mit der Tangente #, in À. Die zwischen P und der Achse von 2, enthaltene 
Strecke auf der durch P zu 4 errichteten Senkrechten projiziert sich 
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orthogonal auf diese Achse in eine Strecke P, R,, welche gleich ist dem 
Parameter von #,. Projizieren wir orthogonal in die Ebene x y, so proji- 
ziert sich die Normale #, welche man von P auf die Berührungsebene 
von R im Punkte R fällt, in eine zu P, R, parallele Gerade. Daraus folgt, 
daß das zwischen P und x z enthaltene Stück von n sich orthogonal auf x 
in eine Strecke projiziert, welche gleich ist dem Parameter des in x y 
liegenden Hauptschnittes von R. Es projiziert sich also, da n normal- 
konjugiert ist zu der Polarebene von P, das zwischen den Ebenen x y, 
xz enthaltene Stück einer jeden Geraden des Achsenkomplexes eines 
Paraboloids orthogonal auf die Achse x in eine Strecke, welche gleich der 
doppelten Entfernung der Brennpunkte der in xz und xv, liegenden 
Hauptschnitte von R ist.!) 

Es sei F, der Brennpunkt der Hauptschnittparabel von R in der 
Ebene xy und F, der Brennpunkt der Hauptschnittparabel in xz. Aus 
der soeben bemerkten Eigenschaft unseres speziellen Achsenkomplexes 
ergibt sich, wenn az die Spur irgend einer Ebene A in xy und arr in xz 
ist, daß sich die in A ligende Parabel w, welche von den Komplexstrahlen # 
eingehüllt wird, nach (x z) orthogonal in eine Parabel w’ projiziert, welche x 
zur Scheiteltangente hat, und deren durch az und x begrenzte Tangenten- 
strecken sich auf x orthogonal in Strecken projizieren, welche alle die 
Länge 2.F,F, haben. Ist also A; der Schnitt von A mit x und macht 
man A; v = 2 F, F,, so ist v der Scheitel von u’. Analog ist die Orthogonal- 
projektion von # in die Ebene x y eine Parabel u”, welche x gleichfalls 
zur Scheiteltangente besitzt und deren durch ar und x begrenzte Tan- 
gentenstrecken sich auf x orthogonal in Strecken projizieren, welche alle 
die Länge 2.F,F, haben; macht man also A: p =2.F,F,, so ist w der 
Scheitel von w’’. 

Die Konstruktionen, welche wir für eine zentrische Fläche hier 
entwickelt haben, vereinfachen sich hiedurch ein wenig. Um dies zu zeigen, 
wollen wir hier (Fig. 4) die Hauptkrümmungsmittelpunkte M,, M, für 
einen Punkt P, sowie den Krümmungsmittelpunkt irgend eines Normal- 
schnittes durch P zur Darstellung bringen. Es schneide die Spur arr 
der Berührungsebene A in P die Normalebene durch P zu x in A, 
und die Parallele durch P’ zu x in 1, und P sei die Lage von P, 
in welche dieser Punkt bei einer Umklappung der Ebene A in die 
Ebene xz gelangt. Die Senkrechte in 1 treffe den über A: A, als Durch- 
messer geschlagenen Kreis im Punkte 7,, alsdann trifft der durch 7,, 
P gelegte Kreis mit dem Mittelpunkt auf az diese Gerade in den 
früher mit N,, N, bezeichneten Punkten und M,’ ist der Berührungs- 
punkt von »’ mit der Parabel, welche nebst 1’ noch N, P’, N, N berührt, 
außerdem x zur Scheiteltangente und die durch N, zu x gezogene Pa- 
. rallele x, zur Leitgeraden hat. Wir können also die Projektion M,’ des 


1) Vergl.: Reye, Die Geometrie d. Lage, II. Abt. 4. Aufl. S. 221. 
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Hauptkrümmungsmittelpunktes dadurch erhalten, daß wir im Punkte 
n’.x die Senkrechte y zu n’ errichten und durch ihren Schnitt mit x 
die Parallele zu z ziehen, welche n’ in M,’ trifft. Analog schneiden wir y 
mit der durch N, gezogenen Parallelen zu x und ziehen durch den Schnitt- 
punkt die Parallele zu z, welche n’ in M,’ schneidet. 


Fig. 4. 


Um den Krümmungsmittelpunkt M in P für den Normalschnitt, 
dessen Ebene durch die Tangente PL, der Fläche geht, zu erhalten, er- 
mitteln wir wie früher den Punkt H, ziehen durch Z, und H die Parallelen 
zu z, welche von n’ in I bezw. in IJ geschnitten werden und machen 
schließlich, um M’ zu erhalten, JJ M’ =I P’, oder aber bestimmen wir 
in irgend einer anderen Weise M’ als den Schnittpunkt von »’ mit der 
durch H gehenden von /, verschiedenen Tangente an die Parabel, welche 
l,, L, P’, n’ berührt, außerdem x zur Scheiteltangente und die durch L, 
zu x parallele Gerade zur Leitlinie hat. 

13. SchlieBlich wollen wir eine Anwendung unserer Betrachtungen auf | 
die Konstruktion des Scheitels S eines hyperbolischen Paraboloids H, welches 
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durch ein räumliches Viereck A BC D gegeben ist, machen. Es sind da 
a=AB, c —C D zwei Geraden einer Reihe und b = BC, d = D À zwei 
Geraden der zweiten Reihe auf H. Die Richtebenen von H seien R,, R,, von 
denen die erste parallel zu a und c, die zweite zu b und dist. Die Schnittgerade r 
von R, und R, gibt die Achsenrichtung von H an. Wir wollen die Fläche H 
zunächst in zwei zueinander normale Ebenen orthogonal projizieren (Fig. 
5), von denen die erste M normal zu 7 stehen soll und wollen zunächst 
für diese spezielle Lage unsere Aufgabe lösen. Zu dem Zwecke konstruieren 
wir die Normalenparaboloide P,, P, für H, für welche die Geraden a und b 
die Stützlinien sind. Jede Normalenfläche von H wird von den Haupt- 
ebenen H,, H, des Paraboloids H berührt ; denn jede Hauptebene enthält 
diejenige Normale an H, welche dem Schnittpunkte dieser Hauptebene 
mit der Stützlinie der Normalenfläche zugehört. Projizieren wir nun P, 
von dem unendlich fernen Punkt der Geraden 7 aus, so erhalten wir 
einen parabolischen Berührungszylinder Z,, welcher von H, und H, berührt 
wird ; derselbe ist hier senkrecht zur ersten Projektionsebene und projiziert 
sich in eine Parabel p,, nämlich die Umrißparabel für die erste Projektion 
von P,. Die asymptotische Ebene S, || R, von H für die Gerade a ist 
projizierend in die Ebene M; sie ist die Zentralebene der Geraden a 
auf P, und es ist, wie auch aus Früherem folgt, die Achse von P, senk- 
recht auf S,, also parallel zu M, weshalb sie auch die Achsenrichtung von 4, 
ist. Daraus folgt, daß a’ die Scheiteltangente von p, ist. Die Projektionen 
né, ng’ der Normalen in A und B an H sind zwei weitere Tangenten von /,, 
wodurch diese Parabel und der Zylinder Z, bestimmt sind. Analog finden 
wir für den projizierenden Zylinder Z, von P, in die Ebene M, daß b’ die 
Scheiteltangente ist und daß mg’ und die Projektion my’ der Normale in C 
an H zwei weitere Tangenten an die Spurparabel #, von Z, sind, wobei ps, 
zugleich der Umriß der ersten Projektion von P, ist. 

Die Parabeln £,, f, haben ng’ gemeinschaftlich, ihre zwei weiteren 
gemeinschaftlichen Tangenten sind die Spurgeraden 410), 412 der gesuchten 
Ebenen H,, H,. Da H, _LH,, so ist hier auch 47) L hı® und es ist somit 
der Schnittpunkt O7 von hf; und h7® der gemeinschaftliche Punkt der 
Leitgeraden von #, und p, ; er ist zugleich der Spurpunkt der Achse o von H. 
Diese Leitgeraden s,’, s,’, da sie parallel zu a’ resp. 0’ sind, stellen zwei 
Gerade s,, s, auf der Fläche H dar, welche sich in einem Punkte S auf o, 
also im Scheitel der Fläche H schneiden; sie sind somit die Scheitel- 
erzeugenden von H. 

Die Senkrechten in A’ zu n,’ und in B’ zu ng’ treffen sich im Brenn- 
punkt F„ von p,. Diese Senkrechten sind die Projektionen der inbezug 
auf M genommenen Spurparallelen für die Berührungsebenen (a d), (a b) 
von H,. Die inbezug auf M genommenen Spurparallelen der Berührungs- 
ebenen von H in den Punkten auf a, welche durch diese Punkte gezogen 
werden, bilden ein hyperbolisches Paraboloid, welches M und S, zu Richt- 
ebenen hat und infolgedessen steht eine Gerade desselben senkrecht auf M. 
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Deshalb werden sich die ersten Projektionen dieser Spurparallelen alle 
im Punkte Ff, schneiden. Die Scheitelgerade s, von H schneidet a; die Berüh- 
rungsebene (a s,) an H in dem Schnittpunkte S, hat die Gerade s, selbst 
zur Spurparallelen ; somit geht s,’ auch durch Fy. Analog schließen wir, daß 
die Parabel #, die Gerade 0’ zur Scheiteltangente und den Schnittpunkt Fg 
von B’ F, mit s,’ zum Brennpunkte hat. Wir können dieses Ergebnis wie 
folgt aussprechen. 


Die Orthogonalprojektion irgend eines Normalenparaboloides P der 
Fläche H in die Scheitelebene desselben ist eine Parabel, welche die Projektion 
der Stützgeraden von P zur Scheiteltangente, die mit ihr derselben Reihe 
angehörende Scheitelerzeugende zur Leitgeraden hat und deren Brennpunkt 
auf der zweiten Scheitelerzeugenden von H liegt. 


Schneiden wir die Seiten a, b, c, d des Vierecks 4 BC D mit irgend 
einer zu M parallelen Ebene in den Punkten 7, 2, 3, 4 und ziehen durch 
BEC DO AZ entsprechendadie Parallelen zur 1227 237 3211753 
erhalten wir das einfache Viereck Fp Fy F3F,, dessen Seiten durch C’, D’, 
A’, B’ halbiert werden und dessen Diagonalen ss,’ = Fe Fy, ss = Fy Faq 
die Projektionen der Scheitelerzeugenden sind, die sich im Scheitel S 
von H treffen. Daß die Ebenen H,, H, die Symmetralebenen für (os) 
und (os) sind, bestätigt auch die Konstruktion der Tangenten von Or 
an #, oder fy. 
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14. Zum Schluß wollen wir die letzte Aufgabe lösen, wenn das Viereck 
in allgemeiner Lage zu einer vorgegebenen Projektionsebene liegt, in 
welche wir orthogonal projizieren (Fig. 6). Es sei etwa der Punkt R außer 
durch seine Projektion B’ noch durch seinen Distanzkreis (B) ausgedrückt, 
weiter seien die Projektionen A’C’, D’ der Punkte A, C, D und die Spur- 
punkte Ar, Br, Cr, Dr der Geraden a = A B,b=BC,c=CD,d=DA 
gegeben. Ziehen wir die Parallele zu d durch C, welche Cr D; in 1 schneidet 
und die Parallele zu c durch A, welche C; Dr in 2 schneidet; diese Pa- 
rallelen schneiden sich in einem Punkt, dessen Verbindungsgerade m 
mit B die Durchmesserrichtung von H angibt; die Geraden Br 1, Ar2 
treffen sich im Spurpunkt M7 von m und die Ebenen (a m), (bm) sind 


die Richtebenen von H. Nun konstruieren wir in bekannter Weise die 


Spur nı der in B zur Geraden MB errichteten Normalebene N, in die 
wir orthogonal projizieren, wobei wir die Projektion in die gegebene Pro- 
jektionsebene der Orthogonalprojektion eines Gebildes & nach N durch Z* 
bezeichnen wollen. Es ist also a* die Verbindungsgerade des Schnitt- 
punktes 3 von A; 2 mit my und des Punktes B’ und b* ist die Verbindungs- 
gerade des Schnittpunktes von B; 1 mit nı und des Punktes B’, während 
wir die Schnittgerade g von (ab) mit N als die Verbindungsgerade des 
Punktes Ar Br.nr mit B und die Schnittgerade h von (cb) mit N als 
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die Verbindungsgerade des Punktes B; C; . nı mit B erhalten. Die Parallele 
durch C’ zu m’ trifft b* im Punkte C* und die Gerade g’ schneidet die 
Parallele durch C* zu h’ in dem Punkte Fg*, welcher dem Brennpunkte Fg 
der Parabel p, der vorangehenden Konstruktion entspricht; der F, ent- 
sprechende Punkt F,* ist zu Fg* inbezug auf B’ symmetrisch. Durch F,* 
geht dann s,* parallel zu 5* und durch Fg* geht s,* parallel zu a*. Die 
Projektion o’ der Achse o von H geht somit durch den Schnitt der Ge- 
raden s,*, s,* parallel zu m’. Die Scheitelerzeugende s, trifft a im Punkte S,, 
für welchen S,* = a*.s,*; die Parallele zu m’ durch S,* schneidet a’ im 
Punkte S,’, durch den s,’ parallel zu s,* geht. Die Gerade s, trifft 0’ in 
der Projektion S’ des Scheitels von H; und durch S’ ist auch s,’ parallel 
zu s,* zu führen. 

Abgesehen von unseren Betrachtungen hätten wir nach der Ermitte- 
lung von a* und 5* auch so schließen können. Der Umriß für die Pro- 
jektion von H ist eine Parabel, welche durch die Tangenten a’, D’, c’, d’ 
festgelegt ist. Wir können mit Hilfe von Brianchonschen Sechsseiten an 
diese Parabel die Tangente s,’ ||a* und die Tangente sy’ || b* ermitteln, 
welche Tangenten sich in S’ schneiden. Die hier entwickelte Konstruktion 
ist nicht weniger einfach. Uns handelte es sich aber hauptsächlich darum, 
die verschiedenen hier auftretenden Zusammenhänge hervorzuheben. 


Zum Normalenproblem der Kegelschnitte. 


Vom 


Hofrat Prof. VINC. JAROLIMEK 


(k. k. böhm. techn. Hochschule in Prag). 
Mit 2 Figuren im Texte. 


(Vorgelegt am 15. Jänner 1915.) 


Die modernen Geometer befassen sich vielfach mit solchen Lösungen 
von Aufgaben 3. und 4. Grades über Kegelschnitte, welche ausschließlich 
mit dem Zirkel und Lineal ausgeführt werden können, also ohne Ver- 
zeichnung von Hilfskegelschnitten oder Kurven höherer Ordnung. Die 
Möglichkeit solcher Konstruktionen war jedoch bisher an die Voraus- 
setzung gebunden, daß entweder ein gegebener, oder ein beliebiger Kegel- 
schnitt in derselben Ebene gezeichnet vorliegt. Manche von diesen Lösungen 
sind sehr sinnreich und in theoretischer Hinsicht ganz befriedigend. Wenn 
man jedoch die betreffenden Konstruktionen wirklich ausführt, so gelangt 
man zu der Überzeugung, daß ihre Resultate sehr ungenau sind, indem 
die gezeichneten Kurven, deren gemeinsame Schnittpunkte für die Lösung 
entscheidend sind, sich zum großen Teile in allzukleinen Winkeln schneiden. 
Für den praktischen Bedarf sind dann gewiß Hilfskegelschnitte vorteil- 
hafter, besonders wenn es genügt, einen kleinen Bogen derselben wirklich 
zu zeichnen, nachdem es evident ist, wohin der gewünschte Schnittpunkt 
fällt, und wenn der Schnittwinkel genügend groß ist. 


Zu den hervorrangendsten Problemen dieser Art gehören die Achsen 
des Kegels II. Ordnung und die Normalen eines Kegelschnittes, welche 
durch einen außerhalb der Kurve gegebenen Punkt gehen sollen. Die 
schönste Lösung der letzteren Aufgabe ist die bekannte von Joachims- 
thal, welche von den Prof. K. Pelz und Dr. J. Sobotka noch vereinfacht 
wurde. Aber eben diese Konstruktion hat den Nachteil, daß von den vier 
Schnittpunkten des Joachimstaler Kreises mit dem gegebenen Kegelschnitt 
(wenn alle reell sind) zwei bis drei nur ungenau bekommen werden, ja 
daß an diesen Stellen beide Kurven nahezu zusammenfallen. Aus diesen 
Gründen habe ich mich entschlossen, auch eine eigene Lösung vorzulegen, 
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welche zwar ziemlich komplizierte Konstruktionen erfordert, diese sind 
aber allgemein bekannt; die Methode ist höchst einfach, selbst der gegebene 
Kegelschnitt braucht nicht gezeichnet zu werden, und von dem Hilfs- 
kegelschnitt genügt ein kurzer Bogen (Fig. 2), da nur ein einziger Schnitt- 
punkt dieses Kegelschnittes mit einem Kreise bestimmt werden muß, 
und die gesuchten Normalen mit gewünschter Genauigkeit liefert. 
Unsere Methode ist die folgende: Die Fußpunkte a, b, c, d der 
aus einem gegebenen Punkte e gefällten Normalen einer Ellipse (oder 
Hyperbel) X liegen, wie bekannt, auf der Apollonischen Hyperbel H, 
welche durch e und den Mittelpunkt s von K geht; die Asymptoten von H 
sind parallel zu den Achsen von K. Diese Fußpunkte sind die Grundpunkte 
des Kegelschnittbüschels (X H); die Diagonalpunkte x, y, z des voll- 
ständigen Vierecks abcd sind die Ecken des gemeinsamen Polardreiecks 
im Büschel, und seine Seiten ab, cd... die Kollineationsachsen der 
Kurven K, H. Jede zwei von diesen, welche durch dieselbe Ecke des 
A xyz gehen, nennen wir konjugierte. Es genügt also zwei konjugierte 
Kollineationsachsen O,:0’ (Fig. 2) zu konstruieren; ihre Schnittpunkte 
mit dem gegebenen Kegelschnit: K geben die Fußpunkte der gesuchten 
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Normalen, welche Konstruktion auch ohne die Kurve K einfach aus- 
geführt werden kann (mittels zentrischer Affinität oder Kollineation 
mit einem Kreise). Entweder sind alle drei Paar der Kollineationsachsen 
reell, oder mindestens eins; im ersten Falle erhält man vier, im zweiten 
nur zwei reelle Normalen (eine von den Achsen O, O’ schneidet K nicht). 

Schreiten wir zur Ausführung. Der Kegelschnitt X (in Fig. 1 eine 
Ellipse) sei durch die Halbachsen s m, sn gebegen. Die Hyperbel H wird 
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von zwei projektiven Strahlenbüscheln erzeugt (ihre Mittelpunkte sind s, e), 
von denen der erste aus den Durchmessern der Kurve K, der zweite aus 
den aus e auf die zu den ersten konjugierten Durchmessern gefällten 
Senkrechten besteht. H geht also durch die Punkte s, ¢, und ihre Asymp 
toten sind parallel zu sm, sn. Einen weiteren Punkt g erhalten wir im 
Schnittpunkte der Strahlen F und eg LE, wenn E, F zwei konjugierte 
Durchmesser sind in X. Die Konstruktion der Achsen der Hyperbel H 
aus drei Punkten s, e. g und den Asymptotenrichtungen ist bekannt; 
u ist ihr Mittelpunkt BR Lsm, sIILsn, g IIT || sm, gIV || sn, dei 
Schnittpunkt (III IV, III) =u], v ein Scheitel derselben. 

Das gemeinsame Polardreieck xyz von K und H konstruieren wir 
nach Solin!) ohne Darstellung von Hilfskegelschnitten. Allen Geraden 
der Ebene entsprechen in Bezug auf K und H konjugierte Kegelschnitte,?) 
welche ein Kegelschnittnetz (mit den Grundpunkten x, y, z) bilden. Wir 
konstruieren zunächst die Gerade P, welcher im Netze ein Kreis P, 
(Fig. 2) entspricht. Aus der absoluten Punktinvoluticn im Unendlichen 
greifen wir zwei Punktepaare heraus, nämlich durch beliebige zwei rechte 
Winkel (Fig. 1), z. B. 1,,, 1, auf den Achsen von K, 2, 2, auf den 
Achsen von H, und bestimmen ihre (in Bezug auf X, H) konjugierten 
Pole 1 (Schnittpunkt der beiden Polaren zum Pole 1,,), 1’, 2, 2’. Die Ver- 
bindungsgeraden von nicht entsprechenden Punkten 12, 1 2’ schneiden 
sich im Punkte 3, die Geraden 1 2’, 12 im Punkte 4, und 34 = P3) Zu den 
Punkten 3, 4 bestimmen wir die konjugierten Pole 3,, 4 (Fig. 2) und 
beschreiben über dem Durchmesser 3, 4, den Kreis P, (Mittelpunkt z,). 
Dieser geht durch die Scheitel des A xyz und außerdem durch den Punkt w, 
weil der Kreis, welcher einem beliebigen Polardreieck der gleichachsigen 
Hyperbel umschrieben wird, durch ihren Mittelpunkt gehen muß. Eine 
zweite Gerade Q bestimmen wir so, daß ihr (zu K, H) als konjugierter 
Kegelschnitt Q, eine zu K homothetische Ellipse entspricht. Die Kurven 
Q,, K bilden auf der unendlich fernen Geraden dieselbe Involution harmo- 
nischer Pole. Nehmen wir auf derselben zwei Punktepaare an, am besten 
wieder 1,,1, (Fig. 1) wie oben, das zweite 5,,, 5, etwa auf den kon- 
jugierten Durchmessern E,F, welche zu den Achsen von K symmetrisch 
liegen. Dem ersten entsprechen die Punkte 1, 1’, während die Punkte 
50 5, gegenseitig konjugierte Pole (zu X, H) sind, weil E, F parallel 
laufen zu zwei konjugierten Durchmessern der Hyperbel H. Die Ver- 
bindungsgeraden 15, und 7’ 5, schneiden sich im Punkte 6, die Ge- 
raden 15, und 1’ 5,, im Posie 7, und 67=0. Zu den Punkten 6, 7 
(Fig. 2) bestimmen wir die (zu K, H) konjugierten Pole 6), 7); die Strecke 


1) Siehe z. B. Wiener, Darstellende Geometrie II, pag 18.—22. 

2) Wenn ein Punkt eine Gerade P beschreibt, so beschreibt sein in Bezug 
auf K und H konjugierter Pol einen Kegelschnitt P,, welcher zu P konjugiert 
genannt wird. 

3) Wir wiederholen den bekannten Beweis nicht. 
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6, 7, gibt einen Durchmesser der Ellipse Q, mit dem Mittelpunkte &,. Die 
Kurven P,, Q, schneiden sich i. a. in vier Punkten; einer von ihnen, 
der zum Schnittpunkte (PO) konjugierte, kommt als zufälliger außer 
Betracht; die drei übrigen geben die Scheitel des A xyz. Die zu K 
homothetische Ellipse Q, braucht nicht gezeichnet zu werden; wir be- 
stimmen den inneren Ahnlichkeitspunkt der beiden Ellipsen w, indem 
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wir durch den Mittelpunkt s von A den Durchmesser 6’ 7’ || CR zichen, 
konstruieren seine Endpunkte 6’, 7’ mittels der Affinität der Ellipse X 
mit dem Kreise, welcher eine Achse von K zum Durchmeser hat,!) und 
bestimmen den Schnittpunkt (6’ 6,, &,s) ==@. In demselben Ähnlichkeits- 
feld zeichnen wir den zu P, homologen Kreis P’; sein Mittelpunkt 7’ ist 
im Schnittpunkte des Strahles t,« mit der Geraden sr’ || &,r,, begrenzen 
seinen Halbmesser 1’ 4 || t) 4 mit dem Strahle 4 ®, und beschreiben 
den Kreis P’ mit dem Halbmesser 7’ 4’. Die Schnittpunkte der Kurven 
P’, K sind homolog zu x,y,z. Wir brauchen nur einen von diesen, z. B. x’; 
hiezu brauchen wir nicht die ganze Ellipse X?), sondern nur den Bogen nx’, 
welcher in unserem Falle so kurz ist, daß man ihn durch den Krümmungs- 
kreis im Scheitel 7?) ersetzen kann, sonach die ganze Konstruktion ohne 
alle Hilfskegelschnitte ausgeführt werden kann. Projizieren wir den Punkt x’ 
aus w zurück auf den Kreis Py, so erhalten wir den Scheitel x des Polar- 
dreiecks. Zum Pole x konstruieren wir die Polare X von A4) (zugleich 
Polare der Hyperbel H), und aus x die beiden Kollineationsachsen O, O0’ 
der Kurven K, H. Zu diesem Zwecke suchen wir zu einem beliebigen 
Punkte 8 den konjugierten (in Bezug auf K, H) Pol 9, projizieren beide 
aus x auf die Polare X in die Punkte 8’, 9’, bestimmen auf diese Art noch 
ein Punktepaar der Involution (8 9)... auf der Geraden X, und verbinden 
ihre Doppelpunkte 0, o’ mit dem Punkte x; xo=0, x 0’ =O’ (Beweis 
bekannt). Sind jedoch die Punkte y, z verzeichnet, so ist (y z) das zweite 
Punktepaar. 


Es erübrigt nur noch die Schnittpunkte dieser Geraden mit dem 
Kegelschnitte K zu konstruieren; wir erhalten sie einfach mittels der 
Affinität der Ellipse mit einem Kreise, oder, wenn X eine Hyperbel ist, 
mittels der zentrischen Kollineation z. B. mit dem Krümmungskreis im 
Scheitel der Hyperbel. Die Achse O’ schneidet A in den Punkten a, b, 


1) Ist K eine (nicht verzeichnete) Hyperbel, so konstruieren wir den zu 67 
konjugierten Durchmesser R, die Tangente 7 || R und ihren Berührungspunkt 6’, 
was mittels der Brennpunkte elementar ausgeführt werden kann. 

2) Wie z. B. K. Pelz in seiner Abhandlung „Zum Normalenproblem einer 
vollständig gezeichneten Ellipse‘‘ (1887). 

3) Fällt x’ weiter vom Scheitel 7, so bestimmen wir leicht irgend einen Ellipsen- 
punkt, welcher in die Nahe vom Kreise P’ zu liegen kommt, und seinen Krümmungs- 
kreis, welcher P’ im Punkte x’ schneidet. 

4) Die Schnittpunkte der Polare X mit dem Kreise P, sind die übrigen 
Scheitel y, z des Polardreiecks; wir brauchen sie jedoch nicht, auch können sie 
imaginär sein. 
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die Achse O in c, d; die Verbindungsgeraden ea, eb, ec, ed sind die 
gesuchten Normalen. Schneidet eine von den Achsen O, O’ die Kurve K 
nicht, so erhält man nur zwei reelle Normalen. 

Wenn © oder O’ nur einen sehr kurzen Bogen von K abschneidet, 
so sind die Schnittpunkte ungenau ; man bekommt sie genauer als Doppel- 
punkte der Involution harmonischer Pole, welche auf O die Kurve K 
bildet; zwei ihrer Punktepaare erhalten wir leicht auch dann, wenn X 
nicht verzeichnet ist. Oder benützen wir andere Kollineationsachsen, 
z. B. yad, ybc. 

Wenn K eine Parabel ist, so könnte zwar diese Methode auch ange- 
wendet werden; aber es ist bekannt, daß die Fußpunkte a, b, c der drei!) 
hier möglichen Normalen (aus dem Punkte e) mit dem Scheitel der Pa- 
rabel v auf einem Kreise L liegen, dessen Mittelpunkt leicht ermittelt 
werden kann (Joachimsthal). 

Diese Konstiuktion hat freilich denselben Nachteil, daB zwei von 
den Schnittpunkten der Kurven X und Z sehr ungenau ausfallen können, 
z. B. a, b (wenn der Punkt e innerhalb und unweit der Evolute der Parabel 
gegeben ist); es dürfte sich demnach auch in diesem Falle empfehlen, 
zwei konjugierte Kollineationsachsen ac, vb der Kurven mittels des 
gemeinsamen Polardreiecks zu konstruieren, deren Schnittpunkte mit dem 
Kreise Z mit den Fußpunkten der gesuchten Normalen identisch sind. 

Ist der Punkt e auf einer Achse M der Ellipse oder Hyperbel X 
gegeben, so zerfällt die Apollonische Hyperbel H in zwei Gerade M 
und N | M. Es genügt also einen Punkt g der Geraden N zu bestimmen, 
indem wir zwei konjugierte Durchmesser E, F der Kurve X zeichnen, 
fällen aus e das Lot Z_LE und suchen den Schnittpunkt (LF) =g. 
Durch g ziehen wir N | M, bestimmen die Schnittpunkte a, b der Ge- 
raden N mit dem Kegelschnitte K, und verbinden ea, eb. Hiemit sind 
zwei Normalen der Kurve K konstruiert, welche durch den Punkt e gehen; 
die übrigen zwei fallen mit M zusammen, und ihre Fußpunkte mit den 
auf der Achse M liegenden Scheiteln c, d des Kegelschnitts K. 


1) Die vierte ist parallel zur Achse der Parabel, und hat ihren Fußpunkt im 
Unendlichen. 
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Konstruktion von Schmiegungsebenen 
an gewisse Kurven mit einigen darstellend 
geometrischen Anwendungen. 


Von J. SOBOTKA. 


(Mit 15 Figuren im Text.) 


Vorgelegt am 30. Oktober 1914. 


1. Die Betrachtungen, welche hier angestellt werden, mögen in eine 
Reihe von Aufgaben zergliedert werden. Als Ausgangspunkt diene die 
folgende Aufgabe. 

Auf einer Geraden p ist eine Reihe von starrverbundenen Punkten 
A, B, C,... gegeben; die Gerade wird einer Bewegung unlerworfen, bei 
welcher sie beständig zu einer gegebenen Ebene M parallel bleibt und eine 
zu M senkrechte Zylinderfläche Z berührt, wobei der Punkt A eine gegebene 
Kurve (A) beschreibt; für die Kurven (B), (C),..., welche alsdann von den 
Punkten B, C,... beschrieben werden, sollen in der jeweiligen Lage dieser 
Punkte die Kriimmungsmittelpunkte Kg, Ky,... und die Schmiegungsebenen 
B, C,... konstruiert werden, wenn der Krümmungsmittelpunkt Kg und die 
Schmiegungsebene A der Kurve (A) für den zugehörigen Punkt A gegeben sind. 

Wir beziehen unsere Gebilde auf die Ebene M oder auf eine zu ihr 
parallele Ebene, welche als Projektionsebene einer parallelen, am ein- 
fachsten einer orthogonalen Projektion gewählt wird. Die Projektion eines 
Gebildes Z wird, wie üblich 2” bezeichnet. Es werde irgend eine Lage p 
der bewegten Geraden mit der Punktreihe A, B, C,... betrachtet. Der 
Berührungspunkt Z pon p mit der Zylinderfläche Z beschreibe auf dieser 
eine Kurve (Z). 

Wir wollen zunächst den Zusammenhang der Kurven (77), (4°), 
(B’),... näher charakterisieren. Die auf p unmittelbar folgende Lage der 
beweglichen Geraden sei p, mit den zugehörigen Punkten A,, B,, C,,... Zı: 

Da AB AB, AC; — ACH. 2. sorbeschreiben die Geraden AA, 
B B;, CC;,... ein hyperbolisches Paraboloid. Es bilden deshalb die Tan- 
genten a, b, c,... der Kurven (A), (B), (C),... in den Punkten A, 5, 
C,... auf $ ein hyperbolisches Paraboloid Q. Ist also die Tangente a 
an (4) im Punkte A gegeben, so finden wir die Tangente an irgend eine 
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von den übrigen Kurven (B), (C),... im zugehörigen Punkte wie folgt. 
Wir ermitteln (Fig. 1) den Spurpunkt A; von a in der Projektionsebene-M ; 
die Parallele a zu p’ durch Ar ist die Spur der Berührungsebene von Q 
im Punkte A. Sind Dr, cz, . . . die Spuren der Berührungsebenen by p, cr p, . . . 
von © in B, C;..., so besteht die Projektivität (A, B, C,... Z, Os) = 
= (ar, dr, cn... ~’, u,), wenn U,, der unendlich ferne Punkt auf p 
und w,, die unendlich ferne Gerade von M ist. Ziehen wir die Senkrechte N’ 
durch Z’ zu #’, so folgt aus der bemerkten Projektivität, daß die Ver- 
bindungsgeraden der Punkte A’, ar.N’; B’, br.N’; ... untereinander 
parallel sind. 

Um also 5b zu konstruieren, ziehen wir durch B’ die Parallele zu 
der Geraden, welche A’ mit ar . N’ verbindet; durch deren Schnittpunkt 
mit N’ geht 6; parallel zu az. Da nun A’ B’ = A,’ B,’, A’C’ = A/C... 
so schneiden sich die Normalen in A’, B’, C’,... an die Kurven (A’), (B’), 
(C’),... in einem Punkte n’, welcher auch auf N’ liegt. Dieser Punkt ist 
das momentane Drehungszentrum für den Übergang von #’ in die un- 
mittelbar benachbarte Lage #,’; er ist der Brennpunkt der Umrißparabel 
von Q’. Die Senkrechte in B’ zu n’ B’ ist also die Projektion 5’ der Tan- 
gente D, deren Spurpunkt Br der Schnitt von D’ mit dr ist, wodurch 5 
vollständig bestimmt ist. Die Gerade m; = Ar By ist die Spur von Q in M; 
auf ihr liegen die Spurpunkte sämtlicher Tangenten a, b, c,... 

Die Bestimmung der Krümmungsmittelpunkte ß, y,... von (B’), 
(C’),... in B’, C’,..., wenn wir den Krümmungsmittelpunkt « von (A’) 
in A’ und den Krümmungsmittelpunkt € von (Z’) in Z’ kennen, erfolgt 
durch bekannte Konstruktionen ; die Punkte «, B, y,... sind ja die Krüm- 
mungsmittelpunkte der Bahnkurven, welche die Punkte einer Geraden £’, 
die einem ebenen starren System angehört, bei einer Bewegung dieses 
Systems in seiner Ebene beschreiben. Es herrscht zwischen den Punkten 
dieses Systems und den Krümmungsmittelpunkten der Bahnkurven der- 
selben für jede Lage eine einfache quadratische Verwandtschaft. Es liegen 
also die Punkte a, B, y,... auf einem Kegelschnitte k. 

Die punktweise Konstruktion von k ist vielfach Gegenstand von 
Betrachtungen gewesen. Wir geben sie hier in der von A. Mannheim er- 
läuterten Form.!) Ducrh £ und »’ ziehen wir die Parallelen g und g zu p’ 
und schneiden Z’« mit g in a,; durch «a, ziehen wir die Parallele zu N’ 
bis zum Schnitt «&* mit A’n’, worauf wir in «* die Senkrechte zu A’ n’ 
errichten, welche g in einem festen Punkte P trifft. Wir gelangen also 
immer zu demselben Punkte P auf g, wenn wir die Konstruktion statt 
für @ für irgend einen der Punkte ß, y,... durchführen. 

Setzen wir also @ als bekannt voraus, so können wir den Punkt P 
konstruieren, mit Hilfe dessen wir dann die Punkte ß, y,... erhalten Um 


1) Cf. A. Mannheim: Principes et développements de Géométrie cinématique, 
Paris 1894; str. 36. 
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beispielsweise 8 zu bekommen, fällen wir von P die Senkrechte auf B’ n’ 
und ziehen durch ihren Fußpunkt ß* die Parallele zu N’, welche q im 
Punkte ß, schneiden möge; alsdann wird die Gerade B’n’ von Z’ ß, im 
Punkte 6 getroffen. 

Die Punkte «*, B*,... ergeben den über der Strecke P n’ als Durch- 
messer beschriebenen Kreis k*; es ist dies einer von den beiden dem 
momentanen Pol n’ der Bewegung zugehörigen Bobilierschen Kreisen. 
P yn’ ist die Normale der Polkurven in »’, und dem Kreise k* entspricht 
in unserer quadratischen Verwandtschaft die unendlich ferne Punktreihe 
des beweglichen Systems. k und k* oskulieren einander in 7’, was ja auch 
unsere Konstruktion bestätigt. Es ergeben sich nämlich & und %* hier 
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als zwei zentrisch kollineare Kegelschnitte für ’ als Zentrum und g als 
Achse der Kollineation, wobei dem zu k bezogenen Punkte Z’ zentrisch 
kollinear der unendlich ferne Punkt von N’ entspricht. Der Kreis k* geht 
durch den Krümmungsmittelpunkt £ der Hüllbahn von #’, was ja auch 
aus unserer Konstruktion folgt. 

2. Der Zusammenhang der Tangenten a, 5, c,... für die verschie- 
denen Kurven (A), (B), (C), ... in. den Punkten A, B, C,... welche auf 
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irgend einer Lage von p liegen, ist also äußerst einfach. Aber auch der 
Zusammenhang der Schmiegungsebenen A, B, C,... dieser Kurven in 
den erwähnten Punkten ist sehr einfach. Sind A,, A, A, drei konsekutive 
Punkte auf (A), ebenso B,, B, B,; C,, GC, ... aut (6); (Ole come 
die Punktreihen A,, Bo, Co = .-5 4, BG... Ay, b; Oa) 2 koperica 
stehen also in einer besonderen Projektivität. Infolgedessen umhüllen 
die Ebenen 4,4 4,, By BB, C,CC,,... eine kubische Raumkurve, 
welche die unendlich ferne Ebene des Raumes gleichfalls zur Schmie- 
gungsebene hat und somit eine räumliche Parabel ist. Die Schmiegungs- 
ebenen A, B, C,... umhüllen somit eine räumliche Parabel. 


Der Kegelschnitt k besitzt zwei unendlich ferne Punkte x, A, welche 
entweder reell oder konjugiert imaginär sind. Die Gerade n’x treffe 5’ in H’, 
die Gerade n’ Ain L’. Diese Punkte sind die Projektionen von zwei Punkten 
H, L auf p, welche bei der betrachteten Bewegung zwei Kurven (AH), (Z) 
beschreiben. Die konsekutiven Punkte H,’, H’, H,’ von (H’) liegen auf 
einer Geraden A’, weil (H’) in H’ einen unendlich großen Krümmungs- 
halbmesser hat; aus demselben Grunde liegen die konsekutiven Punkte 
L,’, L’, L,’ auf einer Geraden 7’, Daraus folgt, daß den Kurven (A), (Z) 
in den Punkten 7, L Schmiegungsebenen zukommen, welche projizierend 
zur Ebene M sind. 

Konstruieren wir den zu k* inbezug auf n’ symmetrischen Kreis k,! 
Er ist als der zweite Bobiliersche Kreis der betrachteten Momentanlage 
der geometrische Ort von solchen Punkten des bewegten Systems, welche 
Inflexionspunkte der von ihnen beschriebenen Bahnen sind. Es schneidet 
also À, die Gerade p” in den Punkten H’, L’, und die Senkrechten in 4’ 
und L’ zu der Geraden H’n’, resp. L’n’ schneiden sich auf k, in dem 
zu n’ diametral gegenüberliegenden Punkte 7’, mögen die Schnittpunkte 
H’, L’ reell, und zwar von einander verschieden oder zusammenfallend 
oder aber konjugiert imaginär sein. 

Der Punkt 7’ liegt also auf P 7’ und wir erhalten ihn, wenn wir 
n'y’ = Pn’ machen. 

Der Punkt 7’ ist die Projektion einer projizierenden Geraden 7, in 
welcher sich die projizierenden Schmiegungsebenen H, L der erwähnten 
räumlichen Parabel schneiden. 

Auf anderem Wege gelangen wir zu 7 folgendermaßen. Wir verlegen 
die Durchmesserinvolution von À parallel nach (Z) so, daß der Mittel- 
punkt derselben nach x’ kommt. In dieser Lage werden n’%, n’A die 
Doppelstrahlen der Involution sein. Die Involution (7) wird von p’ in 
einer Punktinvolution (IZ) geschnitten, deren Doppelpunkte als Schnitte 
von n’%, n’A mit p’ die Punkte 4’, L’ sein werden. Die Senkrechten in 
den Punkten auf #’ zu deren Verbindungsgeraden mit n’ umhüllen eine 
Parabel (x); sie werden also eine Tangenteninvolution auf (x) bilden, 
deren Doppelstrahlen durch H’ und L’ gehen. Die Senkrechte ¢ in n’ zu 
Pn’ ist Tangente von k in n’. Da g die gemeinschaftliche Sehne von k 
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und &* ist, so sind g und ¢ harmonisch getrennt durch das Rechtwinkel- 
paar von (I). Dieses schneidet p’ in einem Punktepaar von (IJ), das wir 
im Schnitte von 5’ mit dem um den Schnittpunkt x von ¢ mit p’ als Mittel- 
punkt beschriebenen und durch »’ gehenden Kreis erhalten. Bestimmen 
wir auf ¢ den Punkt N so, daß 5 N = n’r wird, so folgt hieraus, daß N 
auf der Involutionsachse der auf (#) hervorgerufenen Involution liegt. 
Dem durch Z’ gehenden Durchmesser von k, welcher g in o, schneiden 
möge, ist der zu g parallele Durchmesser konjugiert, wie aus der zentri- 
schen Kollineation zwischen k und k* unmittelbar hervorgeht. Somit 
schneidet die durch n’ zu Z’ 6, gezogene Parallele die Gerade f’ im Mittel- 
punkt M’ der Involution (II). Die Senrechte m’ von M” auf Z’ oe, bildet 
also mit der unendlich fernen Geraden von M ein Paar der Tangenten- 
involution auf (u). Daraus folgt, daß die Achse s dieser Tangenteninvo- 
lution durch N geht und senkrecht auf Z’o, ist. Der Punkt 7’ ist nun 
der Pol von s inbezug auf (#) und m’ ist die zu s parallele Tangente an (x). 
Der FuBpunkt e der Senkrechten von P auf g ist Schnittpunkt von À 
und À* und es ist »’ 6, = o,8. Der Berührungspunkt von m’ mit (u) liegt 
somit auf der zu Pe inbezug auf Z’n’ symmetrischen Geraden 7, welche 
deshalb durch 7’ geht. Da n’ der Brennpunkt von (x) ist, so liegt N auf 
der Leitgeraden von (uw), und es ist die Gerade P n’, da sie senkrecht auf ¢ 
steht, die Polare von N inbezug auf (x) und geht somit auch durch den 
Punkt 7’. Damit ist 7’ in gleicher Weise wie früher festgelegt. 

3. Die Gerade p ist eine Achse unserer räumlichen Parabel pi. 

Liegen nämlich auf drei Geraden #,, p, p, projektive Punktreihen 
ABC ABC ABC. so umhüllen die Ebenen 4, 447 
B, BB, C,CC,,... eine kubische Raumkurve #3. Die Geraden A, A, 
B, B, C,C,... beschreiben eine Regelschar Q, die Geraden A A, B B,, 
CC,,... eine Regelschar Q,. Die Berührungsebenen an beide in den 
Punkten von p bilden zwei projektive Ebenenbüschel und die Doppel- 
ebenen derselben sind zwei Schmiegungsebenen von #%, die sich in p 
schneiden.!) Denn ist F ein Punkt auf p, in welchem Q und Q, eine ge- 
meinschaftliche Berührungsebene besitzen, so enthält diese sowohl die 
Gerade F, F als auch die Gerade F F, und auch die Gerade p. In unserem 
Falle sind Q, Q, zwei unendlich benachbarte hyperbolische Paraboloide. 
Die durch p zu M parallel gelegte Ebene M, ist asymptotische Ebene 
sowohl für Q als auch für Q,; es ist also M, eine Schmiegungsebene von p. 

Die Schnittgeraden dp, by, Co, .. . der Schmiegungsebenen A, B, C,... 
mit der Schmiegungsebene M, von 5% umhüllen einen Kegelschnitt, welcher 
hier eine Parabel (v) ist, da die unendlich ferne Ebene U auch eine Schmie- 
gungsebene von #3 ist. 

Von der Parabel (v) kennen wir also die Tangente p, die Schnitt- 
gerade a, von A mit M, und die beiden Tangenten, welche sich in die 


1) Der Umstand, daß p* hier degeneriert, wurde übersehen, worauf ich dem- 
nächst zurückkommen will. 
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von r’ an (#) gehenden Tangenten projizieren, welche auch die Verbin- 
dungsgeraden von 7’ mit den Schnittpunkten des Kreises À, mit p’ sind. 
Dadurch ist die Parabel (v) vollstandig bestimmt, und man kann linear 
ihre Tangenten by, co, ... konstruieren, wodurch die Ebenen B, C,... 
auch bestimmt sind. 

Fassen wir diese Erörterungen zusammen, so ergibt sich die folgende 
Konstruktion von B, wenn A und X, gegeben sind. 


Aus dem Krümmungsmittelpunkte Kg von (A) in A leiten wir in 
bekannter Weise den Krümmungsmittelpunkt @ von (A’) in A’ ab, etwa 
als Krümmungsmittelpunkt derjenigen durch A’ gehenden Ellipse, welche a’ 
berührt, K, zum Mittelpunkt hat und deren Hauptachse die Richtung 
der Spur ar von A besitzt. Aus « leiten wir dann in der zuvor ange- 
gebenen Weise den Punkt P und den zu ihm inbezug auf ’ symmetrischen 
Punkt 7’ ab; über der Strecke n’r’ als Durchmesser beschreiben wir den 
Kreis %, und verbinden die Punkte, in denen er p’ schneidet mit 7’ durch 
die Geraden @,, @,. Die durch A’ zu ar gezogene Parallele a,‘ bestimmt 
mit 2’, e, und @, als Tangenten ‘die Parabel (v’); wir konstruieren die 
von p’ verschiedene Tangente 0,’ durch B’ an (v’), alsdann ist B durch 
die Geraden b,, b festgelegt. 

Diese Konstruktion läßt sich direkt nur dann durchführen, wenn 
01, @ Teell sind. Ist dem aber nicht so, dann ermitteln wir den Pol G von #’ 
inbezug auf k,; derselbe ist gleichzeitig Pol einer Involution auf k,, welche 
von 7’ aus durch eine Strahleninvolution (J) projiziert wird, die @,, 0, zu 
Doppelstrahlen besitzt. Die Parabel (v’) ist hier durch die unendlich ferne 
Gerade ihrer Ebene, durch £’, a, und die Doppelstrahlen o,, 0, von (J) 
bestimmt, und es handelt sich darum, ihre Tangente by’ linear zu ermitteln. 
Das führt nun auf bekannte Konstruktionen. Wir ziehen etwa die Pa- 
rallele zu a,’ durch 7’, verbinden ihren Schnitt mit À, und den Punkt G 
durch eine Gerade, durch deren weiteren Schnittpunkt mit À, wir 
die Gerade p nach 7’ ziehen. Ferner schneiden wir B’r’ mit k,, verbinden 
den Schnittpunkt mit G durch eine Gerade, welche auf À, einen neuen 
Schnittpunkt liefert, dessen Verbindungsgerade mit 7’ durch # bezeichnet 
werden möge. Die Geraden a)’, pÿ, y, Ÿ als Tangenten bestimmen eine 
Parabel; ihre durch B’ gehende, von p’ verschiedene Tangente fällt mit 0,’ 
zusammen, wodurch also B wieder bestimmt ist.) Schneidet man also 
etwa B’»’ mit der Parallelen zu g durch A’ in 1 und a, mit w in 2, so 
ist by || 12. 

4. Wir können, insbesondere wenn die Geraden @,, @,, welche p’ in 
den Punkten P,’, P,’ treffen mögen, imaginär sind, auch folgenden Vorgang 
einschlagen. Der Kreis k, ist (Fig. 2) dem Tangentendreiseit #’ @, 0, von 


1) Betreffs dieser Konstruktion sehe man z. B. die Abhandlung: ,,Betrach- 
tungen zur Konstruktion von Kegelschnitten aus teilweise imaginären Elementen‘ 
in den Sitzungsberichten der königl. böhmischen Gesellsch. d. Wissenschaft. 
in Prag 1907. 
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(v’) umgeschrieben ; auf ihm liegt also der Brennpunkt F von (v’). Schneiden 
Q;, @, die Gerade a, in den Punkten =,, ,, so geht der dem Tangenten- 
dreiseit 7’, x, umgeschriebene Kreis k, gleichfalls durch F. Der Brenn- 
punkt F ist der von r’ verschiedene Schnittpunkt der Kreise k,, ky. Wir 
können ihn aber erhalten, ohne den Kreis À, selbst zu ziehen. Denken 
wir uns in =, die Senkrechte zu 7’, und in x, die zu 7’ a, errichtet, so 
gibt ihr Schnitt den zu 7’ diametral gegenüberliegenden Punkt v von fg. 
Der Punkt »/’ ist in À, zur’ diametral gegenüberliegend, weshalb die Gerade 
vn’ den Kreis k, zum zweitenmal in dem Brennpunkt F schneidet. 

Die Konstruktion von F wird zwar nicht mehr so einfach, wenn 
P,’, P, imaginär sind, aber sie ist auch da leicht durchführbar. 

Führen wir in k, den zu #’ senkrechten Durchmesser und ermitteln 
auf À, den Punkt 2, welcher zum Schnittpunkt 1 von k, mit der durch 7’ 
zu a, gezogenen Senkrechten inbezug auf den soeben erwähnten Durch- 
messer symmetrisch liegt, was sich immer genau graphisch darstellen läßt. 


Weiter ermitteln wir den Pol P von #’ inbezug auf %,, schneiden À, mit 
irgend einer Geraden durch P, verbinden die Schnittpunkte mit 7’, schneiden 
die Verbindungsgeraden mit a,’ in den Punkten 3, 4 und suchen die Polare z 
von 7’ inbezug auf den Kreis #, welcher 34 zum Durchmesser hat. Die 
Gerade 7 schneidet 7’ 2 in dem Punkte v, so daß vn’ den Kreis À, in dem 
gesuchten Brennpunkt F trifft. Selbstverständlich braucht man den 
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Kreis x nicht erst zu ziehen, sondern kann die Polare 7 mit Hilfe der Sekanten 
r’ 3, r’ 4 linear ermitteln. 

Statt durch P eine beliebige Sekante von k, zu legen, können wir 
mit Vorteil, wenn hiedurch die graphische Darstellung nicht ungünstig 
wird, durch 7’ die Parallele zu a,’ führen und den Punkt, in welchem sie k, 
zum zweitenmale trifft mit P verbinden, den zweiten auf k, gelegenen 
Punkt dieser Verbindungsgeraden wieder mit 7’ durch eine Gerade verbin- 
den, welche a,’ in 3* treffen möge; die Gerade J, welche durch den zu 7’ 
inbezug auf 3* symmetrischen Punkt senkrecht auf a, errichtet wird, 
trifft 7’ 2 gleichfalls im Punkte v; es ist also Z symmetrisch zu 1 
inbezug auf 3* gelegen. 

Diese Senkrechte ist die Polare von 7’ inbezug auf den Kreis x, welcher 
in die unendlich ferne Gerade von M und in eine Senkrechte zu a, ausartet. 

Zum Beweis unserer Konstruktion von F sei folgendes angefiihrt. 
Ziehen wir durch P irgend eine Gerade 4 und projizieren ihre Schnitt- 
punkte mit k, von 7’ auf a, nach 3 und 4. Die Kreise (3), (4), welche a, 
in 8 und 4 berühren und durch 7’ gehen, legen einen Kreisbüschel fest, 
welchem auch k, angehört, da die Punkte x,, x, inbezug auf 3 und 4 
harmonisch liegen. Als A können wir vorteilhaft den zu p’ senkrechten 
Durchmesser von k, wählen. In diesem Falle berühren einander die Kreise 
(3), (4) im Punkte 7’ und 7’ 2 ist ihre Zentrallinie. Es muß also À, auch 
beide Kreise in 7’ berühren und folglich ist 7’ 2 ein Durchmesser von hp. 
Der Kreis k, geht nun durch durch 7’ und schneidet # orthogonal, folglich 
geht er durch den zu 7’ inbezug auf x inversen Punkt, also durch den 
Schnittpunkt der Geraden, welche 7’ mit dem Mittelpunkt von % ver- 
bindet, mit der Polare 7 von r’inbezug auf #, und da der Mittelpunkt von k, 
auf 7’ 2 liegt, so liegt der Schnitt » von 7 mit 7’ 2 auf %,, wodurch die 
Richtigkeit unserer Konstruktion erwiesen ist. 

Hat man F ermittelt, so ist die Gerade 0,’ so zu führen, daß sie mit F B’ 
denselben Winkel von gleichem Sinn einschließt, welchen a,’ mit F A’ bildet. 

5. Unsere Betrachtungen wollen wir in einer Richtung verallgemeinern, 
indem wir uns die folgende Aufgabe stellen. 

Gegeben sind ein Zylinder Z und zwei Kurven (A), (B); eine Gerade p 
bewegt sich so, daß sie beständig Z berührt und die Kurven (A), (B) schneidet, 
wobei die Schnittpunkte A und B heißen mögen, es ist die Kurve (C) zu 
ermitteln, welche der Punkt C auf p beschreibt, wenn man auf jeder Lage 
dieser Geraden BC=A.AB für irgend einen konstanten Wert von A macht. 

Es wird sich da um Ermittelung der Tangente c, des Krümmungs- 
mittelpunktes X, und der Schmiegungsebene C von (C) im Punkte C 
handeln, wenn beziehentlich die Tangenten a, b, die Krümmungsmittel- 
punkte Ka, Kg und die Schmiegungsebenen A, B der Kurven (4), (B) 
gegeben sind. 

Wir projizieren wieder (Fig. 3) parallel in eine zu Z senkrechte 
Ebene M und wählen die Bezeichnung sinngemäß wie in der zuvor erle- 
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digten Aufgabe. Die Normalen in A’, B’, C’ zu (A’), (B’), (C’) mögen 
die Normale Z’ & zu (Z’) in den Punkten 4,, B,, C, schneiden. Bekanntlich 
ist B,C, =4.A, By, aus welcher Beziehung die Normale an (C’) in C’ 


~ Ca 
Us 
/ 1 


Fig. 


Cc 
c’ 


ermittelt werden kann, wenn a’, b’, also auch die Normalen A’ A,, B’ B, 
an (A’) und (5’) bekannt sind. 
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Weiter ziehen wir durch § wieder die Parallele g zu p’, verbinden Z’ 
mit dem Krümmungsmittelpunkt @ von (A’) in A’ durch eine Gerade, 
die wir mit der Parallelen gg zu p’ durch A, im Punkte «a, schneiden, 
worauf wir die Parallele durch a, zu Z’& ziehen bis sie A’ A, in «* trifft 
und errichten dann die Senkrechte in «* zu A’ A, bis zum Schnitt Pa 
mit g. Bewegt sich nun das Dreieck A’Z’A, so, daß der Punkt A’ die 
Kurve (A’), der Punkt Z’ die Kurve (Z’) beschreibt, und der Winkel bei Z’ 
stets ein rechter bleibt, so beschreibt A, eine Kurve (4,), deren Normale 
in A, bekanntlich!) die Gerade A, P, ist. In gleicher Weise bestimmen 
wir den zu P, analogen Punkt Ps, sowie auch die Normale By Pg an die 
Kurve (B,), welche B, bei der analogen Bewegung des Dreiecks B’ Z’ B, 
beschreibt. Konstruiert man nun auf g den Punkt Pyso, daß (Pa Ps Py) = 
= (A, B, C,) = (A BC) wird, so ist C, P, die Normale an die Kurve (C,), 
welche der Punkt C, beschreibt, wenn sich das Dreieck C’ Z’ C, in der 
vorerwähnten Weise bewegt. 

Daraus bekommt man den Krümmungsmittelpunkt y von (C’) im 
Punkte C’, indem man von P, die Senkrechte auf C’C, fällt und durch 
deren Fußpunkt y* die Parallele zu Z’ € bis zum Schnitt y, mit der durch C, 
zu p’ gezogenen Parallelen gy zieht und sodann y, mit Z’ verbindet. Die 
Verbindungsgerade trifft C’C, im fraglichen Punkte y. 

Für alle möglichen Werte von A bekommen wir eine einfach un- 
endliche Menge von Kurven (C’) und wir sind so in der Lage, den Krüm- 
“mungsmittelpunkt einer jeden für den auf p’ liegenden Punkt C’ zu 
ermitteln. Die Punkte y* beschreiben hiebei eine Kurve (y*), deren Erzeu- 
gung wir näher ins Auge fassen. Die Punktreihen A’B’C’...‚P«PsPy... 
liegen ähnlich ; es schneiden sich deshalb die Geraden A’ P,, B’ Pg, C’ Py, ... 
in ihrem Ähnlichkeitspunkt ®. Die Geraden Py a*, P; B*, Py y*, ... um- 
hüllen eine Parabel h,, welche zu der Parabel A, die von den Tangenten 


a’, b’, c’,... umgehüllt wird, ähnlich liegt für © als Ähnlichkeitszentrum. 
Die unendlich ferne Punktreihe, welche durch die Tangenten P.«*, Ps ß*, 
Pyy*..., bestimmt wird und mit der durch a’, b’, c’,... festgelegten 


unendlich fernen Punktreihe zusammenfallt, ist projektiv zu der unendlich 
fernen Punktreihe, welche von den Normalen A’ A,, B’ By, C’C,,.. 
bestimmt wird. Die Geraden A’ Ay, B’ By, C’C,,... umhüllen eine Pa- 
rabel hg, welche p’ und Z’& berührt und mit / konfokal ist, was ja schon 
daraus folgt, daß die isotropischen Tangenten von h als zu sich selbst 
normal auch Tangenten an h, sind. Dabei ist die Achse a, von h, zu der 
Achse a, von h, senkrecht. 

Die Parabeln A,, h, sind durch ihre Tangenten aufeinander projektiv 
bezogen. Es entsprechen sich in ihnen die zueinander senkrechten Tan- 
genten, und es entspricht die unendlich ferne Gerade als gemeinschaftliche 
Tangente beider Parabeln sich selbst. Die Schnittpunkte der sich ent- 


1) Cf. A. Mannheim a. a. O. S. 37. 
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sprechenden Tangenten beschreiben die Kurve (y*). Dieselbe ist also 
3. Ordnung. 

Heben wir von den Kurven (C’) diejenige hervor, welche im Punkte C’ 
für die betrachtete Lage eine Inflexion besitzt. Für einen solchen Punkt 
liegt y unendlich fern auf C’C, und somit liegt der zugehörige Punkt y* 
symmetrisch zu C’ inbezug auf C,. Sucht man inbezug auf jeden Punkt C, 
von Z’& den symmetrischen Punkt zu dem entsprechenden Punkte C’, so 
liegen diese Punkte alle auf einer Tangente # von A,, deren Berührungs- 
punkt U symmetrisch liegt zu dem Schnittpunkt «.p’ inbezug auf den 
Schnitt von # mit Z’E. 


Die Gerade w schneidet (y*) in drei Punkten. Der eine von ihnen 
ergibt sich als Schnitt der Tangente « von Ah, mit der zugehörigen Tangente 
von h,; wir erhalten ihn, indem wir den Schnittpunkt «.p’ von @ auf g 
projizieren und von der Projektion die Senkrechte auf « fällen. Der 
Fußpunkt y,* dieser Senkrechten gehört der Kurve (y*) an. Er gehört 
im Zusammenhange der Konstruktion zum Punkte y derjenigen Kurve (C’), 
welche durch w.’ geht und # zur Normale hat. 

Die übrigen zwei Schnittpunkte 7,*, y,.* von (y*) mit # haben 
die Eigenschaft, daß sich in ihnen zwei von w verschiedene Tangenten 
Mg, N, der Parabel h, mit den entsprechenden zwei Tangenten m,, n, von A, 
schneiden, und für die Kurven (Cm’), (Cn’), welche von den Punkten 
Cn’ = mz. p’, Cn = n,.p’ beschrieben werden, sind diese Punkte Infle- 
xionspunkte. Wir erhalten also zwei solche Punkte auf f’, was ja damit 
übereinstimmt, daß die Schmiegungsebenen A, B, C,... der Kurven (4), 
(B) sowie sämtlicher Kurven (C), welche allen möglichen Werten von A 
entsprechen, für die Punkte auf p eine räumliche Parabel #* umhüllen, 
und daß somit durch die in M projizierende Richtung nebst der unendlich 
fernen Ebene noch zwei Schmiegungsebenen an 2° gehen. Es gibt also 
zwei in die Ebene M projizierende Schmiegungsebenen von f° und das 
sind eben die den Kurven (Cm), (C;) in den Punkten Cn, C„ auf p ange- 
hörigen. 

Errichten wir zu einer jeden Tangente von A, im Schnittpunkte 
mit # die Senkrechte, so werden diese Senkrechten eine neue Parabel hg 
umhüllen, welche mit h, konfokal sein wird und deren Achse senkrecht 
zu der Achse von fy, also parallel zu der Achse von A, sein wird. Die 
Parabeln A,, hg liegen also ähnlich. Wir bezeichnen ihren Ahnlichkeits- 
punkt mit »,. Derselbe wird einfach als der Ähnlichkeitspunkt zweier den 
Parabeln h,, hg umgeschriebenen Dreiecke, deren Seiten paarweise parallel 
sind, erhalten. Die Parabeln h,, hg haben also im allgemeinen zwei im 
Endlichen liegende Tangenten #4, 4 gemeinschaftlich, welche # in den 
Punkten y,*, y.* treffen. Denn in diesen Punkten schneiden sich tat- 
sächlich zwei einander zugeordnete, also aufeinander senkrechte Tangenten 
von h, und }. 
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Errichten wir in 7,* die Senkrechte zu 4, in 9,* zu Z,, so sind diese 
Senkrechten die Normalen zu den Kurven (C»), (C,’) in ihren Infle- 
xionspunkten C,,’, C,’; der Schnittpunkt dieser Senkrechten sei 7’, wäh- 
rend s’ die projizierende Gerade s darstellen möge, in welcher sich die 
Cm und C, angehörenden ‚Schmiegungsebenen C;, C, von *% schneiden. 


Die Parabeln h,, h, werden einander dadurch, daß wir in ihnen solche 
Tangenten zuordnen, welche sich auf z schneiden, in eine kollineare Be- 
ziehung gebracht. Durch diese Kollineation ist auch eine Kollineation 
der mit h, und h, verbundenen in M liegenden Punktfelder E,, E, gegeben. 
Legt man von irgend einem Punkte R, in M die Tangenten an A, und 
errichtet zu ihnen die Senkrechten in ihren Schnittpunkten mit w, so 
erhält man zwei Tangenten von hs, welche sich in dem zu R, kollinear 
zugeordneten Punkte R, von E, schneiden. Es ist bekannt, wie diese 
Konstruktion zu bewerkstelligen ist, wenn R, innerhalb von A, liegt, doch 
brauchen wir hievon keinen Gebrauch zu machen. 

In der erwähnten Kollineation entsprechen die durch den gemein- 
schaftlichen Brennpunkt F der Parabeln h,, h, an sie gehenden Tangenten 
sich selbst, und ebenso ist die gemeinschaftliche unendlich ferne Tangente 
eine sich selbst entsprechende Gerade. Es sind also F und die beiden 
absoluten Kreispunkte J,, J, von M die Doppelpunkte der Kollineation. 

Die auf der unendlich fernen Geraden einander kollinear entspre- 
chenden Punktreihen bilden eine Involution, welche J,, J, zu Doppel- 
punkten hat, da einander immer die unendlich fernen Punkte zweier auf 
einander senkrechter Tangenten von h, und hg entsprechen. Deshalb bilden 
die einander kollinear entsprechenden Strahlen durch F eine Rechtwinkelin- 
volution. Dem Strahl Fy, entspricht also kollinear die zu ihm in F errichtete 
Senkrechte @; auf derselben wird also r’ liegen. Schneiden sich nun irgend 
zwei Tangenten s,, 4 an h, im Punkte H,, so werden sich die zu ihnen 
in ihren Schnittpunkten mit # errichteten Senkrechten s,, 4, die h, berühren, 
in dem zugeordneten Punkte H, schneiden, und es wird der Winkel 4, F Hy 
ein rechter sein. Die einander kollinear zugeordneten Strahlenbüschel 
um H, und H, sind projektiv, und es sind drei Paare einander entspre- 
chender Strahlen zueinander senkrecht, nämlich s, und s,, i, und 4, schließ- 
lich H,F und H,F; also sind je zwei einander entsprechende Strahlen 
derselben zueinander senkrecht, also auch H,7’ und A,r,, wodurch H, r’ 
und also auch 7’ selbst bestimmt ist. Den Punkt s’ erhalten wir als den 
zu r, gehörigen Punkt in der Ähnlichheit zwischen #, und h. 

Die Geraden p und s sind zwei Achsen der Parabel 5°; es schneiden 
also die Schmiegungsebenen von p* die Geraden und s in projektiven 


Punktreihen, und da die unendlich ferne Ebene des Raumes auch Schmie- | 


gungsebene von p ist, so sind diese Punktreihen ähnlich. Wird also s 
von A im Punkte A,, von B im Punkte B, getroffen, so konstruiert man Cy 
so, daß (4,B,C,) = (ABC); alsdann geht die Ebene C durch Cy und 
ist hiemit auch bestimmt. 
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6. Fassen wir die gewonnenen Ergebnisse zusammen, so gelangen 
wir zur folgenden Konstruktion. 


Die Lage p der beweglichen Geraden bestimmt mit ihrer unendlich 
benachbarten Lage #, einen infinitesimalen Flächenstreifen, für den wir 
die Berührungsebenen p a in A, p b in B und die Berührungsebene in Z, 
welche projizierend ist, kennen. Aus der Projektivität zwischen der Reihe 
der Punkte auf # und dem Büschel der Berührungsebenen durch p kon- 
struieren wir die Berührungsebene C in C. Weiter ermitteln wir den Punkt 
C, auf Grund der Beziehung (A, B,C,) = (A BC); wir ziehen also an die 
durch die Tangenten D”, Z’&, A’A,, B’B, festgelegte Parabel h, die 
Tangente C’C,. Die Senkrechte c’ in C’ zu C’C, ist die Projektion der 
Tangente c, welche, da sie in G liegt, hiedurch bestimmt ist. Ferner be- 
stimmen wir aus den Krümmungsmittelpunkten Ky, Kg von (A) und (B) 
die Kriimmungsmittelpunkte «, ß von (A’) und (B’) und aus «, ß dann 
die Punkte Pg, Ps auf der durch 6 gezogenen Parallelen g zu f’ und kon- 
struieren den Ahnlichkeitspunkt Cay kee Reihen MIEN oe EN 
Hilfe dessen wir zu C’ den entsprechenden Punkt P, und aus diesem dann 
den Krümmungsmittelpunkt y von (C’) konstruieren. Hierauf konstruieren 
wir die Tangente # von hy. 


Der Berührungspunkt 1 von Z’ § mit A, ist Mittelpunkt der Strecke, 
welche von den Punkten Z’ und Z’&. u begrenzt wird. Ist 2 der Schnitt- 
punkt von # mit p’ und 3 der Schnittpunkt von # mit Z’ 6, so ist 3 U = 23, 
wenn U den Berührungspunkt von # mit h, bezeichnet. Ist C,’ der zu 2 
inbezug auf Z’ symmetrische Punkt, so ist C,’ der Berührungspunkt von p’ 
mit %,, und der Fußpunkt F der Senkrechten von Z’ auf C,’ 1 ist der 
Brennpunkt von h,, also auch von fz. Die Tangenten a’, b’, c’,... um- 
hüllen eine mit A, konfokale Parabel, die ähnlich liegt zu h,; folglich liegt 
der Brennpunkt von A, auf der Geraden Fo. Die Gerade 12 gibt die 
Achsenrichtung von x, an. 

Um den Ähnlichkeitspunkt 7 der Parabeln hz, h, zu bekommen, 
verfahren wir etwa so, daß wir durch 3 die Parallele f zu g ziehen, auf 
welcher die Tangenten von A, eine zu Pg Pg Py... dhnlich liegende Punkt- 
reihe mit 7, als Ähnlichkeitspunkt ausschneiden. So trifft die im Schnitt 
von A’ A, mit # zu A’ A, errichtete Senkrechte die Gerade f in einem 
Punkte Q,, dessen Verbindungsgerade mit Pg, durch 7, geht. 


Da die Gerade F © auch den Brennpunkt von A, enthält, so ist sie 
ein Ähnlichkeitsstrahl der ähnlichen Lage zwischen A, und h,; folglich 
enthält sie auch den Punkt 7,. Es ist somit 7, der Schnittpunkt von Qg Pa 
mit Fo. Dadurch ist auch s’ bestimmt. Der Punkt 7’ liegt auf der Senk- 
rechten @ in F zu Fr,. Wahlen wir Qa als den früher mit H, bezeich- 
neten Punkt, so fällt 7, mit A, zusammen. Es geht also die Senkrechte 
von A, auf Q0,P. durch den Punkt 7’, wodurch 7’ als Schnitt dieser 
Senkrechten mit @ festgelegt ist. Schließlich ist C = Cyc. 
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Für den durch C,’ dargestellten Punkt hat die entsprechende Kurve 
(C’) die Gerade 5’ zur Normale; die Gerade C,’o trifft g im Punkte P,; 
dann ist der Fußpunkt der Senkrechten von P, auf 5’ der entsprechende 
Punkt y*, nennen wir ihn hier y, woraus dann der zugehörige Krüm- 
mungsmittelpunkt durch einen einfachen Grenzübergang aus der von uns 
angewendeten Konstruktion von y erhalten wird Man schneidet g oder 
irgend eine Parallele zu p’ mit P, y* und mit Z’€; verbindet den ersten 
Schnittpunkt mit Z’, den zweiten mit C,’; die beiden Verbindungs- 
geraden schneiden sich in einem Punkt, dessen Orthogonalprojektion 
auf 2’ der fragliche Krümmungsmittelpunkt ist. 

%. Ein anderer Gang der Konstruktionen in den beiden erörterten 
Aufgaben wäre der, daß wir für die Flächen, welche durch die Bewegung 
von p erzeugt werden, die Oskulationsfläche 2. Ordnung H längs per- 
mitteln würden und dann die Schmiegungsebenen in B, resp in C für die 
Durchdringungskurve von H mit dem projizierenden Zylinder, welcher (B’) 
in B’, resp (C’) in C’ oskuliert, konstruieren würden. Auch dieser Vorgang 
führt bei beiden Aufgaben bequem zum Ziele, wie wir näher erörtern 
wollen. 

Was zunächst die erste Aufgabe anbelangt, so ist H ein Paraboloid, 
welches M zu einer Richtebene hat, und wir können (Fig. 4) etwa: 

1. Von @ die Senkrechte auf 9’ fällen und deren Schnitt mit a’ und 
den Punkt Z’ durch eine Gerade (1) verbinden. 

2. Von @ die Senkrechte auf ar fällen und durch deren Schnittpunkt 
mit a’ die Parallele (2) zu f’ ziehen; dann ist der Schnittpunkt von (1) 
mit (2) die Projektion eines Punktes auf der zu a inbezug auf H konju- 
gierten Geraden a, welche hiedurch bestimmt ist, da sie in der bekannten 
Berührungsebene A von H im Punkte A liegt. 

Die zu p inbezug auf a und a harmonische Gerade a, gehört dem 
Paraboloid H an.!) Wir erhalten einen Punkt von a,’ hier einfach auf 
der Geraden (2) als den Halbierungspunkt der durch a’ und (7) ausge- 
schnittenen Strecke. Es sei (§) der Krümmungskreis von (Z’) im Punkte Z’ 
oder irgend ein Kegelschnitt, welcher (Z’) in Z’ oskuliert. Die Umrißkurve 
der Projektion von H ist eine Parabel (x), welche (§) in Z’ oskuliert und 
ax’ berührt, somit hinreichend bestimmt ist. Wir legen weiter durch 5’ 
die zweite mögliche Tangente by’ an die Parabel (x) mit Hilfe der zentrischen 
Kollineation, in welcher sich (§) und (x) befinden und für welche p’ die 
Kollineationsachse ist. Die zu ’ parallele Tangente # und die zweite 
durch A’ gehende Tangente an (8) schneiden sich in einem Punkte, welchem 
zentrisch kollinear der unendlich ferne Punkt von a,’ zugeordnet ist. 
Die Parallele durch den ersten von diesen Punkten zu a,’ schneidet also p’ 
im Kollineationszentrum S. Die Tangente durch B’ an (8) schneidet 7 


1) Die Begründung dieser Konstruktionen findet sich in den Sitzungsberichten 
der k. böhm. Geseilsch. d. Wissensch. v. J. 1893 (XIV) in der Arbeit: ‚Zur Kon- 
struktion der Oskulationshyperboloide windschiefer Flächen“. 
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in einem Punkte #, welchem zentrisch kollinear der unendlich ferne Punkt 
von by’ zugeordnet ist. Folglich ist b,’ die Parallele durch B’ zur Ver- 
bindungsgeraden von S mit #. Zur Konstruktion der Punkte p, » wurde 
die Eigenschaft benützt, daß die zwischen zwei parallelen Tangenten 
eines Kreises liegende Länge irgend einer Tangente desselben von seinem 
Mittelpunkt unter rechtem Winkel erscheint. 


N 


SI 


Die zu 6 inbezug auf p und by harmonische Gerade à ist zu b inbezug 
auf H konjugiert. Statt also db.’ selbst zu konstruieren, ermitteln wir auf 
irgend einer Parallelen zu Sw oder auf S # selbst zu deren Schnittpunkt 
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mit b’ den symmetrisch liegenden Punkt inbezug auf den Schnittpunkt 
derselben mit 2°. Dieser symmetrisch liegende Punkt gehört bereits der 
Geraden 6’ an. 

Führen wir die zuvor für A durchgeführte Konstruktion nun für den 
Punkt B in anderer Reihenfolge durch. Wir fällen also von ß die Senk- 
rechte auf #’ und ermitteln ihren Schnitt mit 0’, den wir mit Z’ durch 
die Gerade (7) verbinden. Die Verbindungsgerade schneidet 5’ in einem 
Punkt, durch den wir die Parallele zu ’ ziehen, bis dieselbe b’schneidet ; 
den Schnittpunkt verbinden wir mit ß. Alsdann ist die Spur von B in 
die Ebene M senkrecht auf dieser Verbindungsgeraden, wodurch B be- 
stimmt ist. 

Wenn sich der Zylinder Z auf eine Gerade z reduziert, bleibt die 
Konstruktion von ß und von a und a, unverändert ; die Gerade z gehört 
selbst dem Paraboloid H an, und die zweite Richtebene von H fällt mit 
der projizierenden Ebene von a, zusammen. Da also by’ || ax’ ist, so 
braucht man bloß zum Schnittpunkte b’.a,’ den inbezug auf 2” symme- 
trischen Punkt zu ermitteln und diesen mit B’ zu verbinden. Die Ver- 
bindungsgerade ist bereits die Gerade 0’. 

Was die zweite Aufgabe anbelangt, so konstruiert man in analoger 
Weise die Geraden a, und 5, der Fläche H, welche hier im Allge- 
meinen ein Hyperboloid ist. Dann führt man durch B’ und C’ die 
Tangenten an (€) und verbindet ihren Schnittpunkt mit dem Punkte 
ag”. by’; die Verbindungsgerade frtift 5’ im Zentrum S einer zentrischen 
Kollineation, durch welche (6) in den Konturkegelschnitt (x) der Projektion 
von H übergeht; diese Kollineation hat #’ zur Achse. In ihr entspricht 
der Tangente von (8) durch C’ die gleichfalls durch C’ gehende Tangente cy” 
an (x). Hierauf ermitteln wir den zu c’ inbezug auf p’ und c,’ harmonischen 
Strahl c’, fällen von y die Senkrechte auf 5’ und verbinden ihren Schnitt- 
punkt mit c’ und Z’ durch (1), und den Punkt, in welchem c’ von (1) 
geschnitten wird, verbindet man mit A’ durch die Gerade (2). Weiter 
bringen wir (2) zum Schnitt mit c’ und fallen zur Geraden, welche diesen 
Schnittpunkt mit y verbindet, die Senkrechte durch C’. Diese Senkrechte 
trifft die Spurgerade in M der Berührungsebene pa in einem Punkte K. 
Dieser Punkt und die Gerade c bestimmen schließlich die Ebene € = (K c). 
Wird der Zylinder Z durch eine Gerade z ersetzt, so gehört diese dem 
Hyperboloid H an, und deshalb bilden die Geraden ay’, by’, cy’, ... einen 
Strahlenbüschel, wodurch unsere Konstruktion etwas vereinfacht wird. 

8. Dieim vorangehenden entwickelten Konstruktionen, welche sich auf 
die in Art. 1 gestellte Aufgabe beziehen, versagen, wenn der Krümmungs- 
mittelpunkt @ auf p’ liegt. In diesem Falle (Fig. 5) fällt Z’ mit dem Pol #” 
der Momentanbewegung zusammen. Auf der Geraden #’ ist da die Reihe 
der Punkte A’, B’, C’,... mit der Reihe der entsprechenden Krümmungs- 
mittelpunkte «, B, y,... projektiv, wobei in Z’ die Doppelpunkte dieser 
Reihen zusammenfallen, wodurch die Konstruktion der zu den Punkten 
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B’,... zugehörigen Punkte ß,... gegeben ist, sobald man zu einem von 
ihnen A’ den entsprechenden a kennt. Die Gegenpunkte V’, w, welche 
dem unendlich fernen Punkte U, auf #’ in dieser Projektivität beiderseits 
entsprechen, liegen zu einander symmetrisch inbezug auf Z’. Aus der 
Projektivität folgt 
(Age Ue) (ee 20) (Zi we Ue). 
Es ist also 
(ASG Za ZZ wo) oder AZ. Ve ZI 70 na; 
und da pa =uZ’+Z’a=Z’V’-+Z’e ist, so haben wir die Proportion 
I BE NE TE = GLO 8 WI Zoo), 

aus welcher folgt 


| ly? Ace Al 
Zu FRA EVER, 


Fig. 5. 


oder auch 


a A’ 1 
HE a LAN (1) 


Für irgend zwei Punktepaare A’ B, B’ « hat man also die Beziehung 


1 RR 1 5 
Th + TR oe Ze 5 
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Es bilden deshalb die Paare A’ß, B’« eine Involution, deren ein 
Doppelpunkt Z7 ist. 

Man findet also aus den gegebenen Punkten A’, « den zu irgend 
einem Punkt B’ zugehörigen ß auf Grund der Involutionskonstruktion 
etwa so, daß man durch A, « und Z’ drei sich in einem Punkte J, den wir 
hier unendlich fern in der zu p’ senkrechten Richtung angenommen haben, 
schneidende Geraden und weiter eine durch Z’ gehende Gerade zieht. 
Trifft diese Gerade A’ J in I, a I in 2, schneidet man ferner B’ 1 mit Z’I 
und verbindet den Schnittpunkt mit 2, so trifft diese Verbindungsgerade ?” 
im Punkte ß. Dieselbe Konstruktion ergibt auch den Punkt V’; man hat 
bloß durch 2 die Parallele zu p’ bis zum Schnitt mit Z’I zu legen und 
den so erhaltenen Schnittpunkt mit 7 zu verbinden, diese Verbindungs- 
gerade trifft p’ im Punkte V’. 

V’ können wir aus A’ und « auch so konstruieren. Wir beschreiben 
einen Kreis, welcher A’& zum Durchmesser, und einen Kreis, der in A’ 
seinen Mittelpunkt und A’Z’ zum Halbmesser hat ; die Chordale 4,’ beider 
Kreise legt den Punkt V’ auf #’ fest. 

Die Konstruktion der Schmiegungsebenen B, C,... führen wir 
darauf zurück, daß wir die Projektionen by’, c’,... ihrer die Gerade p 
schneidenden Spurparallelen inbezug auf die Ebene M ermitteln, wenn 
wir die analoge Gerade a, für A kennen. 

Die Geraden ay, by, Co... hüllen wieder eine Parabel w ein, um 
deren Konstruktion es sich jetzt handeln wird; es ist klar, daß die 
Senkrechte vw’ in V’ diese Parabel berührt, es ist ja V’ Inflexionspunkt 
der Projektion (V’) für die Bahnkurve des Punktes V. 

Nehmen wir nun das hyperbolische Paraboloid H, welches die von p 
beschriebene Regelfläche längs p oskuliert, zu Hilfe. Die Konturparabel (A) 
seiner Projektion oskuliert (£) im Punkte Z’; es liegen also (p) und (§) 
zueinander zentrisch kollinear für p’ als Kollineationsachse. Um das 
Kollineationszentrum S zu finden, ermitteln wir zuerst die durch A 
gehende, von p verschiedene Gerade hg der Fläche H durch die zuvor 
angewendete Konstruktion. Die hier zu 5’ senkrechte Gerade a’ werde 
von der Senkrechten zu a, durch @ im Pynkte e, und die Gerade Z’& von 
der durch &, zu p’ gezogenen Parallelen in &, getroffen ; alsdann ist A’ &, 
die Projektion der Polare von a inbezug auf H, wodurch die Projektion 
he’ auch bestimmt ist, beispielsweise dadurch, daß sie Z’& in dem zu Z’ 
inbezug auf &, symmetrischen Punkt trifft. Nun wissen wir, daß in der 
Kollineation zwischen (8) und (p) der zu p’ parallelen Tangenten x an (6) 
die unendlich ferne Tangente von (p) entspricht. Folglich entspricht dem 
Schnittpunkt «, der durch A’ an (§) gezogenen, von p’ verschiedenen 
Tangente mit = der unendlich ferne Punkt von hy’. Die Parallele durch a, 
zu he’ schneidet somit p’ im Punkte S. 

Für irgend einen Punkt B von p erhalten wir die durch ihn gehende 
zweite Gerade hg von H, wenn wir zu der Geraden, welche den Punkt S 
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und den Schnittpunkt von x mit der von B’ an ($) gezogenen Tangente 
verbindet, die Parallele durch B’ ziehen; diese Parallele ist bereits die 
Projektion hg’ von hg. ‘ 

Ziehen wir durch den Schnittpunkt der Geraden Z’& mit der Ge- 
raden, welche zu b’ inbezug auf #’ und ha’ harmonisch ist, die Parallele 
zu p’, so trifft dieselbe D’ in einem Punkt, zu dessen Verbindungslinie 
mit ß die gesuchte Gerade 0,’ senkrecht steht und hiedurch bestimmt ist. 

In unserer Figur haben wir statt hg’ selbst zu ziehen die Projektion 
der zu b’ inbezug auf p’ und hg’ harmonischen Geraden 0’ mit Hilfe einer 
Parallelen zu Ag’ ermittelt. Da hier die für 5’ den Punkten &,, &, ent- 
sprechenden Punkte nicht zugänglich sind, so haben wir den Mittelpunkt 
der auf &,&, gelegenen Strecke, welche durch b’ und durch die Gerade, 
welche den Schnittpunkt Z’¢.6’ mit ß verbindet, ausgeschnitten wird, 
mit dem Mittelpunkt der Strecke B’ß verbunden; die Verbindungslinie 
trifft 5” in einem Punkte, welcher dem Punkt, in dem sich 4’, «& 
schneiden, analog ist, zu dessen Verbindungsgeraden mit 6 somit die Ge- 
rade by senkrecht steht. 


Fig. 6. 


Statt aber so vorzugehen, kann man (Fig. 6) einfach die Parallele 
durch S zu Z’& bis zum Schnitte mit x ziehen, den Schnittpunkt o, mit & ver- 
binden und zur Verbindungsgeraden die Senkrechte in & errichten, welche 
die Gerade p’ in ihrem Berührungspunkte P’ mit w’ trifft. Denn wenn wir 
den soeben für B’ erläuterten Vorgang auf den Punkt P’ anwenden, so 
finden wir, daß die zugehörige Gerade p, mit p’ zusammenfällt. Nun ist 
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die Parabel w’ durch die Tangente #’ und ihren Berührungspunkt P’, 
ferner durch die Tangenten v und a,’ vollständig bestimmt und man 
kann mit Hilfe eines Sechsseits von Brianchon jede andere Tangente },’, 
Cy, ... derselben konstruieren. 

Wi ir drücken noch (Fig. 5 u. 6) die Länge Z’ S aus. Ist (&) der Krüm- 
mungskreis von (Z’) in Z’, oe sein Halbmesser und schließt a, mit Z’ A’ den 
Winkel g ein, den wir im Sinne der Vierteldrehung von Z’ A’ gegen Z’& 
beschrieben denken, so ist A’&g =— a A’ cot@; es ist also 

& A’ a A’ cot . 


LONE ene Aa — = 
fey ao Kap. Ener Zu ? 


LA 


schließt nun he’ mit Z’ A’im gleichen Sinne den Winkel ® ein, so ist 


Bezeichnet a,’ den Fußpunkt der Senkrechten von «, auf #’, so ist 
auch 
e RAS | 
ig © = ER wobei. Siena — Zi 0 285 
0 


ist; wir erhalten also die Beziehung 


a A’ Q 
LA TSE 
aus der schließlich folgt 
1 6 — 0 14 en Zs o / 
Z = ZU A Q a A’ gp, (3°) 


oder auch, wenn wir die auch aus (1) direkt sich ergebende Beziehung 
aA’.V’ A’ = Z’ A” benützen, 
‘Ss = — 1/7 oO e 
2 S= Zr (eV A’ ig 9). (3) 
Wenn nun A’ ins Unendliche fallt, so erhalten wir aus dieser 


Gleichung 
Z’S=— elegy, (4) 


wobei y, den dieser speziellen Lage entsprechenden Winkel g bezeichnet. 
Wenn sich aber der Punkt A’ von Z’ beständig entfernt, so nähert sich 
die Richtung der Tangente a, beständig der Richtung der Achse unserer 
Parabel. Es ist also y, der Winkel, den die Achse der Parabel w’ mit p’ 
einschließt. Ist demnach $* der zu & inbezug auf Z’ symmetrische Punkt, 
so gibt die Gerade S&* die Richtung der Scheiteltangente an und die 
durch V’ zu S §* gezogene Parallele ist die Leitgerade von w’. 

Dieses aus (3) fließende Resultat liefert auch unsere Konstruktion 
direkt bei Anwendung eines Grenzüberganges aus der Konstruktion für den 
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im Endlichen gelegenen Punkt A’. Die Richtung von hf,’ geht (Fig. 6), wenn 
A’ ins Unendliche rückt, über in die Richtung von S z,, wenn a, der Be- 
rührungspunkt von x mit (6) ist. Die zur Richtung von a’ inbezug auf H 
konjugierte Richtung, welche durch A’, gegeben ist, geht über in die 
Richtung von S&. Da die durch Z’ zu A’ e, inbezug auf p’ gezogene Anti- 
parallele und a’ den Punkt eg, festlegen, so geht &, in die Richtung der 
Geraden, welche zu S& inbezug auf #’ antiparallel ist, über, wodurch 
wir wieder erkennen, daß die Achsenrichtung von w’ senkrecht auf S &* ist. 

Ist nämlich A der Schnitt der von A’ an (8) gezogenen Tangente 
mit z, 6, der Fußpunkt der Senkrechten von S auf x und rt der Schnitt- 
punkt der durch S zu A’, gezogenen Parallelen mit z, so folgt aus der 
Kollineation zwischen (p) und (6), daß 74 — 16, ist. Rückt nun A’ ins 
Unendliche, so rückt A nach x, und r geht in den zu 6, inbezug auf x, 
symmetrischen Punkt über und somit geht Sz in die Gerade S 6 über. 

Die gegenseitige Lage von P’ und S ergibt sich, wenn wir in (3) P’ 
statt A’ und » = 0 setzen. Es wird 


ode, ZM ASE T0 (5) 


te rer 4 Vig 
5 = 1 A’ ’ 
so daB die Formel (3) liefert 
Poe oan (Gaede 


Übertragen wir (Fig. 7) den Vektor V’ A, parallel nach & M., so ist 
e— A,V’=Z’& — M.5=Z’Ma 
und aus der letzten Gleichung folgt die Proportion 
Tbe Wiles 8 Th! IN == BOSS AE 

woraus folgt, daß die Senkrechte, welche man von 6* auf A’ M, fällt, die 
Gerade p’ im Punkte S schneidet. 

Für irgend zwei Punkte A’, B’ auf p’ und die entsprechenden Werte 
Pa, Ps von p, welche die Geraden ay’, by mit Z’ A’ resp. Z’ B’ einschließen, 
folgt also die Relation 

JL Wilts PAPE TE" Wile, SSK! HAM 


In dem Dreieck A’ M,6* ist demnach S der Höhenschnitt ; deshalb 
erhalten wir S auch als Schnitt von 5’ mit der Senkrechten, die man von Mg 
auf A’ 6* fällt. Schneidet eine andere Tangente von w’, etwa b,, die Tan- 
gente v, im Punkte B, und überträgt man wieder den Vektor V’ B, nach 
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§ Mg, so ist gleichfalls S §* senkrecht auf B’ Mg, also B’ Mg parallel zu 
A’ Me, wodurch man Mg konstruieren kann. Oder fällt man auf B’ &* 
die Senkrechte von S, welche Z’ € gleichfalls in Mg schneidet, und macht 
den Vektor V’ B, gleich dem Vektor § Mg, so ist by‘ = B’ B,. Die Geraden 
A’ Mg, B’ Mg haben die Richtung der Achse von w’. 

| Fassen wir alles zusammen, so ergibt sich folgende Konstruktion 
von w’. 

Man ermittelt 7’, v,’ und den Punkt &*, macht § M, = V’ A, und 
fällt von €* die Senkrechte auf A’ M, oder von M, die Senkrechte auf 
A’ §*, Diese Senkrechten treffen #’ in S. Um dann b, zu erhalten, zieht 


man entweder B’ M; || A’ M, oder S Mg 1 B’&*, wodurch man auf 2’¢ 
den Punkt Mg erhält; macht man schließlich V’ B, =€ Mg, so ist 
Ds wae 

Die Parallele durch & zu A’ M, trifft somit 5’ im Punkte P’. Da- 
durch ist die Parabel w’ hinreichend bestimmt. 

Um nicht die erwähnten Vektoren übertragen zu müssen, ziehen 
wir A, M, ||V’§ und M,;B, | V’6. Bei ungünstiger gegenseitiger Lage 
der Punkte By und B’ kann man b,’ auch aus einem Sechsseit von Brian- 
chon leicht erhalten. 

Überdies ist der Strahlenbiischel a’ bc’... mit dem Büschel der 
durch V’ zu ay’ by’ cÿ ... gezogenen Parallelstrahlen perspektiv und P’ € 
ist die Achse dieser Perspektivität. Dies gibt schließlich die folgende Kon- 
struktion von w’. 
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Man konstruiert V’, v,’, macht € M, =V’A, wobei A’M, die 
Richtung der Achse von w’ angibt, und dann zieht man durch € die 
Parallele P’& zu A’ M,. Um nun 5,’ zu erhalten, hat man bloß b’ mit P § 
in ß” zu schneiden; alsdann ist 5,’ || V’ PB”. 

Fällt der Punkt B’ nach Z’, so fällt die Projektion d, der Spur- 

parallelen für die zugehörige Schmiegungsebene in die Gerade 2’, welche Z’ 
mit dem Fußpunkt 7’ der Senkrechten von £* auf vo,‘ verbindet. Dadurch 
gelangen wir zu der einfachsten Bestimmung von w’ durch die Tangenten 
He yn Oy nal A" WW" ts. 
‘ Dieses Resultat, das wir mit Hilfe von H durch eine Reihe von 
Konstruktionen erhalten haben, folgt aber unmittelbar daraus, daß der 
Bobiliersche Kreis, den wir mit k, bezeichnet haben, durch den Punkt #’ 
und den zu € inbezug auf n’ symmetrischen Punkt geht, welcher hier 
mit &* zusammenfällt, da n’ in den Punkt Z’ übergeht. Dieser Kreis geht 
auch durch den Punkt V’, da die Bahnkurve (V’) in V’ einen Inflexions- 
punkt besitzt. Somit ist hier k, der dem Dreiecke V’ Z’ &* umschriebene 
Kreis, der also auch durch den Punkt 7’ geht, welcher dem Punkte n’ = Z 
diametral gegenüberliegt. 7’ ist also die Grenzlage für die Projektion der 
Schnittgeraden 7 von den zwei zu M projizierenden Schmiegungsebenen 
der Parabel #3. Das stimmt auch tatsächlich mit unserem Ergebnis, welches 
wir mit Hilfe von H erhalten haben, überein. Denn für den Fall, daß B 
nach Z fällt, wird 6 auch projizierend ; also ist die Schmiegungsebene 
für Z ebenso wie für V projizierend und beide schneiden sich in deı 
Geraden, welche sich in einen Punkt projiziert, den wir auch jetzt mit 7’ 
bezeichnet haben. 

9. Wenn insbesondere die Gerade p’ die Polkurve im momentanen Pol 
der Bewegung berührt, dann haben alle Bahnkurven (A’), (B’),... der 


Punkte A’, B’,... für die besondere Lage von #’ ihre Krümmungsmittel- 
punkte in diesem Pol, in welchem auch die Gerade p’ von ihrer Hüllbahn 
berührt wird. Hier ist also a =ß=y=...=Z’und es fallen auch die 


Punkte V’ und w mit Z’ zusammen. 

Die Bestimmung der Parabel w ist hier (Fig. 8) besonders einfach. Bringt 
man a, mit Z’& in A, zum Schnitt und macht den Vektor ¢ M, gleich 
dem Vektor Z’ A,, so hat wieder A’ M, die Richtung der Achse von w’. 
Die Parallele zu A’ M, durch € trifft #’ im Berührungspunkt P’ mit w”. 
Schneidet man nun J’ mit P’&, so ist 0,’ parallel zu der Verbindungs- 
geraden dieses Schnittpunktes mit dem Punkte Z”. 


Für diesen Fall erhalten wir aus der Gleichung (3) 


7 0° 
ZS= qr eig. (6) 


Bezeichnen wir den Winkel, welchen D, mit p’ einschließt, durch ®, 
so folgt hieraus die Relation 
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ae tye TE 
PU Curae tS Tr 


aus der wir weiter erhalten 
0 BEA 


Fe Nez 


Fig. 8. 


Ist A der Schnittpunkt von B’& mit a’, so ist 


= AD: 
a Cezar 


und bezeichnet man den Winkel A’Z’A mit @, so ist 


On ACB 
TALI ZE D 


go = 


Dadurch erhalten wir hier die einfache Beziehung 
te D =igg —igo. 


Wird also a,’ von Z’& in A, und B’ €* von a’ in B, geschnitten, so 
ist by’ parallel zu A, B,. 

Die Verbindungsgerade von &* mit dem Fußpunkte der Senkrechten 
von A, auf a’ schneidet #’ im Berührungspunkt P’ mit w’. Die Gerade € P’ 
gibt dann die Achsenrichtung von w’ an. Es ist leicht zu erkennen, daß &* 
der Berührungspunkt von Z’& mit w’ ist. Denn hier fallen die projizie- 
renden Schmiegungsebenen V 7, Zr in eine zusammen, der Punkt 7’ fällt 
mit ¢* zusammen und der Kreis À, hat Z’ €* zum Durchmesser, während 
in dem vorangehenden Falle (Fig. 7) die Parabel w’ von vin dem Schnitt- 
punkte mit P’&* berührt wird. Die Parabel w’ ist somit hier durch 
die Tangenten a)’, p’, Z’& und den Berührungspunkt $* der letzten von 
ihnen und im vor angehenden Falle durch die Tangenten a)’, p’, V’7, 
Z’y auf die einfachste Weise bestimmt. 
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8. Eine einfache Anwendung unserer Konstruktionen liefert die Auf- 
gabe: 

Einer Drehfläche soll eine abwickelbare Fläche P umschrieben werden. 

Es sei der Richtungskegel K von P gegeben und es soll die Berüh- 
rungskurve c der abwickelbaren Fläche P mit der gegebenen Drehfläche R 
ermittelt werden, und umgekehrt sei auf R eine Kurve c gegeben und 


es soll der Richtungskegel der abwickelbaren Fläche P, welche R längs c 
umschrieben werden kann, ermittelt werden. 

Wir setzen da Orthogonalprojektionen in zwei zu einander senkrechte 
Ebenen voraus, wobei die erste Projektionsebene senkrecht zur Dreh- 
achse o, die zweite parallel zu o angenommen wird. 

Die punktweise Bestimmung von c bei gegebenem K ergibt sich 
einfach dadurch, daß wir zu K den Normalkegel L konstruieren, dessen 
Mittelpunkt O, beliebig auf o angenommen wird. Es sind also die erzeu- 
genden Geraden von L senkrecht zu den Berührungsebenen von K und 
umgekehrt. Von L stellen wir den Schnitt Z mit irgend einer zur Achse o 
normalen Ebene N durch die erste Projektion J’ dar. Um die Punkte 
von c auf irgend einem Parallelkreise k von R zu ermitteln, suchen wir 
den Schnittpunkt O der Normalen an R in den Punkten von À mit der 
Achse o. Eine von diesen Normalen, sagen wir im Punkte H von & läßt 
sich aus den Bestimmungsstücken von R unmittelbar darstellen. Zu 
dieser Normale O H zieht man die Parallele durch O,, welche man mit N 
im Punkte 7, zum Schnitt bringt. Es sei k,’ die erste Projektion des 
Kreises, welcher durch Drehung des so erhaltenen Punktes H, um o 
entsteht. Schneiden sich A,’ und /’ in den Punkten M,’, N,’,..., so be- 
stimmt man auf den Geraden O,’M,’‘, O,’ N,’,... die entsprechenden 
Schnittpunkte M’, N’ mit k’ und zwar so, daß sie mit M,’, N,’... auf 
derselben Seite oder zu verschiedenen Seiten von O7’ liegen, jenachdem 
O H,O H, gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind. Die Punkte M, N,... 
auf k gehören der Kurve c an. 


Ist ungekehrt die Kurve c gegeben, so zieht man in irgend einem 
Punkte M derselben die Normale zu R und fällt zu ihr die Normalebene 
durch einen festen Punkt; beschreibt M die Kurve c, so beschreibt diese 
Ebene den Kegel K. 

Wir nehmen nun an, daß R speziell eine Fläche 2. Ordnung ist. 

Wir wählen auf ihr wieder irgend einen Parallelkreis k und ermitteln 
in bekannter Weise den Mittelpunkt O des Normalenkegels von R längs hk, 
wählen den Punkt O gleichzeitig als Mittelpunkt des Normalenkegels L 
und bringen L mit der Ebene N von k in der Kurve / zum Schnitte. Die 
Kurve / ist die Zentralprojektion von O auf N für die Berührungskurve d 
der Kugel G, welche R längs À berührt, mit derjenigen umschriebenen 
entwickelbaren Fläche P,, welche gleichfalls K zum Richtungskegel hat. 
Es sei E der Pol von N inbezug auf R. Wir verschieben den Richtungs- 
kegel K parallel nach E, bis sein Scheitel nach E fällt, und bringen ihn in 
dieser Lage mit der Ebene N in der Kurve /, zum Schnitt; dann ist / 
die polarreziproke Kurve von J, inbezug auf k. Aber auch die Zentral- 
projektion in die Ebene N der Berührungskurve c von R mit der ent- 
wickelbaren Fläche P mit demselben Richtungskegel E, vom Mittel- 
punkt S der Fläche 2. Ordnung R aus ist polarreziprok mit /, inbezug 
auf k,1) so daß sie mit 7 zusammenfällt. 

Daraus ergibt sich folgende Konstruktion von c. 

Wir ermitteln den Mittelpunkt O des Normalenkegels der Fläche R 
für irgend einen Parallelkreis k derselben, konstruieren den Normalen- 
kegel L, zu K so, daß er seinen Mittelpunkt in © hat und bringen L, mit 
der Ebene N von kin der Kurve / zum Schnitt ; alsdann ist c die Schnitt- 
kurve von R mit dem Kegel L, welcher sich auf / stützt und den Mittel- 
punkt S der Fläche R zum Scheitel hat. 

Umgekehrt, wenn die Kurve c gegeben ist und wir sollen K kon- 
struieren, so ermitteln wir zunächst den Mittelpunkt O des Normalen- 
kegels der Fläche R längs irgend eines Parallelkreises k derselben, proji- 
zieren c vom Mittelpunkt S in die Ebene N von k nach /; dann ist der 
Kegel L,, welcher seinen Scheitel in O hat und sich auf 7 stützt, ein 
Normalkegel zum Kegel K, so daß dieser auch bestimmt ist. 

Die Tangente ¢ an die Berührungskurve c in irgend einem Punkt M 
derselben wird als Schnittgerade der Berührungsebene T, in M an R 
und der Berührungsebene T, des Kegels L längs SM erhalten. M ist 
hier ein Schnittpunkt von k und /; dabei ist O M senkrecht auf einer 
Ebene, welche K längs einer Kante 7 berührt. Die Tangente # an / in M 
ist deshalb senkrecht zu 7’ und T, ist die Verbindungsebene von S mit 4. 


Die Schmiegungsebene an c im Punkte M kann man folgendermaßen 
ermitteln. 


1) Cf. Sitzungsberichte der kön. böhm. Gesell. d. Wissensch. 1893 No II. 


383 


Wir setzen voraus, daß wir in der Lage sind, die Krümmungskreise 
an die Schnittkurve # von K mit irgend einer Normalebene N zur Dreh- 
achse o zu ermitteln, falls sie nicht direkt gegeben sind. Wir konstruieren 
zunächst den konzentrischen Normalkegel L, zu K und bezeichnen mit K, 
die Orthogonalprojektion in N für den gemeinsamen Mittelpunkt K. Da 
wir also den Krümmungsmittelpunkt von # im Schnittpunkt J mit der 
Kante KJ kennen, so können wir einfach den Hauptscheitelkreis des 
Kegelschnittes ermitteln, welcher # in J oskuliert und K, zum Brenn- 
punkt hat. Der zu diesem Kreis inverse Kreis für X, als Zentrum und 
— K K, als Potenz der Inversion ist der zugehörige Krümmungskreis der 
Kurve, in welcher L, die Ebene N schneidet. Aus der ähnlichen Lage 
zwischen L, und L ergibt sich dann der Krümmungskreis /, von Z im 
Punkte M. 

Die Schmiegungsebene C der Kurve c in M ist auch Schmiegungs- 
ebene in M für die Durchdtingungskurve von R mit dem Kegel La, welcher 
in S seinen Scheitel hat und sich auf J, stützt. Die doppelkonjugierten 
Geraden der Punkte auf ¢, das sind also die Schnittgeraden der Polar- 
ebenen dieser Punkte inbezug auf R und La bilden einen Kegel 2. Ordnung, 
dessen Berührungsebene längs ¢ die gesuchte Schmiegungsebene C ist. 
Dieser Kegel enthält die Geraden S M, ¢ und die Parallele 7, durch M zu K J. 
Wir brauchen also nur noch zwei Punkte G, H auf {zu wählen undihre doppelt- 
konjugierten Geraden g, h zu ermitteln. SG schneidet N in einem Punkte, 
auf dessen Verbindungslinie mit dem Mittelpunkte von y wir in N die 
Senkrechte ga errichten; alsdann ist S gu die Polarebene von G inbezug 
auf L,. Die Polarebene von G inbezug auf R geht durch 7, und steht 
senkrecht auf der Ebene Go, und g ist die Schnittgerade beider Polar- 
ebenen. Ebenso finden wir h und können dann die Ebene € linear kon- 
struieren. Diese schneidet R in einem Kegelschnitt. Schneidet man die 
Ebene N mit der Normale von O auf C und verbindet den Schnittpunkt 
mit S durch eine Gerade, so wird diese die Ebene C im Mittelpunkt des 
soeben erwähnten Kegelschnittes treffen. Dadurch kann man nicht nur 
den Krümmungsmittelpunkt dieses Kegelschnittes in M, sondern auch 
den Krümmungsmittelpunkt von c’ im Punkte M’ einfach konstruieren. 


Ist speziell K ein Kegel 2. Ordnung, so ist / ein Kegelschnitt, den 
wir direkt statt des Kreises /, benützen können. 

Wir können C auch durch folgende Überlegung ermitteln. 

Es sei Zu der Mittelpunkt von /,. Wir projizieren (Fig. 10) orthogonal 
in die Ebene Z,o. Die Durchdringungskurve m der Flächen R und L, 
projiziert sich in diese Ebene nach einer Hyberbel m’’’ vom Mittelpunkte S, 
deren eine Asymptote a senkrecht zu o ist, während die andere ß dadurch 
gefunden wird, daß der Abschnitt welcher auf der Projektion ¢’” von ¢ 
durch die Asymptoten «, ß abgeschnitten wird, M’’ zum Halbierungs- 
punkt hat. Die Geraden d, e, welche S mit den Endpunkten des in L, 0 
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liegenden Durchmessers von /y verbinden, sind hier die Konturerzeugenden 
des Kegels Ly. 

Wir konstruieren ferner einen Kegelschnitt b, welcher m’” in M” 
oskuliert und die Geraden d, e zu Tangenten hat. Zu dem Zwecke kon- 
struieren wir die von ¢’” verschiedenen Tangenten 6 und r an m’’” durch 
die Schnittpunkte von 7” mit d und e. Die Senkrechte von M’” auf o 
schneidet d in einem Punkte, durch den wir die Parallele zu B ziehen, bis 
sie « in 7 schneidet; der zu S inbezug auf 7 symmetrische Punkt gehört 


Fig. 10. 


der Tangente 6 an, deren Berührungspunkt 6, auf der soeben erwähnten 
Parallelen liegt, wie man sich aus einem ausgearteten Brianchonschen 
Sechsseit leicht überzeugt. Analog findet man die Tangente t und ihren 
Berührungspunkt r, mit m’. 

Der Kegelschnitt b ist zu m’ zentrisch kollinear für ¢’”’ als Kolli- 
neationsachse, während das Kollineationszentrum P im Schnitte von ?’” 
mit der Geraden, welche die Punkte 6.7 und S verbindet, liegt. Po, 
schneide d in S, und Pr, schneide e in T,. Die Ebene, welche ¢ mit S,7, 
verbindet, ist die gesuchte Schmiegungsebene C. Wir sehen, daß es genügt 
nur einen der Punkte S,, 7, zu konstruieren, der mit ¢ die Ebene C festlegt. 

Daß die Konstruktion richtig ist, geht daraus hervor, daß m die 
Durchdringungskurve des auf Lo senkrechten Zylinders, der sich auf m’” 
stützt, mit R ist und daß zur Bestimmung von C dieser Zylinder durch jeden 
Zylinder ersetzt werden kann, welcher ihn längs der durch M gehenden 
erzeugenden Geraden oskuliert, also auch durch den auf b sich stützenden. 
Dieser aber hat mit Ly die Berührungsebenen, welche durch d und e gehen, 
gemeinschaftlich, schneidet also L, in zwei Kegelschnitten, von welchen 
einer c in M oskuliert und dessen Ebene deshalb mit der Schmiegungs- 
ebene C zusammenfällt. 

11. Ist irgend eine Rotationsfläche R durch ihre Meridiankurve 
gegeben und handelt es sich darum für die Berührungskurve c in irgend 
einem Punkte M die Schmiegungsebene und den Krümmungsmittelpunkt 


2 
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zu finden, so können wir den folgenden Weg betreten, welcher in der zuvor 
erwähnten Arbeit eingeschlagen worden ist, wobei jedoch die hier ent- 
wickelten Konstruktionen einfacher zum Ziele führen. 


Es sei (Fig. 11) M ein Punkt von c auf der Drehfläche R, welche durch 
ihre Meridiankurve w und die Achse o gegeben sei. Der Parallelkreis von M 
möge wim Punkte M, schneiden. Der zu M, gehörige Krümmungsmittel- 
punkt von w sei x, und = sei der Krümmungsmittelpunkt in x für die 
Evolute von w. Wir konstruieren zunächst in der Ebene von w; tragen 


auf x x die Länge x À = = x # auf und bringen die Gerade M„A mit der 


Senkrechten von # auf o im Punkte w zum Schnitt; die durch den Fuß- 
punkt » der Senkrechten von u auf 
M,,x gezogene Parallele o, zu o kann 


w 
als Achse eines Kegelschnittes wx BE ‘ ° 
aufgefaßt werden, welcher überdies SE 
dadurch bestimmt ist, daß er w in So, 2 
M „ oskuliert. Dieser Kegelschnitt wx RA---- Sof si 
hat mit w vier in M, unendlich be- WE SER > 
nachbarte Punkte gemeinschaftlich. £ lhe % 
Dabei ist der Schnittpunkt O, von ae 
M,, À mit o, der Mittelpunkt von wx, 
wie sich leicht daraus ergibt, daß die Fig. 11. 


Achsen, die Tangente und Normale 

in M,, von w, eine Parabel bestimmen, welche die Normale im Punkte x 
berührt. Bezeichnet man für w, z. B. die Achse 0, mit 3, die zweite Achse 
mit 4, die unendlich ferne Gerade der Ebene mit 5, die Tangente in M,, 
mit 6, die Normale mit I und die ihr unendlich benachbarte Normale 
mit 2, so folgt die Richtigkeit unserer Behauptung daraus, daß 123456 
ein Sechsseit von Brianchon ist. 


Nun denken wir uns w, nach w, senkrecht zu o verschoben, bis 0, 
mit o zusammenfällt, wobei O, nach O, und v nach v, gelangt. Die durch 
Drehung von w, um o entstehende Fläche R, ist 2. Ordnung; der Nor- 
malenkegel zu K mit dem Scheitel in v, schneidet die Ebene N von k 
in Z, und der Kegel, welcher seinen Mittelpunkt in O, hat und sich auf / 
stützt, schneidet R, in einer Kurve c,, auf der dem Punkte M der Punkt 
M, entspricht, wobei M M, senkrecht auf o und gleich 0, 0, ist. 


Bewegt sich die Gerade M M, parallel zu N, so daß sie o beständig 
schneidet und M, die Kurve c, beschreibt, so beschreibt der Punkt M, 
wenn die Entfernung M, M bei der Bewegung sich nicht ändert, eine 
Kurve, welche mit c in M die Tangente, den Krümmungskreis und die 
Schmiegungsebene gemeinschaftlich hat. Dadurch ist die Konstruktion 
dieser Elemente auf die Konstruktionen der Aufgabe im Art. 1 zurück- 
geführt. 
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So haben wir hier die Konstruktionen die Kurve c betreffend, die 
auf eine Auffassung von Dunesme sich stützen,!) um einen Schritt weiter 
geführt. 

Die Umkehrung dieser Konstruktionen, wenn wir den Übergang 
von c zu K bewerkstelligen wollen, bietet keine Schwierigkeiten. 

12. Eine andere Anwendung unserer Betrachtungen soll auf Schrauben- 
flächen übertragen werden. 

Es seien (Fig. 12) zwei derselben Schraubung angehörende Schrauben- 
flächen A, B gegeben und A, B seien zwei in einer Normalebene N zur 
gemeinschaftlichen Schraubungsachse o liegende Punkte derselben, und es 
seien die Berührungsebenen T,, Tg dieser Flächen in A beziehungsweise 
B zueinander parallel. 

Wir projizieren orthogonal in die zu N parallele Ebene N,, deren 
Entfernung von N gleich ist dem Parameter der Schraubung. Machen 
wir A’A,:Lo’A’ und im Sinne der Schraubung A’ A, — 0° A’, und 
machen wir ebenso B’ B, | 0’ B’ und B’ B, = 0° B’, so geht durch A, 
die Spur ar von T, und durch B, die Spur br von Tg, und es muß br || az 
sein. Die Senkrechte 5’ durch A’ zu ar treffe ar in A,, und die Parallele 
zu ar durch o’ treffe p’ in Og. Es ist da A’ A, die Länge der Projektion 
für die durch A gehende Fallgerade der Berührungsebene T,. Überdies 
ist A’ A, = 0’ Og. Führen wir die analoge Konstruktion für B durch und 
wenden dem Vorangehenden sinngemäße Bezeichnungen an, so ist auf 
der zu p’ parallelen Geraden g’ durch B’ zunächst B’ B, = 0’ Og, und da 
wegen Tg || T, die Strecken A’ A,, B’ B, einander gleich sind, so fällt Og 
mit Og, also g’ mit #’ zusammen, Demnach ist D’ normal in A’ an die 
Projektion der in N liegenden Normalkurve k, von A und ebenso ist p’ die 
Normale in B’ an die Projektion der gleichfalls in N liegenden Kurve kg von B. 

Daraus sehen wir, daß die Kon- 
struktionen von Dunesme mit der zu- 
vor gegebenen Verallgemeinerunga uch 
anwendbar sind für solche Schrau- 
bungsflächen, deren Normalkurven 
irgend zwei Parallelkurven sind. 

Ist allgemein (Fig. 13) irgend eine 
Kurve À, gegeben, die einer Schrau- 
bung um die Gerade o unterworfen 
wird, wobei sie eine Fläche A erzeugt, 
so hüllen die Berührungsebenen an A 
in den Punkten von k, eine entwickel- 

Fig. 12. bare Fläche K, ein. Die Orthogonal- 

projektion der Geraden dieser Fläche 

in eine Normalebene N der Schraubung hüllen eine Kurve w’ ein. Wahlen 
wir auf o im Sinne der Schraubung den Punkt U so, daß er von der 


41) Comptes rendus 1857 S. 527. 
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Projektionsebene um den Parameter der Schraubung entfernt ist und 
lassen in dem der Schraubung entgegengesetzten Sinne die Kurve w’ um 0’ 
eine Vierteldrehung vollführen, wodurch sie nach #, gelangen möge, so 
ist U der Scheitel des auf a, sich stützenden Richtkegels (U u,) von K,.1 

Lassen wir eine Gerade p sich so bewegen, daß sie beständig zur 
Projektionsebene N parallel bleibt, den projizierenden Zylinder U von w’ 
berührt und die Kurve k, schneidet ; auf $ nehmen wir eine Strecke von 
konstanter Länge A B an, die sich auf p gleichzeitig so bewegt, daß A 
die Kurve k, beschreibt, alsdann beschreibt B eine Kurve kg, welche wir 
als eine Konchoide von k, inbezug auf den Zylinder U bezeichnen wollen. 
Die Kurve kg erzeugt bei der angenommenen Schraubung eine Fläche B. 
Die Gerade p berühre U im Punkte Z; die Normalen in A’ und B’ an k, 
und kg’ schneiden sich mit der Normale in Z’ an w’ in einem Punkte n’. 


Für irgend eine andere Länge AC erhalten wir die Kurve k, und die 
Normale in C’ an ky’ geht gleichfalls durch »’. Die Tangenten a, b, c,... 
in A, B, C,... an kg, kg, ky,... bilden ein hyperbolisches Paraboloid P, 
dessen Projektion zur Umrißlinie diejenige Parabel (p) hat, welche n, 
zum Brennpunkt und #’ zur Scheiteltangente besitzt. Die Spurgerade q 
von P in N ist auch eine Tangente an (p). Auf g liegen die Spurpunkte 
Ar, Bı,... der Geraden a, b,... Die Spur der Berührungsebene T, in A 
an A verbindet wie im vorangehenden Art. A, mit A7. Die durch A gehende 
Fallgerade, welche auch der Fläche K, angehört, habe in A, ihren Fuß- 


1) Cf. Monatshefte f. Math. u. Physik IV. Jahrhgg.: ,, Uber developpable Berüh- 


rungsflächen an windschiefe Helikoide“. 
25* 
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punkt. Die Spur 6; der Berührungsebene T, in B an B ist die Verbindungs- 
gerade der Punkte B,, Br. Ist B, der Fußpunkt der Senkrechten von B, 
auf p’, so ist B’ B, = A’ A,. Andererseits sind die Orthogonalprojektionen 
der Strecken A’ Ar, B’ By,... auf die Scheiteltangente p’ der Parabel (f), 
einer bekannten Parabeleigenschaft zufolge einander gleich. Daraus folgt, 
daß B, Br = br senkrecht auf der Geraden p’ ist und sie im Punkte B, 
schneidet. Die sämtlichen Berührungsebenen von B in den Punkten der 
Kurve kg hüllen also eine abwickelbare Fläche ein, welche gleichfalls 
(U u,) zum Richtkegel hat. 


Sollen nun an die Flächen A, B,... abwickelbare Berührungsflächen 
Ly, Ig,... konstruiert werden, welche denselben Richtgekel haben, so 
verlegt man diesen Kegel parallel so, daß sein Scheitel nach U gelangt, 
und bestimmt seine Spur v,, die man um o’ im Sinne der Schraubung, 
(d. h. in dem Sinne, in welchem sich ein Punkt bei der Schraubung dreht, 
wenn sich dabei ein Punkt auf o im Sinne von N gegen U verschiebt), 
eine Vierteldrehung nach v’ vollführen läßt. Ist alsdann fg, kp, u’ irgend 
eine durch Drehung um o’ hervorgerufene Lage von kg, kg, u’, so ist 
jede gemeinschaftliche Tangente von v’ und # die Projektion einer 
Geraden auf L, und einer Geraden auf Lg; erstere schneide Ra in A, 
letztere Rp in B, und die Berührungsebenen der Flächen A und B in A 
beziehungsweise B sind parallel und A B ist gleich AB. Demnach ist auch 
die Berührungskurve von Lg mit B eine Konchoide der Berührungskurve 
von L, mit A inbezug auf den orthogonal projizierenden Zylinder von v’. 
Es sind also die früheren Konstruktionen hier anwendbar. 

13. Wir wollen noch eine Anwendung unserer Resultate auf Röhren- 
flächen besprechen. 

Eine solche Fläche ist Umhüllungsfläche einer beweglichen Kugel K 
von konstantem Radius @, deren Mittelpunkt S eine Kurve (S) beschreibt. 
Wir werden hier wieder die Berührungskurve c der umgeschriebenen ab- 
wickelbaren Fläche P von gegebenem Richtkegel L konstruieren. 

Wir ermitteln da zuerst einen Normalkegel M zu L. Verlegen wir 
den Kegel M parallel nach M,, so daß sein Mittelpunkt nach S fällt, und 
schneiden M, mit der dem Punkte S angehörigen Normalebene E, von (S) 
in den Geraden #, g,..., so hat man auf diese Geraden von S aus in 
beiderlei Sinne die dem Halbmesser @ gleichen Strecken S A, S Ag; S B,, 
SB); ... abzutragen, um die Punkte A, 45; By, Ba... . der Kurvereszu 
erhalten. Denn die Berührungsebenen in 4,,... an K sind parallel zu 
den zugehörigen Berührungsebenen an L und berühren die Kugel auf 
ihrer Charakteristik, welche in der Ebene E, enthalten ist. 

Bewegt sich K in der vorgeschriebenen Weise, so beschreiben die 
Geraden p, g,... eine Regelfläche Q, deren Geraden die Eigenschaft 
besitzen, daß sie die gegebene Kurve (5) schneiden, zu den Geraden von M 
parallel sind und die Polarfläche S der Kurve (S) berühren. 


389 


Die Tangentenkonstruktion an die Kurve c in irgend einem Punkte A, 
derselben läßt sich da noch verhältnismäßig einfach geben. 

Es sei A, der Krümmungsmittelpunkt von (5) in S, s sei die Polare 
des Punktes S, also die durch X, geführte Normale zur Schmiegungs- 
ebene von (S) im Punkte S, und es sei p, die zu p unendlich benachbarte 
Gerade. Für den infinitesimalen Flachenstreifen (p p,) ist die Berührungs- 
ebene in S die Ebene, welche p mit der Tangente a, in S an (5) verbindet, 
die Berührungsebene im Schnitt von p mit s ist (ps) und die asympto- 
tische Ebene R ist parallel zu der Berührungsebene von M; längs p. Da 
wir also in drei Punkten von # die Berührungsebenen an (p p,) kennen, 
so läßt sich in jedem anderen Punkt von p die Berührungsebene desselben 
konstruieren. 

Projizieren wir nun orthogonal oder in irgend einer Richtung in 
eine Ebene N, inbezug auf welche p die Fallgerade von R ist oder vorteil- 
hafter noch in eine zu R parallele Ebene und bestimmt den Berührungs- 
punkt Z der projizierenden Ebene von p mit (pf #,), so kann man die 
Projektion ¢’ der Tangente ¢ in A, an c ohneweiters ermitteln, da die Nor- 
malen in A,’ an c’, in S’ an (S’) und in Z’ an p’ sich in einem Punkte 
schneiden. Dadurch ist ¢ selbst gegeben. 

Viel umständlicher wäre hier die Konstruktion der Schmiegungs- 
ebene C und des Krümmungskreises K, von c für den Punkt A,, obzwar 
das Prinzip der Konstruktion leicht übersichtlich ist. 

Es seien f,, P, p, drei unmittelbar aufeinander folgende Geraden 
von Q. Dieselben bestimmen ein Hyperboloid H, welches sich längs p 
der Fläche Q anschmiegt. Von diesem Hyperboloid können wir drei Ge- 
raden der zweiten Schar leicht ermitteln. Zunächst die Gerade g durch S 
auf Grund dessen, daß H den Flächenstreifen (p p,) längs  berükrt und (S) 
in S oskuliert, dann die zu p parallele Gerade Z auf Grund dessen, daß H 
wieder (p p,) längs p berührt und einen M, längs  oskulierenden Kegel 
2. Ordnung zum Richtungskegel hat. Berührt die Gerade s die Polarkurve 
von (S) im Punkte S,, welcher Mittelpunkt der Krümmungskugel von (5) 
für den Punkt S ist, und ist S, ein Schmiegungskegel 2. Ordnung der 
Polarfläche S längs der Geraden s, so wird eine dritte Gerade m der 
zweiten Schar von H als Gerade desjenigen Hyperboloids gefunden, 
welches (p #,) längs p berührt und von S, durch den Kegel S, projiziert 
wird. 

Weiter finden wir die Achse des Rotationskegels, welcher M, längs p 
oskuliert und projizieren orthogonal, oder in irgend einer Richtung in 
eine Ebene N, welche senkrecht zu dieser Achse gestellt ist. Sodann er- 
mitteln wir den Krümmungsmittelpunkt $ des Umrisses für die Projektion 
von H und können dann den Krümmungsmittelpunkt y von c’ im Punkte 
A,’ sowie die Schmiegungsebene C nach früherem Vorgang ermitteln, 
woraus dann X, und der Krümmungsmittelpunkt irgend einer Projektion 
von ¢ in der Projektion von A, konstruiert werden kann. 
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Die graphische Durchführung dieser Konstruktionen ist jedoch 
bedeutend kompliziert und man muß dieselben in den Bereich der von 
Steiner so genannten Mundkonstruktionen verlegen. Einfacher wird die 
Darstellung nur in dem Falle, wenn P eine umschriebene Zylinderfläche 
ist; denn dann ist Q eine Konoidfläche, da die Geraden p,... in Ebenen 
liegen, die normal sind zu der Richtung des Zylinders; c ist da die Selbst- 
schattengrenze für parallele Lichtstrahlen. Hier würde man die Richt- 
ebene N von Q als Projektionsebene einer Orthogonalprojektion annehmen. 


14. Wir werden im Folgenden als ganz spezielles Beispiel die Be- 
stimmung der Konturkurve c einer Schraubungsröhrenfläche A behandeln. 
Vorerst wollen wir uns mit der Lösung einer anderen Aufgabe beschäftigen, 
welche uns biehei von Nutzen sein wird, nämlich: 

Es ist die Krümmung einer Sinuslinie darzustellen. 

Diese Aufgabe behandelt Chr. Wiener in seinem Werke über Dar- 
stellende Geometrie.!) Hier soll eine andere, allgemeinere Lösung ent- 
wickelt werden, die sehr einfach ist. 

Wir betrachten (Fig. 14) die Sinuslinie s’ als Orthogonalprojektion einer 
Schraubenlinie s in eine zur Schraubungsachse o parallele Ebene N, die wir 
als erste Projektionsebene annehmen wollen, während wir eine zweite 
Projektionsebene M normal zu o wählen. Wir betrachten ferner eine Regel- 
tläche R, deren Geraden p,... parallel zu N sind, die Schraubenlinie s 
schneiden und in ihren Normalebenen, welche den Schnittpunkten zu- 
kommen, liegen, somit die Polarfläche von s berühren. Die Geraden #,... 
werden sich somit in die Ebene N als Normalen von s’ darstellen und 
deshalb wird die Umrißlinie der ersten Projektion von R die Evolute der 
in N liegenden Sinuslinie s’ sein. Es sei x die Schnittachse der Ebenen 
M, N. Die zweiten Projektionen p”,... der Geraden von R bilden einen 
zu x parallelen Strahlenbüschel. Die Polarkurve ¢ von s ist eine koachsiale 
Schraubenlinie. Bezeichnet 6 den Halbmesser des Drehzylinders, auf 
welchem s liegt, und + den Halbmesser desjenigen, auf welchem ¢ liegt, 
und ist x der Parameter der Schraubung, so ist or = m?. 


Ist A irgend ein Punkt auf s, zieht man in der Ebene A o die Senk- 
rechte von À auf o, deren Fußpunkt O, sein möge, und bestimmt man 


den Punkt B, auf A Og so, daß (A B, O0) = — <. , so ist By, sowohl Mittel- 


punkt des Kriimmungskreises als auch Mittelpunkt der Krümmungskugel 
von s für den Punkt A. Die Sinuslinien s’ und ¢ sind orthogonal affın 
für o’ als Affinitätsachse. Deshalb haben die Tangenten a und bg an s 
und / in den Punkten A, beziehungsweise B, die Eigenschaft, daß sich 
ihre Projektionen a’, bg’ auf o’ schneiden und daß ihre Projektionen a”, ba” 
zueinander parallel sind und senkrecht auf A” B,/’ stehen. Der Schnitt- 


1) II. Bd. S. 363. 
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punkt a’. b,’ ist die Projektion w’ einer Geraden w, für welche u” durch 0” 
geht und senkrecht auf x steht. 

Die Gerade a werde von # in Au, von bg in Bu geschnitten; die zu M 
senkrechte Ebene durch # schneide p im Punkte M. Die Berührungs- 


Fig. 14. 


punkte der durch 5 senkrecht auf N einerseits und senkrecht auf!'M 
andererseits gelegten Ebenen mit dem Flächenstreifen (pf p,) seien KOs 
Dabei liegt U auf # unendlich fern. Bezeichnen wir noch den Schnittpunkt 
von p mit à, durch B. Schneiden wir nun die Berührungsebenen von (p p;) 
in den Punkten A, B, Kz, U mit der Geraden #. Wir erhalten die Schnitt- 
punkte Au, B,, Ku, M, wobei K, unendlich fern liegt, und es ist 
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(A B Kg U) = (44 By Ku M), 
oder auch 
(4 BK. U) (BE 4. MOK): 


und da U und X, unendlich ferne Punkte sind, so folgt, daß 
(A BK) — (BE ARM): 


LZ4 


Andererseits ist wegen ba” || a 


(Bu Au M) = (BAM), so daB (ABK. =(BAM) 
ist, oder 
AIRGE BIKE TB ME cA 


aus welcher Proportion folgt 4 
HER BEAT BIN AN BE SO ed aie hr MPBRSE 


Schneidet also D’ die Gerade 0’ im Punkte M’, so ist A’ Kg’ = M’ B’. 
Es gibt also M’ B’ die Größe und Richtung für den Krümmungshalb- 
messer von s’ in A’ an. 

Das gibt folgende Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes Ka’ 
von s’ in A’. 

Man errichte zu einer Inflechsionstangente z’ von s’ die Senkrechte 7’ 
in ihrem auf o’ liegenden Berührungspunkte, führe durch den Schnitt- 
punkt von a’ mit 7’ die Senkrechte auf o’ bis zum Schnitte mit 7’, ver- 
bindet den so erhaltenen Schnittpunkt mit dem Punkte a’.o’ durch die 
Gerade 6,’, welche man mit 5’ in B’ trifft. Schließlich macht man A’ K,’ = 
= M’ B’, wenn M” den Punkt #’ . o’ bedeutet. 

Ist insbesondere A’, ein Scheitel A,’ von s’, so ist 5’ senkrecht auf 0” 
und B’ fällt mit B,’ zusammen; K,’ ist hier eine Spitze K, der Evolute e’ 
von s’, für welche A,’ Ky = 6, und deren hier gegebene Konstruktion 
identisch mit der von Ch. Wiener angegebenen ist. Es ist klar, wie die 
Konstruktion von K, vorzunehmen wäre, wenn 7 nicht zugänglich ist. 

Wir hätten freilich K,’ auch als Krümmungsmittelpunkt der Ellipse 
konstruieren können, in welche sich der Krümmungskreis der Schrauben- 
linie sin A in die erste Projektionsebene projiziert ; beide Konstruktionen 
führen zu demselben Ergebnis. Denn der Krümmungskreis m von sin A 
projiziert sich in die Ebene N in eine Ellipse m’, welche B,’ zum Mittel- 
punkt hat. Die Senkrechte von B,’ auf die erste Spur der Schmiegungs- 
ebene von s in A ist die Nebenachse von #1’; da b, normal ist zu dieser 
Schmiegungsebene, so folgt daraus, daß die erwähnte Nebenachse mit b,’ 
zusammenfällt und daß also die Normale B,’v, von #’ in B,’ die Haupt- 
achse von m’ ist. Für die Ellipse m’ kennen wir somit die Lagen der 
Achsen, den Punkt A’ und die ihm zugehörige Normale A’ B’; wir können 
also ihren Krümmungsmittelpunkt K,’ konstruieren. Nach einer bekannten 
Konstruktion schneiden wir die Normale mit der Senkrechten By’ Ba” 


| 
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zu A’B„ in vg und machen B’ K,’ = v;v,. Sollen also beide hier aus- 
geführten Konstruktionen übereinstimmen, so muß ,v, = B’ Ky’ = M'A 
sein. Daß dem so ist, erkennen wir leicht. Aus der Ähnlichkeit der Drei- 
ecke v, v, By’, u’ A’ B, folgt die Proportion 


Thy Dy = DY AI? ADB 


und aus der Ähnlichkeit zwischen A’ v, B,’ und A’ M’O,’, sowie zwischen 
A’ M’0,/ und u’ A’O,’ folgen die Proportionen 


vy, B,! M0, = A’ B,! : A’ 04’, 
M’ 0,/ : A’ M’ = A’ 0,! 0’ A’. 


Multipliziert man diese drei Proportionen miteinander, so bekommt 
man tatsächlich, daß v, v, = A’ P’ ist. 

Wenn aber die Sinuslinie s’ auf andere Art gegeben ist, etwa analy- 
tisch, so wissen wir, daß ihre Gleichung auf die Form gebracht werden 


i ; see a 
kann y=0cos—, worin die Konstanten 6, r die frühere Bedeutung 
T 


behalten. 

15. Unsere Betrachtung gestattet auch noch den Krümmungsmittel- 
punkt H,’ von e’ in K,’ leicht zu konstruieren. 

Wir denken uns (Fig. 14 u. 15) zu diesem Zwecke das Oskulations- 
paraboloid H von O längs der Geraden p ermittelt. Zunächst sehen wir, 
wenn die Gerade p auf O ihre Lage verändert, daß B” eine Kurve (B”) 
beschreibt, welche von der Ecke B’ des bei B,„” rechtwinkeligen Dreieckes 
A” Bu’ B” durchlaufen wird, dessen eine Kathete A’ B,’’ sich um o” dreht, 
dessen Ecke A” den Kreis s’’, Ecke B,’”’ den Kreis ?”’ beschreibt und dessen 
Hypothenuse parallel zu x sich bewegt. Es ist bekannt, daß die Kurve 
(B”) die Orthogonalprojektion in die Ebene M für die Konturkurve einer 
offenen Regelschraubenfläche inbezug auf N ist, und es ist auch bekannt, 
wie man die Tangente n’’ an (B’’) konstruiert.1) Ist Z,” der Schnitt- 
punkt von #” mit a’, den wir zuvor durch 4,” bezeichnet haben, und 
konstruiert man den zu L,” inbezug auf A” symmetrischen Punkt /3”, 
so ist L,’” B” die Tangente n’’. 

B ist der Berührungspunkt der Ebene p b, mit (p p,) ; folglich ist (B”) 
die zweite Projektion der Berührungskurve von Q mit der Tangentenfläche 
der Schraubenlinie ¢ und L,” B” ist die zweite Projektion der zu b,inbezug 
auf H konjugierten Geraden n. Diese Gerade liegt in der Berührungs- 
ebene pb, von H; man bekommt deshalb n’, wenn man durch A’ die 
Parallele A zu b,’ zieht und zum Schnittpunkt /,’=A.o’ den symme- 
trisch liegenden Punkt Z,’inbezug auf A’ ermittelt ; alsdann ist n’ = L,’ B’. 

Zieht man in dem Trapez L,’ L,’ u’ B’ die Diagonalen und verbindet 
ihren Schnittpunkt mit A’, so halbiert die Verbindungsgerade die Strecke 


1) Cf. Sitzungsberichte der kön. böhm. Gesell. d. Wissensch. Prag 1893, No 
CRIS SL. 
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B’ uw’. Man kann deshalb n’ auch einfach so erhalten. Man verbindet den 
Halbierungspunkt der Strecke B’u’ mit dem Punkte A’ und schneidet 
die Verbindungsgerade mit o’ im Punkte ©; dann ist n’ die durch B’ und w 
gehende Gerade. 


Fig. 15. 


Die Senkrechte zu 5’ © im Punkte B’ ist die Normale im Punkte 5’ 
an die Kurve (B’). Sie möge die Senkrechte in K,’ zu f’, welche also die 
Normale in K,’ an die Evolute e’ ist, im Punkte B treffen. Ferner treffe 
die Senkrechte in M’ zu o’ diese Normale im Punkte P. Die auf p’ liegende 
Punktreihe verändert ihre Lage mit ~’ so, daß beständig A’ Ky’ = M’ B’ 
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bleibt, wobei A’ die Kurve s’, X,’ die Evolute e’, M’ die Gerade o’ und B’ 
die Kurve (B’) beschreibt. Daraus folgt, daß K,’ H,’ = PB. Dadurch hat 
man also den Krümmungsmittelpunkt H,’ der Evolute e’ gefunden. 

16. Die Evolute e’ ist auch die Evolute der Umrißlinie für die erste 
Projektion der Schraubungsröhrenfläche A. 

Wir wenden uns nun (Fig. 15) der Konstruktion der Konturkurve c 
von A inbezug auf die erste Projektionsebene N zu. Es ist c’ eine Parallel- 
kurve von s’. Für die Tangente a, von c in A, kennen wir die Projektion a,’, 
welche senkrecht auf ’ ist, und da die Tangente in der Berührungsebene 
von (p ,) für den Punkt A, liegt, so kann sie leicht konstruiert werden. 

Dem hyperbolischen Paraboloid, welches durch die Tangenten a, 
a,... an die Bahnkurven der Punkte A, A,,... festgelegt ist, gehört 
auch die Gerade k an, welche durch K,’ senkrecht zu N geht, so daß die 
Geraden der zweiten Schar auf diesem Paraboloid sich nach N in den 
Strahlenbüschel, welcher X,’ zum Mittelpunkte hat, projizieren. Es möge 
irgend eine Gerade « «, dieser Schar a in «, a, in «, schneiden. Wir leiten «”’ 
aus «’ ab, ziehen «’’ a,” parallel zu #”, denn aa, |N, da N eine Richt- 
ebene des betrachteten Paraboloids ist. Außerdem schneiden sich die 
Geraden k’’, a’’, a,” in einem Punkte; denn weil N eine Richtebene des 
Paraboloids ist, so liegt auf ihm eine auf M senkrecht stehende Gerade 
und deshalb bilden die Geraden k”, a”, a,’ ... einen Büschel. Es ist also 
die Gerade a,” dadurch, daß sie A,’ mit dem Punkte a” . k’” verbindet, 
ohneweiters bestimmt 

Die erste Spurparallele aa) der Schmiegungsebene von ¢ in A, wird 
nach Früherem konstruiert. Ist a, die durch A gehende erste Spurparallele 
der Schmiegungsebene (a, A B,) von sin A, für welche also a)’ | 6,’ ist, 
so ist a’) die durch A,’ gehende von p’ verschiedene Tangente an die 
Parabel w’, welche p’, a)’ und H,’ K,’ berührt und zwar die letzte Gerade 
in dem zu H,„ inbezug auf X,/ symmetrisch liegenden Punkte H,, wodurch 
aa selbst und somit die Schmiegungsebene a, aq) von c in A, bestimmt ist. 

Ermitteln wir diejenige zweite Spurparallele g der Ebene a, aq, 
deren erste Projektion durch X,’ parallel zu x geht. Die Gerade g” und 
die Senkrechte durch K,’’ zu p’’ sind zwei konjugierte Durchmesser einer 
Ellipse, welche a,” in A,” berührt; wir können also in bekannter Weise 
ihren Kriimmungsmittelpunkt ¢ in A,” konstruieren. Derselbe ist Krüm- 
mungsmittelpunkt von c’” in A,”. Wir erhalten e einfach als Berührungs- 
punkt der Senkrechten in A,” zu a,” mit einer Parabel, welche außerdem 
a’, die Senkréchte zu g’’ durch a”. %k’ und die Senkrechte zu k” durch 
a,” .q” berührt. (Eine diesbezügliche Konstruktion ist in der Figur durch 
punktierte Linien zum Ausdruck gebracht.) 

Wir bemerken noch Folgendes. 

Das Schmiegungsparaboloid H von Q hat N zu einer Richtebene. 
Machen wir auf a” die Strecke A’L,”=2.L,” A”, so ist die Gerade 
B’ L,” die Projektion der durch B gehenden, von p verschiedenen Ge- 
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raden auf H. Denn B” L,” ist zu p” harmonisch inbezug auf die Geraden 
b„',n”. Die durch A gehende, von verschiedene Gerade g, von H ermitteln 
wir wieder so, daß wir die Polare von a inbezug auf H konstruieren. Wir 
legen (Fig. 14) durch den früher gefundenen Punkt L,” die Parallele (1) zu p”. 
Da die Berührungsebene in B die Schmiegungsebene von s im Punkte A 
nach der Geraden A O„ schneidet und die Senkrechte auf A’ 0” zur Ge- 
raden a” parallel ist, so hat man die Gerade (7) mit der Parallelen by’ durch 
B” zu a” im Punkte q zu schneiden, um in A” die Projektion der frag- 
lichen Polare zu erhalten.) Es ist somit A” @ || n”’ und ga” || B”’ L;”. Daraus 
ergibt sich, daß die zweite Richtebene von H gleichfalls orthogonal proji- 
zierend in die Ebene M und die Achse von H senkrecht zu M ist. Es hat 
darum die Umrißparabel für die erste Projektion von H die Gerade 0’ 
zum Durchmesser. 

Wir konstruieren weiter (Fig. 15) inbezug auf M etwa diejenigen Spur- 
parallelen der Berübrungsebenen von (f ?,), welche durch ihre Berührungs- 
punkte gehen. Die Berührungsebene im Punkte A auf s ist (pa) ; die zuge- 
| 6rige Spurparallele sei a. Errichten wir in K,’’ die Senkreckte zu p” und 
ermitteln den Schnittpunkt Z von a’’ mit dieser Senkrechten. Aus der Pro- 
ektivität zwischen den unendlich fernen Punkten der erwähnten Spurparal- 
lelen und den Beriitrungspunkten folgt, daß sich die zweiten Projektionen 
dieser Spurparallelen im Punkte J vereinigen. Somit ist die durch A, ge- 
hende Spurparallele a, der Berührungsebene in A, durch die Gerade A,” I 
dargestellt. 

Die Parallele durch J zu q,’’ treffe £” im Punkte V’”. Betrachten 
wir V’ als Projektion eines Punktes V auf p, so ist V’ J die Projektion 
der durch V gehenden Spurparallelen v für die Beriitrungsebene von 
(p P1), also auch von H in V. Folglich gehört diese Spurparallele dem 
Paraboloid H selbst an, und v ist eine Scheitelgerade von H. Die Scheitel 
tangente der Umrißparabel für die erste Projektion von H geht deshalb 
durch V’ und ist senkrecht auf 0’. Die Achse g dieser Umrißparabel geht 
durch den zu K,’ inbezug auf V’ symmetrischen Punkt 1. Der Krüm- 
mungsmittelpunkt 7, kann nun auch als Krümmungsmittelpunkt in K,/ 
fur diese Parabel, von der wir die Tangente #’ und die Achse kennen, 
in bekannter Weise konstruiert werden. Wird die Gerade K,’ H,’ von g 
im Punkte 2 und von der durch 1 zu v’ gezogenen Parallelen im Punkte 3 
geschnitten, so ist K,’ H,’ = 3 2. 


1) FuBnote auf S. 14. 


Holarktische Anthaxien. 


Revision der kratomeroiden Arten der Gattung. 


Von JAN OBENBERGER. 


Die sehr umfangreiche Gattung Anthaxia wurde von den älteren 
Autoren in zwei Hauptabteilungen geschieden: in die Cratomeren und 
die Anthaxien s. str. In der neuesten Zeit hat Herr kais. Rat E. Reitter 
dazu noch eine dritte Untergattung, Haplanthaxia zugefügt. In der 
Wirklichkeit existieren aber zwischen allen diesen Abteilungen keine so 
wichtige und konstante Unterschiede, die uns dazu berechtigen könnten, 
sie subgenerisch zu trennen. Es existieren sehr zahlreiche Übergänge, 
ganze Ubergangsgruppen, die eine solche Trennung unmöglich machen; 
dabei haben die Autoren auch einen großen Fehler gemacht, daß sie den 
exotischen Formen gar keine Achtung gewidmet hatten. Die Anthaxien 
zerfallen der Form etc. nach in zwei große Gruppen, die ich Anthaxiae 
cratomeroides und Anthaxiae planipennes nenne. Es existiert aber eine 
ganze Anzahl von Arten, die mannigfach die wichtigsten Charaktere beider 
Gruppen verbinden und die zwischen beiden großen Gruppen stehen 
müssen; sie könnten mit derselben Berechtigung in beide Hauptabtei- 
lungen eingereiht werden. 

Den Inhalt dieser Studie bilden die Cratomeroiden und ein Teil der 
ihnen ähnlichsten Arten der Übergangsgruppen; in den nächstfolgenden 
Studien will ich die übrigen Formen behandeln. 

Als Material für meine Studien diente meine in dieser Gattung sehr 
reichhaltige Sammlung und die mir zur Revision anvertrauten Sammlungen 
einiger Firmen (Staudinger & Bang-Haas, Paganetti, Winkler & Wagner 
etc.), Museen (Wiener Hofmuseum, Deutsches Ent. Museum etc.) und 
mancher Coleopterologen des In- und Auslandes. Allen, die mir die 
Publizierung meiner Arbeit ermöglicht haben, bin ich zum besten Danke 
verpflichtet. 
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Analytische Tabelle der Arten. 


A" Zylindrische, parallele, gestrecktere Arten. Die Struktur des Hals- 


AR 


grr 
-_ 


schildes ist mehr einförmig, aus Ozellen oder Zellen, selten auch aus 
Runzeln bestehend. Die dd sind oft mit einer besonderen Färbung 
und Tibien-, Schenkel-, oder Fühlerauszeichnungen versehen. Die 
Behaarung ist stets licht. (Cratomerus Sol., Haplanthaxia Rtt.) 


Anthaxiae Cratomeroides: 


Die Hinterschenkel der dd sind verdickt, oder die Fühler der dd 
sind stark verbreitert (manchmal zweifarbig!) Die Flügeldecken sind 
seidengrün bis blauviolett. Oft geschlechtlich dimorph gefärbt. (Cra- 
tomerus auct.) 


I. Gruppe der A. hungarica Se. 


Der Halsschild ist ziemlich kurz und breit, an den Seiten ziemlich 
gerundet erweitert, die Stirn ist kürzlich behaart. 8. nupta Ksw. 

Siehe A. nupta Ksw. (= Krüperi Gnglb. = duo Sem.) 
Der Halsschild ist an den Seiten nur wenig oder mäßig gerundet, 
in der hinteren Hälfte meistens ziemlich parallel, nach den Vorder- 
winkeln zu mehr verengt. 
Die Struktur des Halsschildes besteht auch in der Mitte aus nor- 
malen, keine Querrunzeln bildenden Wellen, die nabelpunktigen Netz- 
maschen fließen also auf der Scheibe nicht ineinander. (Siehe auch 
Scorzonerae var. Juno Obenb.!) 
Die Stirn ist deutlich tomentiert. 
Außenseite der Vorderschenkel der dd ist längs ihres Innenrandes 
mit einem glänzenden, purpurroten Makel geziert. Nordafrika. 
Gänzlich grün; ohne schwärzliche Längsbinden auf der Scheibe des 
Halsschildes. 7. Bonvouloiri Ab. J 
Der Halsschild ist mit zwei, mehr oder minder deutlichen, schwärz- 
lichen Längsbinden versehen. Der Seitenrand der Flügeldecken und 
die Naht ist blau gefärbt. Die Unterseite ist so wie die Oberseite 
grün. 7. Bonvouloiri Ab. G 
Die Unterseite ist ähnlich wie die Stirn und die Seiten des Hals- 
schildes glänzend purpurrot. Die Mitte des Halsschildes ist rötlich, 
jedoch heller und mehr goldig. Beide schwärzlichen Längsbinden des 
Halsschildes sind nur wenig mehr düster als die Fläche der Flügel- 
decken gefärbt, grünlich. Die Seitenränder der Flügeldecken, ähnlich 
wie die Naht, sind wie normal bläulich gefärbt. Fünf Stücke aus 
Algier (Teniet el Haad) in meiner Kollekzion. Die rote Färbung ist 
ein wenig variabel; sie wird manchmal ziemlich hell rotgoldig. 

7. Bonvouloiri Ab. Q var. amabilis Obenb. 
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Die Außenseite der Vorderschenkel des d ohne den purpurroten 
Makel. Die Stirn ist kurz und spärlich gelb tomentiert. Die Fühler 
sind kurz und dick, dunkelgrün. Schmal, langlich; die Grundfarbe 
der Flügeldecken ist mehr kupferbraun. (Auf einer anderen Stelle 
werden wir ihrer wiederholt gedenken.) 13. Fedtschenkoi Semenov. 
Die Stirn ist kahl, ohne eine Spur vom Toment, in der Mitte flach 
eingedrückt. 

Die Halsschildstruktur ist fein; die Ocellen zeigen in der 
Mitte die Neigung zur Bildung von Querrunzeln. Der Hals- 
schild ist manchmal mit zwei schwärzlichen Längsbindeu 
versehen; die Behaarung der Brust und der Bauch- 
segmente ist sparsam und nicht auffallend. 

Die Hinterschenkel sind verdickt. Einfarbig grün. Die 
Flügeldecken sind mehr verengt. Die Hintertibien sind 
kurz und in distalem Fünftel gebogen; auf der apikalen Fig. 1. 
AuBenhalfte sind sie kurz und dicht tomentiert, auf A. Diade- 
der apikalen Innenseite mit einigen Kerbzähnchen ver- Ma Fisch. 
sehen. 11. diadema Fischer d > sn 
Die Hinterschenkel sind nicht verdickt. Die Unterseite a 
des Körpers und die Seiten des Halsschildes sowie die 

Stirn sind schön purpurfärbig. Die Flügeldecken sind robuster und 
plumper. Die Hintertibien sind eng und nicht gebogen; in der api- 
kalen Innenhälfte ohne Kerbzähnchen. 11. diadema Fischer G 


Der Halsschild ist mit deutlichen Nabelpunkten versehen, weniger 
fein als bei Diadema punktiert, ohne schwarze Langsbinden; die 
Flügeldecken sind weniger deutlich verengt als bei diadema G ; 
auf der Brust und auf den Ventralsegmenten viel dichter und stärker 
behaart. 12. fariniger Kraatz. 
Die Ocellen des Halsschildes fließen mindestens in der Mitte in 
mehr oder minder deutliche Ouerrunzeln zusammen. 

Die Stirn ist nicht tomentiert, grübchenartig vertieft. 

Grün; der Halsschild ist mit zwei schwarzea 

Längsbinden versehen. Auf den Seiten und Y 

in der Mitte haufig rotgoldig. Auch die 

Seiten des Abdomens sind goldig. Die Seiten 

der Fliigeldecken sowie die Naht sind blau- 

griin; die Naht selbst ist hinter der Mitte 

schwarzlich. 10. scorzonerae Friw. 


Die Flügeldecken und das Schildchen sind 


blau. Der Halsschild mit Ausnahme von Fig. 2. Fig. 3. 
zwei schwarzblauen Längsbinden und die A. scorzo- ae En 
Unterseite sind rotgoldig. Amasia. nerae Er. ae 


zo. Q var. Euphrosyne Ganglb. zz des 
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Ähnlich wie Euphrosyne gefärbt; der Halsschild ist jedoch auch 
in der Mitte dunkel blaugriin, der Scheitel ist dunkelblau, die Stirn 
ist wie bei Euphrosyne rotgoldig. Auf dem Halsschilde ist die schöne 
rotgoldige Färbung nur in den Hinterwinkeln stärker ausgedehnt. 
Die Flügeldecken dunkelblau. Die Halsschildstruktur besteht aus 
gleichen, keine Runzel bildenden Ocellen. Anatolien (Ak-Chehir). 

10. @ var. Juno Obenb. 
Die Stirn ist deutlich tomentiert. 
Die Struktur des Halsschildes ist in der 
Mitte zu mehr oder minder gedrängten und S 
feinen Querrunzeln verflossen. Die Fühler- 
glieder sind meist vom 3. oder 4. Gliede 
an stark quer; die Oberseite der Flügel- | 
decken ist einfarbig oder zweifarbig. 
Smaragdgrün. Die Fühler sind vom dritten \ 
Gliede an quer. Einfarbig. 1. Diana Kerr. Ÿ 


Smaragdgrün. Die Fühler sind erst vom Be Fig. 5. 
vierten Gliede an verbreitert. Einfarbig oder A. Diana dives 
zweifarbig. Kery Fühler, Obenb. 

4 Fühler. 


Grün; auf den smaragdgrünen Flügeldecken 
befindet sich hinter der Mitte der Länge ein großer, zinnoberroter 
Ouermakel. 2. dives Obenb. 
Einfarbig smaragdgrün. 2. dives a. h unicolor Obenb. 
Vollkommen goldig-bronzefarben. Auf den Ventralsegmenten be- 
finden sich an den Seiten dichter tomentierte Stellen. 12:5 mm. 
3. abyssinica Thery. 

Die Struktur des Halsschildes ist normal ausgebildet; die Quer- 
runzeln treten hie und da stärker vor, aber in der Regel sind die 
Körnchen zwischen ihnen deutlich. Die Fühler nicht auffallend ver- 
breitert; die Oberseite der Flügeldecken ist stets einfärbig. 
Die Hinterschenkel der dd sind (in der Regel) verdickt. Große 
Arten. 
Größer (Long. 10—15 mm), schlanker gebaut. Die Fühler- 
glieder sind stark quer und stark verbreitert ; die letzten 
Fühlerglieder des d haben eine orangerote apikale In- 
nenecke. 
Grün. Der Halsschild ist mit zwei schwärzlichen Längs- 
binden versehen. Die Hinterschenkel sind stark ver- 
dickt. 4. hungarica Sc. G 
Ebenso gefarbt. Die Hinterschenkel sind einfach. 

4. Q var. sitta Küster. 
Griin. Die Seitenstiicke des Halsschildes und die Unter- 


Fig. 6. 
. a 5 de 2 A. hungar. 
seite des Körpers sind schön purpurfarbig. Sc. ¢ D. 


4. hungarica Sc. ©  Hintersch. 
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Schon blauviolett. Der Raum zwischen beiden schwärzlichen Langs- 
linien des Halsschildes ist griin bis blau. Die Unterseite, die Stirn 
und die Seitenstücke des Halsschildes sind herrlich feuerrot. Algerie 
(Terni), Syria (Mts. Amauns). 4. A. Q subviolacea Obenb. 
Mannchen, deren Schenkel nicht verdickt und deren letzte Fiihler- 
glieder ungefleckt sind; die Fühler sind grün. Die Oberseite ist 
bisweilen violett. Diese, wie es scheint, hochinteressante Varietät 
aus Nordafrika kenne ich in natura leider nicht. 
4. v. d simplicipes Rey. 
Abeille de Pérrin hatte zur A. hungarica als eine Varietät eine mir 
in natura unbekannte Varietät gestellt, die von hungarica folgender- 
maßen abweichen soll: 
1. Sie ist kleiner als die typische hungarica ; — nur 61/,—81/, mm 
lang. 
2. Die Hinterschenkel des Männchens sollen nur fast unsichtbar 
verdickt sein. 
3. Die Fühler sind grün und nicht blau. 
4. Die rotgefärbten Partien des Körpers beim Weibchen sollen 
minder deutlich (minder feurig) gefärbt sein. 
5. Die Tibien des Weibchens sollen schlanker und minder ge- 
krümmt sein. 
Meiner Ansicht nach eher eine Eugeniae-Varietät oder eine 
selbständige Art. Syrien. 4. v. iuvenilis Ab. 


Kleiner (8.5, mm lang, 3.25 mm breit), robust; breiter als hungarica. 
Die Fühler sind beim Männchen schlank, einfach ; die letzten Fühler- 
glieder sind ungefleckt, grünlich. Das intramarginale Leistchen der 
Flügeldecken ist deutlich vortretend. Mir unbekannt. Kleinasien. 
5. illustris K. Dan. 
Die Hinterschenkel der dd sind nicht deutlich verdickt. Kleinere 
Arten. 
Die Außenseite der Vorderschenkel der dd ist mit einem purpur- 
goldigen Streifen längs des Innenrandes versehen. Die 
letzteren Fühlerglieder schon vom vierten oder fünften 
an mit rötlicher Innenecke versehen. Die Schienen sind 
in der Mitte etwas verbreitert und daselbst deutlich ge- 
kerbt-gezahnelt. 


Die Oberseite, die Unterseite, ebenso meistens die 
Fühler grün. Die Naht der Flügeldecken ist grün. 

6. Eugeniae Ganglb. d 
Der Kopf, die Seitenstiicke des Halsschildes und die we 
Unterseite sind purpurgoldig. Der Scheitel, die Vorder- Pee Se: 
brust, die Fühler, die Beine und die Flügeldecken sind Gnelb. D. 
blaugrün bis blau. 6. Eugeniae Gnglb. ® Hintersch. 
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Wie das Männchen gefärbt, goldgrün. Die Naht der Flügeldecken 
ist schwärzlich. 8—9 mm lang. Smyrna, Amasia. 
6. ® v. Thalia Gnglb. 
Die AuBenseite der Vorderschenkel ist mit keinem Spiegelfleck 
versehen. Die Fühler sind einfarbig metallisch gefärbt. Das letzte 
Abdominalsegment ist beim Weibchen normal geformt, unaus- 
gerandet. 
Die Scheibe des Halsschildes ist mit feinen, ineinander fließenden 
Netzmaschen, deren Intervalle mit feinen Nabelpunkten besetzt 
und geglättet sind, erfüllt. Die dichte Struktur der Flügeldecken 
bildet unregelmäßige, ebenso geglättete Querrunzeln. 
Grün; auf dem Halsschilde sind zwei schwarze Längsbinden; 
die Seiten des Halsschildes sind goldig (d'); die @ sind mehr gold- 
grün, sonst aber wie die d gefärbt. 8. nupta Kiesw. 
Das Schildchen und die Flügeldecken sind blau; die Fühler und die 
Beine sind blaugriin; auch die schmale, griine Mittelbinde am Hals- 
schilde und die Unterseite ist griin. Die Seitenstiicke des Halsschildes 
sind rotgoldig, der Kopf ist goldgriin. Smyrna. 
8. Q@ v. Aglaia Ganglb. 
Der Halsschild ist auf der Scheibe mit groben, querrunzelig in 
einander fließenden Netzmaschen versehen. Zwischen den Runzeln 
befinden sich überall grobe Nabelpunkte. Die Flügeldecken sind 
rauh runzelig punktiert. Die Naht ist oft auffallend getrübt, 
schwärzlich. 
Die Unterseite sowie die Oberseite ist grünlich. 9. sponsa Kiesw. d' 
Die Vorderbrust ist blau oder blaugrün, die übrige Unterseite ist 
purpurgoldig. Die Flügeldecken sind grün. 9. sponsa Kiesw. Q 
Weibchen, die ähnlich wie die Männchen, gefärbt sind. 
9. @ var. Adaliae Gnglb. 


Die Hinterschenkel und die Fühler der dd sind einfach. Ziemlich 
abgeflacht, die Struktur des Halsschildes ist scharf, die Mitte des 
Halsschildes ist fast vollkommen Punktfrei, geglättet, glänzend, diese 
Struktur besteht an den Seiten aus mehr oder minder deutlichen 
kleinen Ocellen, diese verändern sich nach der Mitte zu in scharfe, ein- 
gestochene Punkte und in der Mitte verschwinden sie vollkommen. 
Die Naht ist auf einem ziemlich langen und breiten Streifen hinter 
dem Schildchen geglättet, fast punktfrei. Die Flügeldecken oft mit 
angedeuteten Längsrippen. Nordafrika. 


II. Aegyptiaca-Gruppe. 


Größer, 12.25 mm lang, glänzend, smaragdgrün. Die Naht ist 
goldig. Die Unterseite ist smaragdgrün. Oberägypten. 
14. aegyptiaca Obenb. 
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Kleiner, dunkler gefärbt. Die Unterseite ist dunkel messingfarben. 
Ganz braunschwarz ; die Unterseite ist heller. Auf den Flügeldecken, 
nach der Spitze zu sind einige mehr oder minder gut entwickelte 
Längsrippen deutlich. Oberägypten. 16. Isis Obenb. 
Zweifarbig. Die Unterseite ist dunkel kupferig, glänzend, die Mitte 
des Halsschildes und die geglättete Naht der Flügeldecken ist ebenso 
gefärbt. Die gekörnten Seiten der Flügeldecken sowie die punktierten 
Seitenstücke des Halsschildes sind rötlich kupferig. 

15. plazaoaonen? 


Die Hinterschenkel der JG ebenso wie die der 99 sind in der Regel 
normal gebildet. (Siehe Ayabs Mars.) Die Mitte des Halsschildes 
ist immer ocelliert oder chagriniert. Die Fühlerglieder sind immer 
einfarbig. 

Die Ocellen der Oberfläche des Halsschildes sind in der vorderen 
Partie zu mehr oder minder deutlichen körnigen Querrunzeln, die ge- 
reiht sind, verflossen. (Mit Ausnahme der Obockiana Fairm.) Manch- 
mal sind in der vorderen Partie des Halsschildes keine Ocellen mehr 
bemerkbar. Der Grund des Halsschildes ist aber immer mehr oder 
minder glatt, die Ocellen sind niemals im Grunde chagriniert. Die 
Mittelkörnchen der Ocellen auf der Fläche sind meist verschwunden. 
Der Halsschild ist nur schwach oder mäßig gewölbt. Die Flügel- 
decken sind langlich; die ganze Oberseite ist meistens dunkel gefärbt, 
einfarbig. Größere Arten. 


III. Kiesenwetteri-Gruppe. 


Der Halsschild ist auch auf der vorderen Partie gleichmäßig ocelliert, 
die Ocellen sind also in keine Granulation verflossen. Die Stirn ist 
gelblich behaart. Der Halsschild ist 115 mal so breit wie lang, vor den 
Hinterecken seicht und breit eingedrückt. Große, gestreckte, braun- 
schwarze Art. 9 mm lang. Die Seiten des Abdomens sind mehr 
kupferig; wie die ganze Untersete braungelb tomentiert. Obock. 

21. Obockiana Frm. 
Die Struktur des Halsschildes ist auf der Vorderpartie in eine Granu- 
lation umgewandelt. (Siehe auch Fedtschenkoi Semenov.) 
Die Hintertibien des d sind sehr gekrümmt; die Vordertibien 
sind auf der apikalen Außenseite mit einem starken Zahn bewehrt. 
Die Schenkel des GO sind verbreitert. Die Seiten der Brust und die des 
Abdomens sind weiß tomentiert. (10 mm lang.) Arabien. 

24. Arabs Mars. 

Die Hinterschenkel und die Hintertibien sind normal; die Vorder- 
tibien sind einfach. Kleinere Arten. 
Der Halsschild ist mäßig gewölbt. 
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Die Stirn trägt drei weißliche quere Tomentbinden. Die Fühler sind 
fast länger als der Halsschild. Eine größere, kupferige Art. 8 mm. 
Aegypt. 20. congregata Klug. 
Die Stirn ist einfach tomentiert. 
Die Fühler sind kurz und stark; sie reichen nicht bis in die Mitte 
des Halsschildes. Pronotum ist fast quadratisch, auf der Fläche auch 
vor der Mitte noch deutlich ocelliert; vor den Hinterecken seicht 
eingedrückt. Die Grundfarbe ist grünlich bronzefarben, an den 
Flügeldecken mehr kupferig. Soll in die vorhergehende Artengruppe 
der ,,Cratomeren‘* gehören; mir unbekannt. Turkestan. 
13. Fedtschenkoi Semenov. 
Die Fühler sind länger und schlanker. Die Ocellen sind mindestens 
in der Mitte des Vorderrandes zu deutlichen Querrunzeln verflossen. 
Anders gefärbt. 
Bronzefarben. Zwei dunkle Längsbinden auf dem Halsschilde. 
Der Halsschild in der Mitte mit einer mehr oder minder deutlichen 
Mittelrinne ; er ist mit zwei dunkeln Längsmakeln, die in der Mitte 
oblong werden, versehen ; in dem vorderen Drittel ein wenig rundlich 
erweitert. Die Flügeldecken sind an der Spitze vorgezogen. Die 
Fühler sind grün. Mesopotamien. 17. Kollari Mars. 
Der Halsschild ist ohne Mittelrinne, mit einem seichten Eindruck 
innerhalb der Hinterecken. Sonst (der Beschreibung nach) voll- 
kommen wie die vorhergehende Art gebaut; vielleicht nur eine 
Varietät der Kollari oder mit ihr identisch. Schiraz. 
18. Starcki Ganglb. 
Der Hlsch. einfarbig. Die Flgd. tragen ganz kleine, aber gut sichtbare 
(besonders gegen die Naht), sparsame Härchen. Düster gefärbt. 
Violett. Die F. sind blaugrün. Epistom ist grün. Die Augen sind 
groß, auf dem Scheitel ziemlich genähert. Die Hinterecken des Hlsch. 
sind eingedrückt. Die Oberseite ist ziemlich flach. Die Flgd. sind 
hinten deutlich gezähnelt. 6 mm. Syrien. 19. cupriventris Mars. 
Die Oberseite ist schwarz. (Manchmal mit einem violetten Anfluge.) 
Kleiner (5—5:6 mm), schlanker. Die Struktur des Halsschildes ist 
ziemlich grob, verhältnismäßig gröber als bei der folgenden, größeren 
Art, sehr deutlich. Sie besteht aus stark entwickelten Ocellen, die auf 
der Scheibe in starke Querrunzeln, zwischen welchen keine Ocellen 
bemerkbar sind, verfließen. Das Schildchen ist leicht konvex. Die 
Flügeldecken sind verhältnismäßig feiner granuliert als bei Kiesen- 
wetteri. Vielleicht nur eine kleine, nördlichere Rasse der folgenden Art. 
23. Rambouseki Obenb. 
Größer (9:5—11 mm), robuster. Die Struktur des Halsschildes ist 
ziemlich fein, verhältnismäßig feiner als bei Rambouseki; die Ocellen 
sind auch in der Mitte gut bemerkbar; die Querrunzeln sind nicht 
auffallend erhöht; der ganze Halsschild hat ein feineres, gleich- 
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mäßigeres Aussehen. Die Flügeldecken sind robuster, gröber granuliert, 
das Schildchen ist Konkav. Griechenland. 

22. Kiesenwetteri Mars. 
Der Halsschild ist ziemlich stark gewölbt, vor den Hinterecken, 
vor der Basis seicht eingedrückt. Die Flügeldecken ebenso wie die 
Unterseite sind gewölbt, die Fühler sind blau, lang, schlank. Der 
Vorderrand des Halsschildes ist nur sehr seicht ausgebuchtet, die 
Stirn ist gewölbt, weißlich behaart. Der Halsschild ist an den 
Seiten mäßig gerundet, der Hinterrand ist geglättet, vor dem Schild- 
chen befindet sich eine ganz kleine, dem Kopfe zugewendete, mit dem 
übrigen geglätteten Hinterrande verbundene, glatte dreieckige 
Stelle. Die Oberseite sowie die Unterseite ist hellkupferig gefärbt, 
wenig glänzend. 25. illiensis Obenb. 
Der vorhergehenden Art ähnlich, die Stirn ist mehr verengt, die 
inneren Augenränder auf dem Scheitel mehr konvergierend, der Hals- 
schild ist gestreckter, parallel, und seine Struktur ist viel schärfer ; im 
Grunde ist derselbe sehr glänzend ; die Runzelung ist höher und minder 
dicht. Die viel glänzendere Oberseite ist hell messingfarben, mit 
grünlichen Reflexen. Viel kleiner, auf die inculta v. aerea Rey. etwas 
erinnernd. 26. kabyliana Obenb. 


Der Halsschild ist gewolbter; die Gestalt ist kürzer, manchmal 
robuster, die Flügeldecken sind niemals vor der Spitze verschmälert. 


IV. Millefolii-Gruppe. 


Konstant grün oder goldgrün. Die Epipleuren der Flügeldecken sind 
verhältnismäßig breit und dick. Die Unterseite des Körpers ist an 
den Seiten weich, makelförmig tomentiert. Algier. 
Die Oberseite und die Unterseite sind gleich grün gefärbt; das Ab- 
domen ist normal, flacher gewölbt. 27. pleuralis Farm. 
Die Oberseite ist grün, die Unterseite golden. Das Abdomen ist sehr 
robust, sehr gewölbt. Algier (Lambessa). 

27. pleuralis v. robustior Obenb. 
In der Färbung variabel — grün bis violettschwarz ; die Epipleuren 
sind enger, normal. 
Das letzte Ventralsegment ist beiderseits mit tiefen Eindrücken 
versehen. 
Größer. Pronotum ist parallel, ohne gut prononzierte Eindrücke. 
In der Farbe variabel, aber immer nur einfarbig gefärbt. 

28. millefolii Fab. 

Größer. 51%—6 mm lang. Der Kopf und die vorderen Partien des 
Halsschildes sind fast schwarz, der übrige Körper ist dunkel bronze- 
braun (= var. a. Marseul’s). 28. A. Budtzi Bickh. 
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Mittelgroß. Hisch. ist manchmal eingedrückt — manchmal eben. 
Die Oberseite ist grünlich gefärbt, die Färbung übergeht auf den 
Flgd. ins Bronzefarbige (= Marseul’s var. b.) 
28. A. polychloros Ab. 
Klein, nur 4 mm lang. Der Hlsch. ist nach der Basis ein wenig verengt; 
die Hinterecken sind eingedrückt. Der Kopf ist smaragdgrün oder 
violettrot. 28. v. smaragdifrons Marseul. 
Der Hlsch. von ?/, der Lange an der Basis parallel, nach vorne stark 
verengt, gewölbt. Die Stirn ist gewölbt, schwärzlich, ebenso wie 
der Halsschild. Kleinasien: Taurus. 28. var. scutellaris Obenb. 
Das letzte Ventralsegment ist nicht eingedrückt. Hellgrün, der a. 
polychloros ähnlich. 5 mm. Da der erwähnte Charakter ziemlich 
variabel ist, höchstmöglich nur eine Form der millefoli. 
29. rossica K. Dan. 
Das letzte Ventralsegment ist an der Spitze einfach eingedrückt. 
Konstant bronzefarben; die Stirn ist so, wie die übrige Oberseite 
gefärbt. Auf den Flgd. sehr fein, gleichmäßig skulptiert. 


Robust, dick, minder glänzend. 30. inculta Germ. 
Schlanker, mehr parallel, glatter, glanzender; die Halsschildstruktur 
ist verworrener, deutlicher. Dunklere Form. 30. v. aerea Rey. 


Die Ocellen auf der Oberfläche des Halsschildes sind auch in der 
Mitte der Vorderhälfte des Halsschildes deutlich, bisweilen sind sie 
ganz erloschen (pumila Klug!) — dann ist die Fläche des gewölbten 
Halsschildes sehr fein granuliert chagriniert. Die Ocellen bilden 
keine Querrunzeln; sie selbst sind im Grunde nicht chagriniert, 
glänzend. 


Der Kopf ragt mehr oder minder hervor. Die Hinterwinkel des Hisch. 
sind mehr oder minder rechteckig bis spitzwinkelig. Kupferig oder 
goldig gefärbte, meist nordafrikanische Arten. 


V. Stupida-Gruppe. 

Goldgrün. 

Etwas größer. Der Hlsch. ist 1!:mal so breit wie lang, die Ocellen 
sind rundlicher. Die inneren Ränder der Augen auf dem Scheitel 
konvergieren. Der Kopf ist breit. Die Naht ist ziemlich glänzend, 
aber nicht geglättet. 5 mm. Senegal. 31. binotata Chevr. 
Etwas kleiner. Der Hlsch. ist fast zweimal so breit wie lang, die 
Ocellen, besonders nach der Basis zu, werden eckig und dabei stark 
quer. Die Naht ist hinter der Mitte geglättet, auf dieser ziemlich 
breiten Stelle messingfarben; sonst ist der Käfer smaragdgrün. Die 
Ocellen des Hlsch. sind fünfeckig, mit feinen Körnchen. 4.5 mm. 
Nordost-Afrika. 32. Hauseri Kerr. 
Kupferige Arten. 


217122 


41’ 


49’ 


44’ 


43’ 


46'” 


46” 


407 


Die Fühler sind auffallend stark, robust, die einzelnen 
Glieder sind stark quer, verbreitert. Siehe Abb. 7 mm. 
Erythraea. 34. clavata Obenb. 
Die Fühler sind normal, nicht auffallend verbreitert, 
kürzer. 
Die Ocellation ist im Grunde körnig, chagriniert, sehr 
niedrig, wie erloschen, aber dennoch deutlich ; infolge- 
dessen ist des Hisch. matt; er ist 144mal so breit wie 
lang. 5 mm. Mesopotamien. 35. Semiramis Obenb. 
Die Ocellation ist viel deutlicher, scharf, im Grunde 
glatt, der Halsschild ist daher im Grunde glänzend. Fig. 8. 
Der Hisch. ist nach der Basis nicht auffallend verengt. X Clavata 
Die Struktur des Halsschildes ist auf der Fläche mehr pees 
oder minder deutlich. 
Größere afrikanische Arten, bei denen die Hinterwinkel des Hals- 
schildes nicht auffallend spitzig hervorragen. 
Der Halsschild ist zweimal so breit wie lang, 6°5 mm. Senegal. 

33. aenea Cast. G. 
Der Halsschild ist nur 1144mal so breit wie lang, nach vorne ziemlich 
verengt, die Hinterecken sind scharf rechtwinklig. Große Art. Algier. 

36. stupida Mars. 

Kleiner, 35—5°5 mm lang. Die Stirn ist grün, breit. Die Augen treten 
ziemlich hervor. Die Seiten des Halsschildes sind parallel, die Hinter- 
ecken sind scharf rechtwinklig, in den Winkeln selbst eingedrückt und 
abgeflacht. Griechenland: Athen. Siehe auch die A. Winkleri. 

37. Minerva Obenb. 
Der Halsschild ist gegen die Basis verengt, ohne Retikulazionen auf 
der Scheibe. Ägypten. Diese Art ist mir unbekannt; weil ich über 
ihre richtige Stelle noch einige Zweifel hege, so wird diese Art noch 
anderorts wiederholt. 38. pumila Klug. 


Der Kopf ist normal. Grüne, goldige, schwarzblaue oder einfarbige 
Arten. Die Flügeldecken sind einfarbig, ohne ein besser abge- 
grenztes Skutellardreieck. In den Hinterecken des Halsschildes ist 
oft ein flacher, selten schärferer (berytensis) Eindruck. Die Zentral- 
körnchen der Ocellen treten meist sehr scharf vor. Mittelgroße Arten. 


VI. Ciehorii-Gruppe. 


Die Flügeldecken sind hinter der Mitte etwas verbreitert. Grünlich 
bronzefarben. Der Halsschild ist mit vier Eindrücken versehen. 
Die Trochanteren der Beine sind mit einem konischen Dorn be- 
wehrt. 43. spinosa Ab. 
Die Flügeldecken sind hinter der Mitte nicht verbreitert, mehr zuge- 
spitzt, die Gestalt ist schlanker, minder robust. Sie sind metallisch 
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gefärbt, glänzend; der Halsschild ist meistens einfarbig, ohne röt- 
liche Querbinde. Die Trochanteren sind einfach. 
Sehr verlängert, schlank, goldgrün, glänzend. Die Flügeldecken sind 
mehr oder minder feuerrot, mit Ausnahme der Basis. Persien. 
39. Schach Abeille. 
Minder länglich, robuster. 
Die Stirn ist gelblich tomentiert, in der Mitte flach vertieft. Die 
Fühler sind schwärzlich grün; die Art ist goldig, sehr glänzend, 
die Behaarung der Außenseite der Hintertibien ist glänzend gelblich. 
Vollkommen goldiggrün. Das Männchen soll nach Abeille rötlicher 
sein; meine drei Männchen sind aber vollkommen goldgrün. Die 
Unterseite ist grün. 40. flavicomes Abeille. 
Die Flügeldecken, die Seitenstücke des Halsschildes, sowie die Unter- 
seite sind sehr schön rotglänzend; nur die fast glatte Stirn und 
die Fläche des Halsschildes ist goldgrün. Eriwan. 
40. v. (9?) eriwana Obenb. 
Die Stirn ist weiß tomentiert. Im allgemeinen matter; minder 
glänzend. 
Die Mitteltibien sind am Ende gekrümmt und dicht tomentiert. Die 
Skulptur des Körpers, besonders des Halsschildes ist mehr erloschen. 
Sonst der Cichorii ähnlich. (G) Kleinasien. Mir unbekannt. 
41. serena K. Dan. 
Die Mitteltibien sind einfach. Die Struktur des Körpers ist normal. 
Der Kopf ist sehr breit, sehr gewölbt, die Augen sind sehr groß. 
Rötlich bronzefarben. Mähren (???). Mir unbekannt. 
42. laticeps Abeille. 
Der Kopf und die Halsschildstruktur normal. 
Massiver, mehr goldig, mehr seidenglänzend. Die Ocellen sind wenig 
deutlich; manchmal ist der Halsschild goldiger. Das Männchen hat 
gekrümmte Vordertibien; das letzte Ventralsegment des d hat 
herabgebogene Seitenränder und die Spitze; die Spitze des Anal- 
segmentes ist tief ausgerandet. Algier (Mont Aurés). Mir unbekannt. 
43. domina Abeille. 
Schlanker, minder seidenglänzend; die Halsschildstruktur ist nicht 
erloschen. Minder robust. Das Männchen hat normale Vordertibien 
und letztes Ventralsegment. 44. cichorii Oliv. 
Die Hintertibien sind auf der AuBenseite deutlich dunkel tomentiert. 
Mehr oder minder matter. 
Ziemlich robust, die Flügeldecken sind ziemlich langgestreckt, aber 
dennoch ziemlich breit, deutlich kurz weiß tomentiert. Auf dem 
Scheitel ist eine sehr deutliche vertikale Linie erkennbar. Die Flügel- 
decken sind messingkupferig oder grün; größer, glänzender und 
robuster als die Stammform. Perisa, Astraban (1899 Hauser). 
44. cichorii var. parthica m. n. v. 
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Minder robust, mehr gestreckt und zugespitzt. 
Männchen. Grün auf der Oberseite sowie auf der Unterseite; 
manchmal bläulicher. 44. cichorii d Oliv. 
Weibchen. Die Flügeldecken sind dunkel rotbronzefarben, der 
Halsschild und die Umgebung des Schildchens sind zu Teil grünlich. 
44. cichorii 9 Oliv. 
Weibchen. Auf der Oberseite sowie auf der Unterseite griinlich. 
44. cichorii ©, a. chamomillae Mnnh. 
Der Halsschild ist gewölbter, glatter, auf der Vorderseite glanzender. 
Die Unterseite ist bronzeschwarz. Lyon. 
44. cichorii v. gibbicollis Rey. 
Die Hintertibien sind auf der Außenseite deutlich hell tomentiert. 
Glänzend. Der Halsschild ist auf der Fläche schwarzblau, das Schild- 
chen ist blauviolett, der Scheitel ist blau. Ak-Chehir (Anatolien). 
44. cichorii v. nigrithorax Obenb. 
Die Flügeldecken sind fast bis hinter die Mitte parallel; die Arten 
machen darum den Eindruck der nächstfolgenden, flachen Anthaxien- 
gruppen. Die Seiten des Halsschildes sind ziemlich gerundet, in den 
Hinterecken flach eingedrückt. Diese Gruppe bildet einen Über- 
gang zu den breiten Anthaxien und wurde bisher auch unter dieselben 
gezählt, obwohl sie phylogenetisch mit den cratomeroiden Anthaxien 
verwandt ist. Die Trochanteren sind einfach. 
Die Flügeldecken sind violettblau, länger, mehr zugespitzt. Die 
Ocellen sind ziemlich undeutlich. Neben dem Vorderrande ist der 
Halsschild mit einer schwarzen Querbinde versehen. Die Hinter- 
ecken des Hlsch. sind eingedrückt. Syrien. 45. berytensis Abeille. 
Die Flügeldecken sind grün. 
Der Halsschild ist so wie die Stirn rot oder goldig, mit einem schwarzen 
Quermakel neben dem Vorderrande. 46. hypomelaena Ill. 
Der Halsschild ist einfarbig. 46. hypomelaena, ab. nitidicollis Lap. 


Die Flügeldecken sind violettschwarz bis blauschwarz, sehr dunkel, 
der Halsschild ist auf der Fläche schwarz und matt, nur an den 
Seiten ziemlich schmal, glänzend goldgrün oder goldgelb gesäumt. 
Der Kopf ist goldgelb oder goldgrün. Rhodos. 47. Olivieri Lap. 


Der Kopf ist normai. Der Halsschild ist manchmal nur mit einer 
sehr deutlichen, ziemlich groben, der Zentralkörnchen entbehrenden, 
scharf begrenzten Retikulazion versehen (z. B. fraeclara Mannh.). 
Die Oberseite ist immer zweifarbig, die Flügeldecken sind purpurrot 
bis braunrot, der Halsschild ist schwarzblau oder blau, manchmal 
mit schwarzen Makeln; manchmal ist ein mehr oder minder helles, 
mehr oder minder scharf begrenztes, grünes oder blaues Skutellardreieck 
vorhanden. Pronotum ist auf den Seitenstücken manchmal blau oder 
rosafarben gesäumt. 
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VII. Olympica-Gruppe. 


Die Struktur des Halsschildes besteht aus meistens scharf vor- 
tretenden Polygonen, die vier- oder fünfeckig sind ; sie ist netzartig. 
Der Hisch. ist im Grunde sehr glänzend. Die Flgd. sind kurz, oft 
mit angedeuteten Punktreihen, das Skutellardreieck ist nur an- 
gedeutet. 

Der Kopf ist ziemlich gewölbt, mit einer deutlichen feinen Mittel- 
rinne auf der Stirn. Die Seiten und die Hinterwinkel des Hals- 
schildes sind abgerundet; der Halsschild selbst ist sehr kurz, sehr 
breit, mit großen und breiten Polygonen, die nicht ocelliert 
sind, besetzt. Der Vorderkörper ist dunkelgrün, die Flügeldecken 
sind bronzefarben, kurz, gewölbt, an der Basis grünlich; die Ober- 
seite der Flügeldecken ist sehr gleichmäßig skulptiert. ,,Orient’’. 
Mir unbekannt. Bull. Mars. 1900. 48. truncata Abeille. 
Der Kopf ist breit, ziemlich flach, ohne eine Mittelrinne. Die 
Seiten des Halsschildes sind normal, nach der Spitze verengt, bis über 
die Mitte ziemlich parallelseitig, der Halsschild ist mäßig kurz, 
1!/,-mal so breit wie lang, mit fast rechtwinkligen Hinterecken. Der 
Kopf und der Halsschild ebenso wie die Basis der Flügeldecken und 
ein kurzer Makel längs der Naht sind grün. Der Halsschild ist auf 
der Fläche durch zwei mehr oder minder deutlich vortretende 
Längsflecke getrübt. Die Flügeldecken sind rotbronzefarben, mit 
Spuren von länglichen Punktreihen. 49. praeclara Mannh. 


Die Struktur des Halsschildes besteht aus kleineren runden Ocellen, 
die sehr oft, besonders am Vorderrande zusammenflieBen. Der 
Halsschild ist im Grunde häufig matt. Die Flügeldecken sind länger, 
ohne Andeutung von Längsreihen. Die Augen ragen weniger hervor. 
Das grüne Skutellardreieck ist sehr regelmäßig, von der roten 
Grundfarbe deutlich, ohne farbige Übergänge abgegrenzt; es be- 
deckt nicht die ganze Basis der Flügeldecken. Diese sind länglich, 
schön karminrot gefärbt, glänzend. 

Das Skutellardreieck ist sehr lang, es nimmt die Hälfte der Flügel- 
deckenlänge ein; es ist schön goldgrün, mit goldigen Rändern. 
5°25 mm lang. Cashmire. 50. bivulnerata Obenb. 
Das Skutellardreieck ist kurz. 

Das Schildchen ist immer grün, die mittlere Längsbinde des Hals- 
schildes ist breiter ; die Stirn ist häufig goldgrün mit einem kupferigen 
Anfluge. Die Ocellen des Halsschildes sind besonders an den beiden 
schwarzen Halsschildflecken (die auch kleiner sind als bei der 
folgenden Art) deutlich. Am Vorderrande des Halsschildes ist die 
Struktur vollkommen erloschen. Die d sowie die Q besitzen gleich 
geformte Füße. Syrien. 51. Israélita Abeille. 
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Das Schildchen ist normal schwarz. Die griine Mittellangsbinde 
des Halsschildes ist enger; beide schwarze Makel des Halsschildes 
sind groß. Die Stirn ist häufig ganz schwarz. Die G @ besitzen stark 
gekrümmte vordere und hintere Tibien. 

Der Halsschild ist im Grunde matter; die Ocellen sind 

kleiner, weniger deutlich; die Farben des Körpers sind 

düster. Das Basaldreieck der Flügeldecken ist immer 

sehr deutlich abgesetzt. Die Form ist ziemlich gewölbt 

und schlank. 52. viminalis Lap. 

Der Halsschild ist im Grunde glänzend, glatt. Die Farben 

des Körpers sind prächtig. Das Skutellardreieck ist min- 


der deutlich abgesetzt. Die Unterseite ist hellgrün, das nce ig. ee 
5 . . “ 0 a Neal = 
Schildchen ist metallisch schwarz. Die beiden schwarzen de a 


Makel auf dem Halsschilde sind hinten verengt und las- yvVordersch, 
sen vor den Hinterecken ein grünes Quadratchen frei. 

52. viminalis var. ditescens Abeille, 
Das Skutellardreieck fließt mit der übrigen Flügeldeckenfarbe zu- 
sammen; es ist undeutlich begrenzt, düster; es nimmt die ganze 
Halsschildbasis ein. Die Struktur des Halsschildes besteht aus 
massiveren, meistens höheren und mehr zusammengedrückten 
Ocellen als bei den vorigen Arten. 
Die Struktur des Halsschildes übergeht in der Mitte in mehr oder 
minder deutliche Querrunzeln. Die Ocellen sind grob, klein und 
massiv. Die Struktur des Körpers ist im allgemeinen gröber als 
bei den folgenden Arten; die Farben des Körpers sind düster. 
Der Halsschild ist an den Seiten ähnlich wie in der Mitte gefärbt 
(grün, blau oder schwarzblau). Der Skutellarmakel ist undeutlich, 
beiderseits des Schildchens nur wenig ausgedehnt. Sonst der A. 
olympica ziemlich ähnlich. Schlanker. 53. fulgentipennis Ab. 
Seitenrand des Halsschildes ist normal kupferig, rosafarben, glänzend. 
Der Skutellarmakel ist beiderseits des Schildchens mehr ausgedehnt. 
Die Flügeldecken sind mehr kupferig, minder schlank, mehr .körnig. 
Der Halsschild ist eben, ohne punktförmige Eindrücke. 

54. parallela Lap. 

Der Halsschild besitzt vier, ähnlich wie bei Anthaxia 4-punctata L. 
gestellte Eindrücke. 54. f. notaticollis Rey. 
Die Struktur des Halsschildes ist gleichförmig gebildet, sie übergeht 
in der Mitte in keine deutlichen Querrunzeln. Die Granulierung 
der Flügeldecken ist feiner. Die Arten erinnern in der Färbung 
an viminalis Lap. 


Größer, robuster, bunter gefärbt. Das Schildchen ist blauschwarz, 


sehr glänzend. Der Kopf ist mit längerem, deutlicherem Toment 
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besetzt. Die Halsschildstruktur ist meistens niedrig, wie nieder- 
gedrückt, halb erloschen, besonders in der Mitte minder deutlich. 

55. ignipennis Abeille. 
Verhältnismäßig kleiner, durchschnittlich auch düster gefärbt, das 
Schildchen ist grün oder schwarzblau bis schwarz, es ist immer 
stark chagriniert und deswegen matt; der Kopf ist mit kürzerem, 
schwieriger sichtbarem Toment besetzt. 56. olympica Ksw. 


Die ganze Oberseite, die Flügeldecken sowie der Halsschild sind meis- 
tens matt, nur selten glatt und glänzend, meistens mehr oder minde, 
stark chagriniert. Der Körper ist stets ziemlich depress zugespitzir 
ziemlich flach, dem der nitidula L. ähnlich. Die ursprüngliche 
Ocellation oder Retikulation des Halsschildes ist oft durch einen 
Chagrin vertreten ; in dieser feinen Chagrinierung wird die Retikula- 
tion nur angedeutet. Die Klauen sind an der Wurzel verdickt oder 
gezahnt; selten einfach. [Die Arten dieser Gruppe bilden einen 
Übergang zu den breiten Anthaxien; es ist empfehlenswert auch die 
betreffenden Artengruppen der discicollis, quadripunctata etc. zu 
beachten!] Wenn die Retikulation des Halsschildes deutlicher ist, 
bildet sie nirgends Querrunzeln oder Längsrunzeln. Die Färbung 
ist vorherrschend grünlich bis braun. Asiatische und nordamerikani- 
sche Arten. 


Die Übergangsgruppen. 


VIII. Mundula-Gruppe. 


Die Arten sind mehr oder minder deutlich chagriniert. Die Netz- 
struktur des Halsschildes und der Flügeldecken ist ziemlich fein 
oder sehr fein. Die Flügeldecken sind an den Seiten nicht deutlich 
ausgeschweift, gewölbter. Die Hintertibien der d normal. 

Der Halsschild ist nach der Basis zu nicht deutlich oder mindestens 
nicht auffallend verengt; nur selten eingeschnürt, aber dann die 
Flügeldecken zweifarbig. 

Die größte Breite des Halsschildes ist unweit der Basis; grüne, 
olivengrüne bis braungrüne Arten mit einfarbigen Flügeldecken. 
Der Halsschild ist bis über die Mitte fast parallelseitig, dann nach 
vorne verengt. Die Seiten desHalsschildes und die Stirn sind manchmal 
golden. Der Halsschild ist auf der Fläche fein, aber deutlich retikuliert. 
Die ganze Oberseite ist chagriniert. Die Flügeldecken sind normal 
gekerbt. Die Hinterecken des Halsschildes sind rechtwinkelig; 
derselbe ist 11/3mal breiter als lang. Syrien. 57. mundula Ksw. 
Die Flügeldecken sind fein granuliert, dunkelgrün. Die grüne Färbung 
übergeht oft in eine olivengrüne. Die Klauen sind einfach, nicht 
gezähnt. Der Halsschild breit, gegen die Basis nicht verengt, die 
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Seiten leicht gerundet, manchmal in der Mitte gerade und an der 
Basis und am Vorderrande schwach abgerundet, die Fläche ist eben 
oder beiderseits der Mitte leicht eingedrückt. Sie ist chagriniert. 
4—5 mm lang. In Nordamerika; nach Horn vom Colorado bis nach 
Nevada und Kalifornien verbreitet. 58. deleta Le Conte. 
Die Arten sind entweder dunkel, braunschwarz, braun bis dunkel- 
blau, stets einfarbig, oder heller grün bis braun, dann aber mit 
zweifarbigen Flügeldecken. 
Die Färbung ist blau oder schwarzblau. 
Der Halsschild ist 1!%mal so breit wie lang, sehr fein skulptiert. 
62. Caseyi Obenb. 
Der Halsschild ist zweimal so breit wie lang, gröber skulptiert. 
63. cyanella Gory. 
Die Farbung ist griin, dunkelbraun bis schwarz, die Seiten des 
Halsschildes sind bisweilen goldig; die Flgd. oft zweifarbig. 
Die Flgd. sind einfarbig braun oder braunschwarz. 


"Größere Art. Die Stirn und die Seitenstücke des Halsschildes sind 


kupferig oder goldgrün, die übrige Oberseite ebenso wie der Scheitel 
ist dunkel. 5—6°5 mm. 60. viridicornis Gory. 
Kleinere, einfarbige Art. Die Stirn ist manchmal grün, der Körper 
ist mehr kupferig gefärbt, die Flügeldecken sind feiner skulptiert. 
4—5 mm. 61. viridifrons Gory. 
Die Flgd. sind grünlich oder grün mit kupferigen, braunen Längs- 
makeln. 
Die Flgd. und der Hlsch. sind im Grunde glänzend; dieser ist 
zweimal so breit wie lang, mit im Grunde vollkommen glatten Zellen. 
Die Flügeldecken sind dunkelbraun mit einem langen, breiten 
Skutellarmakel. 67. pennsylvanica Obenb. 
Die Flgd. und der Hlsch. sind im Grunde chagriniert, daher matter. 
Der Hlsch. ist nur 1Vs mal so breit wie lang, hinter der Mitte etwas 
eingeschnürt. 66. quercata Say. 
Der Halsschild ist gegen die Basis deutlich verengt. 
Der Halsschild ist hinter der Mitte am breitesten. Auf der Stirn 
befindet sich ein kleiner, erhobener, glänzender Punkt, der hinten in 
eine kleine erhabene Linie übergeht. Die Flügeldecken sind an der 
Wurzel erhoben, hinten quer eingedrückt, mit scharfen Schultern, 
sehr dicht punktiert; einer undeutlichen Vertiefung wegen erscheint 
die vordere Partie der Flügeldecken in der Mitte mehr erhöht. Die 
Vertiefung zieht sich geht von den Schultern zur Mitte. Ex Heyden. 
64. psittacina Heyden. 
Der Hlsch. ist in oder vor der Mitte am breitesten, zweimal so breit 
wie lang. Die Flügeldecken sind fein chagriniert, zugespitzt, gleich- 
mäßig gewölbt. 4 mm. Japan, Himalaya. 65. proteus E. Saund. 
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Nicht chagriniert. Die polygonale Netzstruktur des Halsschildes 
ist ziemlich stark. Der Halsschild ist fast zweimal so breit als lang, 
an den Seiten leicht gerundet; die größte Breite liegt vor der Mitte; 
von der Mitte zur Basis sanft, fast geradlinig verengt; die Flügel- 
decken sind flach, hinter den Schultern flach, un- 
deutlich eingedrückt, an den Seiten sehr leicht und 
schwach, aber dennoch deutlich ausgeschweift. Die 
flacheste und verhältnismäßig auch breiteste Art dieser 
Gruppe — ein Übergangsglied zwischen den Crato- 
meroiden und echten Anthaxien. Himalaya. 

68. afghanica Obenb. 
Klein, glänzend, die Oberseite ist nicht chagriniert, 
die Ocellation des Hlsch. ist ziemlich gleichmäßig und 
stark, stets deutlich, niemals körnig. Die Stirn ist ocel- 
liert, kurz weiß behaart, smaragdgrün. Die Hintertibien 
der GO sind am apikalen Innenrande im 4. Fünftel | 
der Länge mit einem Zahn versehen und hinter ihm Me ae 
gegen die Spitze sanft ausgeschweift. 475—5 mm. en onde 
Von der Form der nitidula L. 59. Vejdovskyi Obenb. d'Hintersch. 


Kleine, etwa 4 mm lange Art. Die Fliigeldecken sind bis in %, der 
Länge parallelseitig, ziemlich gewölbt, glänzend glatt, nur mit fast 
vollkommen erloschener Struktur, fast unsichtbar, sehr kurz und spär- 
lich weiß tomentiert; sie sind hell kupferbraun. Der Halsschild ist 
etwa zweimal so breit wie lang, gegen den Vorderrand gleich wie 
nach dem Hinterrande zu verengt, auf der Fläche bleigrau, die Basis 
ist mit den Flügeldecken gleichfarbig ; der Halsschild ist im Grunde 
sehr glatt und glänzend, überall mit großen, sehr deutlichen, ocellierten 
Polygonen besetzt. Der Kopf ist sehr schön feurig rot, der Scheitel 
ist dunkel schwarzgrau. Vor den Hinterecken ist der Halsschild 
beiderseits tief, sehr deutlich eingedrückt. Diese Art verbindet in einer 
sehr interessanten Weise mehrere Gruppen. Ihre richtige Stelle ist 
aber jetzt noch wohl sehr unsicher; darum habe ich sie auch isoliert 
gestellt. Sie wird auf einer anderen Stelle wiederholt, um einen 
eventuellen Fehler bei der Determination zu vermeiden. 


IX. Gruppe. 


Groß, parallel, die ganze Oberseite und Unterseite ist feurig rosa- 
farben. Die Gestalt ist länger als die der typischen Art. 
69. flammifrons Sem. 
Kleiner. Die Flügeldecken sind kürzer, etwas gröber skulptiert. 
Olivengrün; nur die Fläche des Halsschildes ist schwärzlich; die 
eingedrückten hinteren Halsschildsecken sind goldig. 
69. flammifrons v. ignea Obenb. 
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Cylindrisch, stark gewülbt, oft chagriniert. Der Halsschild ist nach 
hinten eingeschnürt. Die Fläche des stark gewölbten Halsschildes 
ist chagriniert, nicht ocelliert. Goldig oder grün. Nordafrikanische 
Arten. 69. flammifrons v. kuldjensis Obenb. 


X. Malachitica-Gruppe. 


Die Arten dieser Gruppe werden in einer künftigen Studie ausführ- 
licher behandelt werden. 


Flach, niedergedrückt, breit. Die Behaarung ist hell, weiß bis dunkel, 
schwärzlich. Die Struktur des Halsschildes ist variabel — sie ist 
aber nur äußerst selten aus gleichmäßiger Retikulation oder Ocella- 
tion gebildet; sehr oft fließen die Ocellen an den Seiten in längliche, 
auf der Fläche in quere oder anders gebildete Runzeln zusammen. Die 
Flügeldecken sind minder schlank, nicht so auffallend lang zuge- 
spitzt, wie bei den Cratomeroiden-Arten. Große sowie kleine, bunte 
bis schwarze Arten. 


Anthaxiae planipennes. 


Die zahlreichen Arten dieser, über die ganze Welt verbreiteten 


Gruppe werden später in einer speziellen Arbeit behandelt werden. 
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